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Résumé

La grande précision des mesures du fond diffus cosmologique nécessitent de comprendre avec
finesse la physique sous-jacente afin d’en tirer des conclusions pertinentes sur la phase primordiale
de 'univers. Dans cette theése nous étudions la théorie des perturbations non-linéaires dans le
cadre de la relativité générale. Notre but est de déterminer le transfert des perturbations de la
métrique ainsi que des perturbations du contenu matériel, entre la phase primordiale de I'univers
et les observations réalisées aujourd’hui. Nous nous plagons tout d’abord dans I’approximation
fluide afin d’appréhender les comportements généraux attendus. Ensuite nous étudions la théorie
cinétique au second ordre, nécessaire pour obtenir le transfert radiatif non-linéaire, dans le but
de déterminer la non-gaussianité dans le fond diffus cosmologique. Nous étudions également
la théorie des perturbations linéaires autour d’espaces anisotropes. Nous élaborons la théorie
des perturbations invariantes de jauge autour d’un espace de Bianchi I, puis nous étudions les
signatures observationnelles d’une phase primordiale d’inflation possédant cette symétrie.
Mots Clés : Cosmologie, inflation, perturbations, anisotropie, CMB, non-gaussianité, Bianchi.
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Abstract

Non-linear dynamics and primordial anisotropy in cosmology

The high accuracy in the measurements of the cosmic microwave background requires to
understand in details the underlying physics in order to draw relevant conclusions for the pri-
mordial phase of the universe. In this thesis, we study the theory of non-linear perturbations in
the framework of general relativity. Our goal is to determine the transfer of the metric perturba-
tions together with the matter content perturbations, between the inflationary primordial phase
of the universe and the observations performed today. We first consider the fluid approximation
in order to extract the general leading behaviours. We then turn to the kinetic theory at second
order, which is necessary in order to obtain the non-linear transfer function for radiation, in order
to determine the non-Gaussianity in the cosmic microwave background. We also study the linear
perturbation theory around anisotropic universes. We set up the gauge invariant perturbation
theory around a Bianchi I space-time, and we study the observational signatures of a model of
inflation having this symmetry.

Key Words : Cosmology, inflation, perturbations, anisotropy, CMB, non-Gaussianity, Bianchi.
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Introduction

En 2003, alors que je terminais mon DEA, les résultats du satellite WMAP sur la mesure du
fond cosmologique ont fait passer la cosmologie dans une ere de grande précision, en complétant
significativement les résultats similaires du satellite COBE parus en 1992. Le modele standard du
big-bang comporte certes encore beaucoup d’inconnues, notamment pour son contenu matériel
sombre, mais il devenait ainsi capable de quantifier précisément ce qu’il n’expliquait pas. Depuis
ce moment la, le modele de linflation a également été admis et a été adjoint au modele du
big-bang chaud pour former le modele standard de la cosmologie. L’inflation permet d’expliquer
lorigine des fluctuations a partir desquelles les structures astrophysiques se sont formées par
effondrement gravitationnel. Cependant cette phase primordiale d’expansion accélérée se situe &
des échelles d’énergie inaccessibles en laboratoire, et constitue donc une fenétre sur la physique
des trés hautes énergies qui reste a découvrir. Sa description reste pour ’heure phénoménologique
et un grand nombre de modeles d’inflation ont été construits, avec pour la plupart une motivation
issue de la théorie des cordes. Les mesures les plus anciennes que nous pouvons obtenir de cette
époque sont a chercher soit dans le fond diffus cosmologique soit dans les ondes gravitationnelles
primordiales. Cependant 'univers ayant été opaque apres U'inflation, le fond diffus cosmologique
ne constitue pas une fenétre directe sur 'inflation et seule ’étude détaillée de la dynamique
des perturbations permet de remonter a la phase primordiale de 'univers. Quant aux ondes
gravitationnelles primordiales, en principe elles témoignent directement de l'inflation mais leur
détection directe reste encore un objectif & long terme.

L’étude de la dynamique des perturbations se fait généralement en perturbant linéairement
les équations d’Einstein autour d’un espace homogene et isotrope, dit espace de fond. Cette
théorie linéaire n’offre que trés peu de prise pour différencier les modeles d’inflation. Les
équations d’Einstein étant intrinséquement non-linéaires, des effets fins sont attendus lorsque
Pon prend en compte les perturbations au dela de I'ordre linéaire. Ceci peut notamment étre
a lorigine d’effets non-gaussiens qui pourront éventuellement étre détectés par le satellite
Planck, qui est la prochaine mission d’observation du fond diffus dont le lancement est prévu
en octobre 2008. Pour cela il faudra nécessairement comprendre tous les effets d’évolution afin
de contraindre la non-gaussianité héritée de l'inflation. La dynamique des perturbations de la
métrique, c’est-a-dire de 'espace temps, est donnée par les équations d’Einstein. La dynamique
du contenu matériel est soit envisagée dans I'approximation fluide, soit dans le cadre plus
précis de la théorie cinétique par I’équation de Boltzmann. Par ailleurs le fait de supposer que
I'espace est globalement isotrope pour dériver les équations d’évolution doit étre testé si I'on

souhaite que le modele repose sur un minimum d’hypotheéses. Comme on peut montrer que

cette isotropie décroit, cette interrogation concerne essentiellement la phase primordiale de

I'univers. Pour cela, il faut développer toutes les prédictions d’une éventuelle anisotropie afin

d’obtenir des prédictions génériques qui pourront étre contraintes par les observations. Afin
étudier ces deux aspects, ma these s’est focalisée sur la théorie non-linéaire autour d’un es-

d’étud d ts, th ‘est focal la th 1 t d

pace de fond homogene et isotrope ainsi que sur la théorie linéaire autour des espaces anisotropes.

Dans la premiere partie de cette thése nous rappelons les résultats du modele standard du
big-bang en le reformulant éventuellement d’une maniére nouvelle dans le but de I’étendre. Le
premier chapitre rappelle les grandes lignes de la description de l'espace de fond en rappelant
les principaux résultats du big-bang chaud. Le second chapitre passe en revue la théorie des
perturbations linéaires dans un cadre simplifié. Nous étudions ainsi le cas idéal d'un mélange de
radiation et de matiere noire froide afin d’étudier les propriétés essentielles des perturbations
de la métrique. Nous étudions ensuite dans Papproximation fluide la dynamique du mélange
couplé de baryons et de radiation. Nous y présentons également le formalisme 1 + 3 qui peut
étre utilisé comme une formulation alternative pour étudier la dynamique des perturbations.
Dans le chapitre 3, nous exposons la physique du fond diffus cosmologique ainsi que la théorie
cinétique qui constitue une bien meilleure description que Papproximation fluide. Nous avons
essayé d’utiliser une formulation basée sur 'utilisation de tétrades afin de rendre plus trans-
parent la microphysique. Dans le chapitre 4 nous exposons le modele standard de I'inflation
en insistant principalement sur le mécanisme de génération des fluctuations primordiales.
Nous présentons comment cette dérivation peut étre transposée au formalisme 1 + 3. Ceci
a donné lieu a une publication en collaboration avec Jean-Philippe Uzan dans Physical Review D.

Dans la seconde partie nous étudions les perturbations jusqu’au second ordre. Dans le
chapitre 5, nous commencgons d’abord par étudier la dépendance de jauge inhérente aux
perturbations. Nous rappelons d’abord comment s’en affranchir en construisant des variables
invariantes de jauge pour les quantités tensorielles, puis nous présentons comment cette
méthode peut étre généralisée a la théorie cinétique. Ceci a fait I'objet d’une publication dans
Classical and Quantum Gravity. Nous exposons également comment les perturbations des
quantités tensorielles peuvent étre déterminées informatiquement, et nous exposons les grandes
lignes du programme utilisé tout au long de cette theése. Dans le chapitre 6 nous résumons
les équations du second ordre et nous donnons autant que possible les solutions analytiques.
Nous suivons pour cela la méme démarche qu’au premier ordre en considérant d’abord les cas
simplifié d’'un mélange de matiere noire et de radiation dans I'approximation fluide. Puis nous
étudions la dynamique des baryons couplés a la radiation et enfin présentons partiellement
les résultats obtenus pour la théorie cinétique. Dans le chapitre 7 nous étudions certains
aspects de la dynamique non-linéaire pendant linflation concernant la génération d’ondes
gravitationnelles. Ceci a fait I’objet d’une publication en collaboration avec Bob Osano, Peter
Dunsby, Jean-Philippe Uzan et Chris Clarkson dans Journal of Cosmology and Astroparticle
Physics. Nous rappelons également les prédictions génériques du modele d’inflation standard,
puis nous abordons les signatures observationnelles qui peuvent en étre déduites sans prendre
en compte les effets d’évolution.

Dans la troisieme partie nous étudions la théorie des perturbations dans les espaces aniso-



tropes, plus précisément pour des espaces de Bianchi I. Dans le chapitre 8 nous exposons la
construction formelle des perturbations invariantes de jauge ainsi que les équations dynamiques
qu’elles satisfont. Ceci a donné lieu & une publication en collaboration avec Thiago Pereira et
Jean-Philippe Uzan dans Journal of Cosmology and Astroparticle Physics. Dans le chapitre 9
nous appliquons cette théorie & un modele simple d’inflation afin d’en déterminer les signatures
observationnelles. Ceci permet également d’évaluer la robustesse du modele standard de 'in-
flation isotrope. Ces résultats ont également été publiés avec les mémes auteurs dans le méme
journal.
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Chapitre

Cadre Général

Sommaire
1.1 Hypothéses . . . . .. i i i i ittt it e e 3
1.2 L’univers homogene et isotrope . . . . . .. ... oo, 4
1.2.1 Métrique . . . .. Lo e 4
1.2.2  Loi de Hubble et décalage vers lerouge . . .. ... ... ........ 5
1.2.3  Tenseur énergie-impulsion . . . . . .. ... o oo oL 6
1.2.4 Les équations de Friedmann . . . . . .. ... ... ... ... ...... 7
1.2.5 Notion d’horizon et de causalité . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 7
1.3 Lebig-bangchaud . ... ... ... ... e 8
1.3.1 Dynamique de I'univers . . . . . ... ... ... . L. 8
1.3.2  Histoire thermique . . . . ... ... ... ... ... .. ... .. ..., 10
1.3.3  Problémes du big-bang chaud . . . . . ... ... ... ... .. . ... 11

1.1 Hypotheses

La cosmologie est le domaine de la physique consacré a 1’étude de l'univers (observable) &
grande échelle, c’est-a-dire de sa structure et de son contenu matériel. Sa structure est décrite par
une variété différentielle quadridimensionnelle qui modélise 1'espace-temps, et son contenu ma-
tériel est décrit par des champs vivant dans cette variété. La relation entre ces deux éléments de
la théorie est fournie par la relativité générale (RG). De plus, le principe de covariance implique
que l'interaction des champs matériels est donnée par la physique de la relativité restreinte.
Le fait que la relativité générale soit locale rend nécessaire une hypotheése supplémentaire (&
tester) sur la topologie de 'univers, au moins dans sa partie observable [Luminet et al. 03]. De
plus, la relativité générale n’a été validée expérimentalement qu’a des échelles bien inférieures
aux échelles cosmologiques, si bien que son utilisation aux échelles cosmologiques constitue une
extrapolation dont la validité doit étre testée. Cette théorie est plus communément remise en
cause lorsqu’elle rentre en conflit avec la physique des particules, c’est-a-dire aux grandes éner-
gies. Ceci ne manque pas d’arriver lorsqu’on s’intéresse plus précisément aux origines de I'univers.
La cosmologie se résume donc principalement a la résolution des équations d’Einstein pour notre

4 Cadre Général

univers en tant que systeme physique. Cependant, les observations nécessaires pour réaliser cette
tache souffrent de limitations qui la rendent impossible en pratique. D’une part, les observations
cosmologiques consistent le plus souvent en la mesure de rayonnement électromagnétique si bien
que l'on acceéde uniquement a une partie de notre cone de lumiere passé. Une maniere de s’af-
franchir de cette dégénerescence pourrait étre d’observer le rayonnement aprés un ou plusieurs
changements de direction, par diffusion sur les nuages de poussiére [Goodman 95]). Une autre
possibilité serait de tirer parti de notre évolution temporelle pour utiliser la superposition des
cones de lumieres aussi mince soit elle [Uzan ¢/ al. 07a]. La mise en oeuvre des deux tests reste
néanmoins improbable pour le moment. On introduit donc une hypothese supplémentaire appe-
lée principe cosmologique, qui consiste a supposer que l'univers est homogene et isotrope a grande
échelle, ce qui implique que tous les points de l'univers sont équivalents, et permet de lever la
dégénerescence. Idéalement il faudra revenir sur cette hypothese et la tester [Uzan et al. 07b].
Par ailleurs, d’un point de vue expérimental nous ne disposons que d’un seul univers, le notre, si
bien qu’il n’existe pas de reproductibilité de 'expérience '. Etant donné que bien souvent nous
compensons la finitude de notre intelligence face & un probléeme complexe en développant des
théories statistiques, la cosmologie également est un domaine dans lequel les prédictions sont
statistiques. Cependant la théorie de 'inflation, qui permet d’expliquer 1'origine des fluctuations
primordiales, est de nature intrinsequement statistique ce qui justifie plus fondamentalement le
traitement statistique de I’évolution de I'univers.

1.2 L’univers homogene et isotrope

1.2.1 Métrique

Dans toute cette theése nous utiliserons les unités pour lesquelles ¢ = A = 1. La métrique
la plus générale compatible avec le principe cosmologique est de la forme (dite de Friedmann-
Lemaitre)

G = —(dt),u(dt)y, + a® (1) (x) () (da?),, (L.1)

ott a(t) est le facteur d’échelle, 2 sont les coordonnées spatiales comobiles avec i = 1,2,3, ¢
est le temps cosmique et ~;; est la métrique des sections spatiales de temps constant qui doit
satisfaire les hypotheéses d’homogénéité et d’isotropie. Les notations (dt) W (dxi)u correspondent
aux formes associées aux coordonnées, les indices grecs allant de 0 & 4. On peut montrer [Wald 84]
que cette hypothese contraint le tenseur de Riemann et les tenseurs associés correspondant a la
métrique ;; a étre de la forme

O Rijy = Ky = G Ryj = 2K = R =6K, (1.2)

ol K est une constante caractérisant la courbure des sections spatiales de I'univers. Selon que K
est positif, nul, ou négatif, ces sections sont respectivement sphériques, euclidiennes, ou hyper-
boliques. Le temps ¢ est parfois aussi appelé temps physique car il correspond au temps propre
d’un observateur de quadrivecteur vitesse (dt),, c’est-a-dire d’un observateur comobile puisque

1. C’est également le cas de la paléontologie ou de la géologie et celles ci peuvent étre considérées comme une
cosmologie, au sens étymologique du terme, restreinte a la ligne d’univers de la Terre qui est une autre partie de
I’espace-temps accessible aux mesures. Néanmoins la recherche d’exoplanétes et ’exobiologie ouvrent ces domaines
a la reproductibilité de la mesure [I21lis 75, Bondi 61].
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les coordonnées spatiales ' d’un tel observateur sont constantes. Il peut souvent étre pratique
d’introduire le temps conforme 1 défini par 'équation différentielle

adn = dt. (1.3)
La métrique (1.1) se récrit alors
Juv = a2(77) [*(dn)u(dn)u + 'Yi]'(dﬁi)u(dxj)u] . (1.4)

On constate alors que dans le cas ol la métrique des sections spatiales est plate (K = 0), la
métrique spatiale en coordonnées cartésiennes s’écrit v;; = 6;; si bien que g, est conforme a
une métrique de Minkowski 2. Les géodésiques de type lumiere sont alors paramétrées par

dn = n;dz’, (1.5)

ou n' est un vecteur unitaire constant, et la structure causale est alors plus immédiate. Les ten-
seurs de Riemann et tenseurs d’Einstein associés & la métrique (1.4) sont donnés dans 'appendice
B.

1.2.2 Loi de Hubble et décalage vers le rouge

On peut lire sur la métrique (1.1) que les distances comobile x et physique r sur une section
spatiale de temps constant, déterminées respectivement par la métrique ~;; et la métrique h;; =
av;5, sont reliées par

r=a(t)x. (1.6)

Les sections spatiales étant paramétrées par le temps cosmique ¢ qui est aussi le temps propre
des observateurs comobiles, on en déduit la vitesse d’étirement des distances telles que mesurée
par ces observateurs

= Hr +a(t)x, (1.7)

oll un point signifie une dérivée par rapport a t et ot H = a/a est le parametre de Hubble.
Pour des points situés & une distance comobile constante (x = 0), on remarque une dilatation
des distances caractérisée par le parametre de Hubble. On peut montrer que cette dilatation des
longueurs s’applique également aux longueurs d’onde. En effet, dans ’approximation de 'optique

géométrique le vecteur tangent & la trajectoire d'un rayon lumineux, k* = %, satisfait
Krk,=0,  kFV,E =0. (1.8)
Un observateur comobile mesure une énergie donnée par E = 71}“1’% et une impulsion don-

née par p* = k* — Eua*, ou pHu, = 0. En utilisant les expressions données en appendice B
pour les symboles de Christoffel nécessaires pour exprimer la dérivée covariante, on déduit des
équations (1.8) que

(1.9)

2. Ceci est également valable dans le cas ou les sections spatiales ne sont pas plates.
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L’énergie du photon étant reliée & sa longueur d’onde par E = %., on en déduit que A ~ a. Ce dé-
calage de longueur d’onde est vers le rouge entre le moment d’émission et moment d’observation
car a est croissant, et il est paramétré par z défini selon

Ao alto)
1 =—= . 1.10
tEES T aw) (1.10)
On définit par ailleurs le nombre d’e-folds? entre des temps ¢, et ty par
1+2
Ny, 1, = Infa(ts)/a(ti)] =1n [1 n 22} . (1.11)

1.2.3 Tenseur énergie-impulsion

Dans une description continue telle que celle faite en relativité générale, le contenu matériel
est encodé dans un tenseur symétrique 7),,. En toute généralité, la signification physique de ce
tenseur peut étre mise en évidence en utilisant le quadrivecteur vitesse d'un observateur n,,
c’est-a-dire tel que n#n, = —1. En effet, en définissant a partir d'une métrique quelconque g,
le tenseur de projection hy, = g, + nuny, on obtient I'identité

Ty = (Taﬁn"‘nﬁ> nyny, + 2Ta/3n"‘hﬁ(un,,) + Ta/;h";th,ﬁu , (1.12)

ott on a noté X(,,) = %X/w + %X,,MA Les quantités
p= T(,ﬂnanﬁ7 G = Ta[gnahﬁu et Py, = aghoithﬁ,, (1.13)

sont respectivement la densité d’énergie, la densité d’impulsion et le tenseur des contraintes
mesurés par cet observateur. On peut décomposer encore cette derniere quantité en séparant la
pression définie par P = %P‘ZL, et le tenseur de pression anisotrope défini par II*” = P* — PhH.
Dans le cas d’un fluide parfait, le tenseur de pression anisotrope est nul puisqu’il n’y a pas de
viscosité. Par ailleurs, toujours dans le cas d’un fluide parfait, il n’y a pas de transfert de chaleur,
et si ¢* = 0, Pobservateur est dit comobile avec le fluide. L’observateur mesure alors la densité
d’énergie p = /—p,p” dans le référentiel ou le fluide est au repos et sa quadrivitesse coincide
avec celle de fluide, c’est-a-dire

nt=ut==—. (1.14)
Le tenseur énergie-impulsion dans le cas d’un fluide parfait s’écrit donc
T = pupy + P (upuy + guy) - (1.15)

Les symétries de 1’espace temps associées & la métrique (1.1) imposent que le contenu de 1'univers
a grande échelle doit nécessairement étre décrit par un tenseur énergie-impulsion de la forme

Th = A + B(dt),(dt), . (1.16)

On en déduit donc que pour un espace de Friedmann-Lemaitre, le contenu matériel est celui
d’un fluide parfait de densité d’énergie et de pression notées p et P. Les coordonnées comobiles
correspondent alors & des observateurs de quadrivitesse @, = (dt),, qui suivent le fluide.

3. Repliement de facteur e. Dans le systéme international, il s’agit plus précisément du Neper, tandis que le
décibel possede une définition semblable mais en base 10.
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1.2.4 Les équations de Friedmann

On définit le tenseur d’Einstein & partir du tenseur de Ricci par G, = Ry, — %Rg,w.
L’équation d’Einstein qui lit le contenu matériel de l’espace-temps avec sa géométrie s’écrit
G+ Mgy = KT, avec k = 87G. Dans le cas d’un fluide parfait et pour la métrique (1.1), elle
implique les deux équations suivantes, dites de Friedmann

9 k. K A
P S 1
H 3P a2+3' (1.17)
a K _ A
2 = _ZX(p+3P)+=. 1.1
= RpesPtyg (118)

A est la constante cosmologique, et sa valeur mesurée a été extrémement variable au cours du
XX®me giecle. Elle a en effet été introduite par Einstein pour permettre une solution statique
de I'équation (1.17), c’est-a-dire telle que H = 0. Puis I'expansion cosmique ayant été mise en
évidence expérimentalement elle a été abandonnée avant de refaire surface pour expliquer la
dynamique récente de l'univers. Nous n’aborderons pas ce point dans ce manuscrit. L’équation
de conservation V,T* = 0 n’est pas indépendante des deux équations précédentes dont elle
peut étre déduite, et s’écrit

p+3H(p+ P)=0. (1.19)

L’ensemble de ces trois équations peut étre réerit en temps conforme sous la forme

A 2
" = gﬁaz—K+Ta, (1.20)
2 2
H = 7%(ﬁ+315)+%, (1.21)
P+ 3H(p+P)=0, (1.22)

avec H = aH = %, et ol / signifie une dérivée par rapport au temps conforme. De ces trois
équations seulement deux sont indépendantes puisque la troisieme peut étre déduite des deux
premieres. Cependant nous avons trois fonctions a déterminer, 5 P et a. Il faut donc ajouter une
équation supplémentaire en utilisant une équation d’état qui relie P & p.

1.2.5 Notion d’horizon et de causalité

L’équation des géodésiques en temps conforme (1.5) permet de comprendre simplement la
structure causale de l'univers. A un temps conforme n donné, un observateur comobile n’a pu
voir les particules situées au dela d’une sphere de rayon conforme

Ul t(n)
r(n) = / dn = / i (1.23)
Jni 0

Jo+ a(t)

Si a(t) ~ t"™ proche de la singularité, avec n < 1, on en déduit que 7; possede une valeur
finie. Dans ce cas, r(n) a également une valeur finie qu’on appelle alors rayon de 1’horizon des
particules. On définit également les rayons de Hubble physique et comobile par

(1.24)

1 1
dn—ﬁ d?-t*ﬁA
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On distinguera donc les échelles super-Hubble des échelles sub-Hubble selon qu’elles corres-
pondent & des longueurs (physiques ou comobiles) plus grandes ou plus petites que le rayon de
Hubble (physique ou comobile). Une discussion plus détaillée sur les différents types d’horizon
et leurs signification physique peut étre trouvée dans la référence [Rindler 02].

1.3 Le big-bang chaud

1.3.1 Dynamique de 'univers

Si l'on se donne une équation d’état pour le fluide P = w(p)p, on peut récrire 'équation de
conservation (1.19) sous la forme

dlnp=-3(1+w)dlna. (1.25)

La solution générale est donc

P~ exp <73/(1 + w)dlna) . (1.26)

Si le fluide total est un mélange de plusieurs fluides, w va dépendre de p et donc du temps. Si
en revanche il n’y a qu'un seul fluide ou si un fluide est dominant, w peut éventuellement étre
constant et dépend des caractéristiques du fluide. Dans ce cas la densité d’énergie dépend du
facteur d’échelle selon

p~ a-304w), (1.27)

Pour de la matiere essentiellement non relativiste et froide, c¢’est-a-dire dont 1’énergie est dominée
par I'énergie de masse, w = 0. Pour un fluide de radiation, w = 1/3. Ces valeurs seront justifiées
a partir de la théorie statistique et de la limite fluide qui peut en étre tirée dans la section 3.3.1.
Quant & la constante cosmologique, elle peut étre interprétée comme un fluide d’équation d’état

w = —1. La densité d’énergie de ces trois types de fluides évolue selon
a? siw=0
pla)x< a™* siw=1/3 (1.28)

Cste siw=—1et H= Cste.

On remarque que la densité d’énergie de la radiation se dilue plus vite que la matiere froide.
En effet le nombre de photons par unité de volume physique évolue comme le nombre de parti-
cules de matiere par unité de volume physique, mais les photons perdent de I’énergie au cours de
l’expansion d’apres la loi (1.9) si bien que la densité d’énergie de la radiation diminue plus vite
que celle de la matiere froide. Quelle que soit la nature de la matiére dominant aujourd’hui le
contenu énergétique (matiére ou constante cosmologique) on en déduit qu'il était inévitablement
dominé par la radiation dans le passé. Le moment ou le contenu en énergie est divisé équitable-
ment entre matiere et radiation est appelé équivalence et correspond a un décalage vers le rouge
Zeq donné par

14 Zog = pﬁ—’” . (1.29)
T 10
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De plus, puisque la présence d’une constante cosmologique est favorisée par les observations,
I'univers tend a étre dominé par celle ci. Le moment ou le facteur d’échelle commence a accélérer
(a > 0) correspond & un décalage vers le rouge z5 donné par

95,3\ 1/3
1+2p= (&)
Pm

Les équations de Friedmann (1.17) permettent également dans le cas plat de déduire la loi de
puissance du facteur d’échelle en fonction du temps lorsque I'univers est dominé par un de ces
trois types de fluides

(1.30)

0

23 siw=0

a(t) < { 12 siw=1/3 (1.31)
eflt siw=—1et H= Cste,
ou
n? siw=0

a(n)oc{ n stw=1/3
I%] siw=—1et H= Cste.
Plus généralement, dans le cas plat sans constante cosmologique, on peut utiliser les équations
de Friedmann (1.20) et (1.21) pour en déduire que

2M' 4+ H2(1 + 3w) = 0, (1.32)

dont la solution dans le cas ot w est constant est de la forme

2
143w’

axn’, avec v= (1.33)
Pour obtenir une solution plus précise qui prend en compte toutes les formes d’énergie, il est
commode d’introduire la densité critique peit = 3H 2 /K ainsi que Q¢ = pe/Perit pour chaque type
de matiére indexé par e. On introduit également Qp = A/(3H?), et Q = —K/(aH)? de telle
sorte que la premiere équation de Friedmann se récrive sous la forme d’une contrainte

D0+ U= QO+ Ok =1 (1.34)

Si le parametre d’état w, des différents types de matiere est constant, cette équation peut étre
récrite en fonction des valeurs mesurées aujourd’hui, que ’on indexe habituellement par 0

\2 o\ 3w 0\ 2
(E) = Z:Qeg (;0) + QKO <%> + QAO- (135)

La mesure actuelle des parametres permet donc de déterminer 1'histoire de 'univers, en intégrant
cette équation différentielle. Les derniéres valeurs combinant toutes les dernieres mesures peuvent
étre trouvées dans [Spergel ¢t al. 07]. Dans ce modele appelé concordant, le parametre de Hubble
aujourd’hui est de ordre de Hy ~ 73Mpc~! kms~!, le contenu en matiere est donné par Q0 ~
0.26. Seulement une partie de la matiere est baryonique et sa proportion est donnée par Qg ~
0.041, le reste est sous forme de matiere noire froide, c’est-a-dire de matiere n’interagissant pas
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avec la radiation *. La radiation est largement sous-dominante puisque Q.9 ~ 8.23 x 107>, si bien
que l’essentiel du contenu matériel est sous forme d’une constante cosmologique car Q59 =~ 0.72.
Enfin les sections spatiales sont essentiellement plates puisque [Q2x¢| < 0.02. On obtient avec ces
valeurs zeq ~ 3600 et zp ~ 0.77 .

1.3.2 Histoire thermique

Dans la description précédente de I'univers, nous avons supposé que le contenu matériel de
I'univers pouvait étre décrit par un ensemble de fluides de parametres d’état connus et constants.
Nous avons également supposé que ces différents constituants n’interagissaient pas si bien que
I’équation de conservation (1.19) est satisfaite pour chaque espéce. Une théorie plus satisfaisante
doit faire intervenir une description statistique de la matiere et prendre en compte les réactions
possibles entre les différentes espeéces que nous connaissons dans le cadre de la physique des
particules. La description fluide doit alors émerger comme une limite de la description statis-
tique. La distribution des particules d’une espece est caractérisée par sa fonction de distribution
fe(p,t,x), encodant la probabilité quune particule soit en x avec une impulsion p & un temps
t. Plus précisément, pour un observateur de quadrivecteur vitesse u,, a un instant ¢ le nombre
de particules de cette espece AN, dans un élément de volume dV autour de x appartenant a
I’hypersurface de type espace orthogonale a u,, et de volume d3p autour de p est donné par

AN, = fu(p,t,x)dVd’p. (1.36)

Plus de détails peuvent étre trouvés dans les références [Stewart 71, Bernstein 88]. Pour l'espace-
temps associé a la métrique (1.1), Phomogénéité implique que les fonctions de distribution ne
dépendent pas de la position x. De plus isotropie implique qu’elles ne dépendent que de la
norme et pas de la direction de 'impulsion p. On utilisera donc pour cet espace des fonctions
de distribution de la forme f.(p,t), ou éventuellement f.(E,t) puisque pour une espece donnée
les particules sont de méme masse m. et il y a une relation univoque entre 1’énergie et la norme
de I'impulsion £? — p? = m2. Les quantités thermodynamiques, notamment celles intervenant
dans le tenseur énergie-impulsion de fond peuvent étre calculées a partir de cette fonction

ne(t) = / fe(p, )Amp*dp, (1.37)
p.t) = [LG.0E@mG, (138)
P(t) = / ﬂ(ﬁ:ﬂ%‘lﬂﬁdﬁ- (1.39)

Nous justifierons ces expressions dans la section 3.3.1. Si le taux d’interaction des particules est
plus élevé que le taux d’expansion de Hubble H, ces particules sont maintenues a 1’équilibre
thermodynamique entre elles et suivent une statistique de Fermi-Dirac pour les fermions ou une
statistique de Bose-Einstein pour les bosons, et une température pour chaque espece peut étre
définie. Le gaz de photons suit un spectre de corps noir (une statistique de Bose-Einstein avec
un potentiel chimique nul) et sa température est aussi appelée température de I'univers. On peut
montrer que )

() = 0u(T) (’;—0) 7, (1.40)

4. Sa nature exacte est encore inconnue.
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oit g,(T) dépend du nombre effectifs d’especes relativistes (c’est-a-dire telles que T > m). Son
expressions est donnée d’apres les hélicités g; des particules relativistes selon

7
= e i 1.41

. i:}%}ns ” 8 i:ferzmions ” ( )
Mis & part les sauts de température dus aux variations de g, lorsque la température passe en
dessous de la masse d’une espece, on déduit en comparant a I’équation (1.28) que la température
de T'univers décroit comme T ~ 1/a. Chaque interaction posséde une température en dessous
de laquelle elle est gelée. L’histoire thermique de 'univers est donc un ensemble de interactions
entre especes qui s’éteignent tour & tour lorsque la température diminue avec 'expansion. Avant
d’étre majoritairement sous forme d’hydrogene, les protons et électrons étaient donc sous forme
de plasma d’ions, interagissant par diffusion Compton. En effet si les photons ont une énergie au
dessous de I'énergie d’ionisation de I’hydrogene ils ne peuvent plus empécher les états liés entre
protons et électrons. Il existe donc un intervalle de temps pendant lequel les baryons sont devenus
transparents aux photons en se recombinant sous forme d’hydrogeéne. Cet intervalle de temps
délimite un volume d’espace-temps appelé surface de derniere diffusion °. La température du gaz
de radiation a ensuite continué a décroitre et est aujourd’hui mesurée et appelée rayonnement de
fond diffus (CMB). Les photons de ce fond diffus ont été émis autour d’un décalage vers le rouge
de l'ordre de zr,gg ~ 1085 et correspondent toujours & une distribution de corps noir puisque le
décalage vers le rouge n’est pas dépendant de la longueur d’onde. La température correspondante
de ce corps noir est de Ty = 2.725 K. Beaucoup plus t6t, la température est suffisamment élevée
pour permettre des réactions nucléaires. Il s’agit donc d’une époque, appelée nucléosynthese
primordiale, ol les premiers noyaux plus lourds que I’hydrogene se forment. Elle a lieu & environ
z =~ 100.

1.3.3 Problémes du big-bang chaud

— La platitude de I'univers :
Les données expérimentales indiquent que l'univers est extrémement plat aujourd’hui,
avec |Qx| < 0.02. On remarque que pour de la matiére avec un parametre d’état
we > —1/3, le rapport Q2 /€ est croissant avec a. Plus précisément, le rapport Q /€,
est au moins croissant comme a dans 1’ere dominée par la matiere et comme a® dans
I'ere dominée par la radiation. L'univers aurait donc été au moins 100 fois plus plat
au moment de la nucléosyntheése primordiale, et encore plus plat avant. Ces conditions
initiales n’apparaissent pas naturelles, car elles requicrent un ajustement fin® des ces
conditions initiales qui parait peu satisfaisant.

— Isotropie et homogénéité :
Sur la surface de derniere diffusion, seules des zones de l'espace d’une taille comparable a
r(nLss) ont pu avoir le temps de thermaliser. On peut calculer & partir de 1’équation (2.53)
que le nombre de ces zones thermalisées dans le CMB observé aujourd’hui est de l'ordre

- o —nuss ) ap \*?
(7> ~ (—) ~ (14 2188)%2 > 1. (1.42)
LSS aLss

5. Last scaterring surface en anglais. Nous la mentionnerons donc par LSS.
6. fine tuning en anglais.
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Ceci contraste avec la trés grande isotropie observée du CMB qui laisse penser que 7(nLss)
doit étre plus grand.
— Formation des structures :
L’espace-temps évoqué jusqu’a présent est strictement homogene et ne rend donc pas
compte des inhomogénéités de densité. L’étude des perturbations autour de cet espace-
temps de fond renseigne sur la formation des structures dont toutes les structures astro-
physiques sont issues. L’étude détaillée dans le chapitre 2 montre que les perturbations
de densité ne peuvent croitre sensiblement pendant 1’ére dominée par la radiation tandis
qu’elles croissent comme le facteur d’échelle pendant 1’ére dominée par la matiere. L'uni-
vers étant fortement non linéaire aujourd’hui, (dp/p)y ~ 1 et donc (9p/p)eq ~ 1074, ce
qui est compatible avec 'ordre de grandeur des fluctuations du CMB (107°). Les fluc-
tuations thermiques ne permettent pas d’expliquer la formation de telles inhomogénéités
pendant ’ére dominée par la radiation. De plus nous verrons au chapitre suivant que les
perturbations ayant une longueur d’onde \ super-Hubble sont gelées. Or pour un univers
dominé par la radiation comme c’est le cas avant équivalence, A ~ a ~ /2 tandis que
dp ~ t si bien que toutes les échelles de perturbations ont été & un moment super-Hubble
et donc gelées. Il faut donc postuler I'existence du spectre des perturbations initiales sans
pouvoir I'expliquer. Le spectre le plus compatible avec les observations est un spectre in-
variant d’échelle (dénommé spectre de Harrison-Zel’dovich [Harrison 70, Zeldovich 72]), et
son origine reste donc inexpliquée dans le cadre du big-bang chaud.
Nous verrons au chapitre 4 que le mécanisme de 'inflation permet de répondre & ces limi-
tations, avec une grande pertinence expérimentale. La combinaison de I'inflation et du big-bang
chaud sera dénommée modéle cosmologique standard”.

7. La notion de modele standard est aussi variable que la notion de nouveauté. Jusqu’a peu la théorie de
I'inflation était considérée comme une extension du modeéle standard qui coincidait alors avec le big-bang chaud,
mais les observations détaillées du CMB lui donnent un support expérimental favorable et permettent de plus de
compléter le modele du big-bang chaud en explication I'origine des structures. Elle tend donc a y étre incorporée.
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Chapitre

Théorie des perturbations linéaires
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Observationnellement, 1'univers n’est qu’approximativement homogene et en dessous de la
taille des amas de galaxies il est méme fortement inhomogene. Etant donnée la complexité
de la relativité générale et plus particulierement son caracteére intrinsequement non-linéaire, il
va falloir adopter une résolution approchée afin de comprendre de la formation de ces struc-
tures. Nous allons donc adopter une résolution perturbative autour d’un espace de Friedmann-
Lemaitre. Cette perturbation d’un espace-temps va donner lieu au probléme de jauge, et nous
exposerons en détail ses conséquences dans la partie IT. Dans toute cette partie nous nous affran-
chirons de ce probleéme en travaillant dans une jauge donnée, c’est a dire en utilisant certaines
conditions sur les perturbations. Nous présentons dans les sections 2.1 et 2.2 les équations des
perturbations et leurs solutions en nous concentrant principalement sur les perturbations de la

métrique. Nous nous inspirons principalement de [Kodama & Sasaki 84] et plus particulierement
de [Peter & Uzan 05]. Dans la section 2.3 nous exposons briévement une approche perturbative
alternative essentiellement basée sur le formalisme ADM [Arnowitt ef al. 62], dit formalisme

1 4 3. Dans le chapitre 3 nous exposons ensuite la physique des perturbations du CMB.
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2.1 Quantités perturbées

2.1.1 Décomposition SVT

Sur une variété tridimensionnelle munie d’une métrique ~y;; a laquelle on associe une dérivée
covariante D;, tout champ vectoriel X; peut étre décomposé en un mode dit scalaire S et un
mode vectoriel V; selon

X;=D;S+V; avec D'V, =0. (2.1)

X; comporte trois degrés de liberté. Le mode scalaire en comporte un, tandis que le mode
vectoriel en comporte deux du fait de la condition de transversalité qui lui est imposée. De méme,
tout tenseur symétrique du second ordre X;; peut se décomposer en deux modes scalaires 51, Sa,
un mode vectoriel V; et un mode tensoriel T;; selon

Xij = DiD;S1 + Sovij + DVjy + Tij avec D'V; =0, D'Ty; = T, = 0. (2:2)

X;j comporte six degrés de liberté. Les deux modes scalaires en comportent deux, le mode
vectoriel en comporte deux du fait de la condition de transversalité, et le mode tensoriel contient
les deux restants puisque quatre conditions lui sont imposées. On peut choisir de redistribuer les
deux degrés de liberté scalaires en les séparant entre la trace 3X = 3X ﬁ = AS; +385; et Sy, avec
A = D;D'. Cette décomposition est dénommée scalaire-vecteur-tenseur (SVT). Les composantes
scalaires et vectorielles d’un tenseur du premier ordre peuvent étre extraites selon

S = AT'DIX; =PLX;, (2.3)
vio= (6 - DIaTD) X =PE X
Quant aux composantes SVT d’un tenseur du second ordre, elles peuvent étre extraites selon
1

X = nglez ) (2:4)
Xij = Xij—Xvij =Pl Xu,

S = SIAA 43K DDIX, = QUK

Vi = 2(A+2K)APLPEX;

T = PiPY X = PhuXi. (2.5)

1l faut remarquer que cette décomposition n’est pas locale puisqu’elle fait intervenir I'inverse du
laplacien dont la signification rigoureuse fait intervenir une fonction de Green intégrée sur tout
Pespace. En définissant la fonction de Green comme étant la solution de

AxG(x,x') = 6} (x = X), (2.6)
la signification de A = A™!B est plus précisément

Ax) = / G(x,x')B(x')dx/, (2.7)

ot I'intégrale porte sur tout la variété tridimensionnelle. On a noté le symbole de Dirac ép afin
de le différencier des perturbations. Cette décomposition n’est en principe pas unique puisque
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Pon peut rajouter a la fonction de Green toute fonction harmonique, c’est & dire satisfaisant
I’équation de Laplace Af = 0. Dans le cas ou la variété est sans bord, c’est-a-dire pour un
univers fermé, et le cas ou la variété est non compacte avec des fonctions qui décroissent suffi-
samment asymptotiquement, les seules solutions de I’équation de Laplace sont des constantes,
si bien que A(x) est défini & une constante prés [Stewart 90]. Pour dériver ces expressions, nous
avons utilisé les relations de commutation données en appendice A. Il est crucial d’utiliser ces
formules afin d’extraire les quantités intervenant dans la décomposition (2.2). En effet on peut
constater assez fréquemment dans la littérature une mauvaise extraction méme dans le cas sans
courbure, par exemple dans les équation (78) et (79) de [IFinelli et al. 06], Péquation (3.12) de
[Malik & Wands 04], I'équation (3.9) de [Malik 05]. Enfin, afin de simplifier 'utilisation implicite
de fonctions de Green, on introduit un ensemble complet de modes propres du laplacien sous
réserve de montrer son existence [Stein & Weiss 71, Berger et al. 71, Lehoucq et al. 03]. 11 ’agit
d’un ensemble de fonction Qi (x) satisfaisant I’équation de Helmholtz

AQx = — (W — K) Q. (28)

et qui doivent satisfaire la relation de fermeture

D QX)Qi(x) = ) (x — X). (2.9)
k
On peut ensuite décomposer toute fonction f(x) selon

) = FR)Qx(x), (2.10)
k

et travailler sur les coefficients f(k) pour lesquels le laplacien correspond & une multiplication par
—k? + K. Dans le cas d’un univers plat cette base est celles des exponentielles W exp(ik.x)
et la somme sur k est continue ( f dk). La décomposition correspond alors & la transformée de
Fourier que nous utiliserons au cours de cette these. Il s’agit donc de la convention qui équilibre

les facteurs 27 entre la transformée de Fourier et son inverse.

2.1.2 Perturbations de la métrique et du tenseur énergie-impulsion

La métrique (1.1), une fois perturbée, peut étre paramétrée selon

g = a2(n) {—(1 + 20)(dn) (dm), + 2B,(da’)(dn)y) + [(1 — 20); + 235] (da)u(da), } |

(2.11)
ou on rappelle que D; est la dérivée covariante associée a la métrique des sections spatiales,
c’est-a-dire telle que D;y; = 0. Cette décomposition, qui n’est pas la plus générale possible,
correspond & un choix de jauge, celui de la jauge Newtonienne. Nous expliquerons plus en
détail le probleme de la liberté de jauge dans la partie IT au chapitre 5. Cette décomposition
fait apparaitre des degrés de liberté scalaires, ® et ¥, des degrés de liberté vectoriels B;, et des
degrés de liberté tensoriels E;;. On constate donc qu’il y a deux degrés de libertés scalaires,
deux degrés de liberté vectoriels et deux degrés de liberté tensoriels. Sur les 10 degrés de liberté
possibles de la perturbation de la métrique, 4 sont absorbés par le fait de fixer la jauge comme
nous le verrons dans la section 5.2, et il nous reste donc bien 6 degrés de liberté. On rappelle
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que les indices latins 4, j, k... sont montés et descendus avec la métrique spatiale conforme de
fond 7;;. Cela signifie que les variables de perturbation vivent dans I’espace tangent des sections
spatiales de fond.

Quant a la matiere, elle est décrite dans 1’espace perturbé par la perturbation de sa densité
d’énergie, de sa pression et de sa quadrivitesse selon
_ _ = _ ok
p=p+dp=p(l+9), P=P+P, ut =at 4+ —. (2.12)
a
Les quatre composantes de la variable de perturbation de vitesse v ne sont pas indépendantes
car les vecteurs de quadrivitesse sont soumis a la normalisation u,u* = @,u" = —1. Il n'y a
donc que trois degrés de liberté que 1'on choisit de décrire par les composantes spatiales v, v°
étant déterminé par la condition de normalisation. On décompose ces trois degrés de liberté en
deux degrés de liberté vectoriel 4 et un degré de liberté scalaire v selon

vl =o' + Dlv, avec D' =0. (2.13)

Les perturbations de densité d’énergie et de pression ne sont pas indépendantes et sont reliées
dans le cas d’un fluide barotropique, puisque P est alors une fonction de p. On définit la vitesse
du son adiabatique ¢ selon

dpP

— =c.

dp
L’équation de conservation (1.22) nous permet d’obtenir la relation suivante entre le parametre
d’état w et la vitesse du son cg

(2.14)

w' = =3H(1 +w)( — w). (2.15)

En toute généralité le tenseur énergie impulsion compatible avec I'espace perturbé admet
aussi un tenseur de pression anisotrope. On utilisera donc la décomposition

Ty = TW + 0T} = pupuy + P (g + upuy) + (L2]57ru,, R (2.16)

dans le cas d’un fluide non parfait.
Toutes les quantités perturbées sont ensuite décomposées en ordre de perturbations se-
lon [Bruni et al. 97, Nakamura 07]

(n)
w=3" W (2.17)

n!

La somme commence a n = 0 pour les quantités qui sont non nulles sur 'espace de fond, comme
par exemple p ou P, et nous utilisons alors la convention §®p = p. La somme commence 3
n = 1 pour les quantités nulles sur 'espace de fond, comme les perturbations de la métrique
intervenant dans la décomposition (2.11). Nous utilisons également la notation W™ = §» W
pour la perturbation d’ordre n. Dans toute cette partie, nous nous restreignons aux perturbations
lindaires c’est-a-dire que nous ne considérons que SW et nous utiliserons méme 'abus de
notation §W & la place de SV W. Quant aux quantités qui sont nulles sur 'espace de fond, nous
utiliserons la notation W & la place de W), Dans la partie I nous détaillerons la théorie des
perturbations jusqu’au second ordre et restaurerons des notations sans ambiguité.
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Les perturbations du tenseur d’Einstein et du tenseur énergie-impulsion correspondant a la
métrique (2.11) sont rapportées dans l’appendice B.

Nous allons maintenant effectuer une décomposition SVT des équations d’Einstein ainsi que
des équations de conservation des fluides. Cependant, cette décomposition n’a été définie que
pour des tenseurs vivant dans l'espace tangent aux sections spatiales de fond, puisque nous
I’avons définie pour des variétés tridimensionnelles. Nous pouvons néanmoins décomposer un
champ vectoriel X, vivant dans ’espace-temps de fond selon

X, =~y [0 X)) + b,/ X, (2.18)

ou EW = Guv + Uy, est le projecteur sur les surfaces orthogonales & @,. @”X, est un champ
scalaire et peut donc étre considéré comme un champ scalaire sur les sections spatiales de fond.
ﬁlj’ X, est un champ vectoriel qui peut étre considéré comme un champ vectoriel vivant dans
I'espace tangent des sections spatiales de fond puisqu’il est orthogonal & #,. On s’intéressera
donc plus précisément & h,” X,. De méme, on peut décomposer un champ tensoriel symétrique
X, selon

X, = 01y [aaaﬂxaﬂ] — 2,1, 5 Xop + HR5 Xap. (2.19)
Par les mémes arguments, ﬂaﬂ,ﬁXaﬁ, Biﬂ,"Xme et E%B@Xa@ sont respectivement un champ
scalaire, un champ vectoriel et un champ tensoriel de ’espace tangent associé au section spatiales
de fond, pour lesquels nous pouvons effectuer une décomposition SVT. Par la suite lorsque nous
noterons Xoo, Xo; ou Xj;, nous ferons référence a ces quantités.

Nous présentons ci dessous la décomposition SVT des équations d’Einstein sans constante
cosmologique G, = KT}, Si les différents fluides n’ont pas d’interaction entre eux, les tenseurs
énergie impulsion de chaque fluide sont conservés indépendamment, c’est-a-dire qu’ils satisfont
VT4, = 0. Nous présentons également la décomposition SVT de ces équations d’évolution.
Dans le cas général, seul le tenseur énergie-impulsion total est conservé et chaque fluide est
soumis a une résultante des forces Q% si bien que I’équation de conservation pour chaque fluide
se récrit

VT =Qh Y Qu=0. (2:20)
a

2.1.3 Equations d’évolution des perturbations linéaires

Nous considérons le cas ot 'univers est un mélange de plusieurs fluides parfaits et barotropes
(mu = 0, P = P(p)) sans interactions entre eux. Nous utiliserons ensuite ces équations dans le
cas ol 'univers n’est rempli que de radiation puis que de matiére et enfin dans le cas ou il s’agit
d’'un mélange de radiation et de matiére froide noire.

Modes scalaires

Les équations d’Einstein scalaires sont données par

I’équation de Poisson donnée par (6Gop — k6Tno) = 0,

la trace de (0G4 — k0Tj;) = 0,
— le mode scalaire de la partie sans trace de (6G;; — k6Tj;) = 0,
— le mode scalaire de (§Go; — k6Tp;) = 0,
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pour obtenir respectivement les équations
1
(A +3K)U — 3HY — 312D — 5 > ka*pede = 0 (221)
. 1 1 . .
T+ H2D + gA(<1> —U) + HY + 2HY — KU + 2H'® — 5&(12 D> pede = 0 (2.22)
€

v -

1
U+ HD + 5 > kape(1+we)ve =
e

Il
=}

(2.23)

(=)

. (2.24)

Nous obtenons deux équations scalaires d’évolution du fluide en considérant V, 7% = 0 ainsi que
le mode scalaire de V, T, = 0. Il s’agit respectivement de ’équation de conservation ainsi que
de I'équation d’Euler de chaque fluide. Dans le cas ou w, est constant, et donc quand w, = cfﬁe,
ces équations sont

8+ (14 we) (Ave —3¥) = 0, (2.25)
2
c
’ 1-332, ) 5. = 0. 2.2
Ve + H(1 — 3¢5 . )ve + @ + T 0 (2.26)

Dans le cas ou w n’est pas constant c’est-a-dire pour w # 2, les équations de conservation sont
données en appendice D.1 tandis que les équations d’Einstein sont données en appendice D.2.
Si de plus les perturbations ne sont pas barotropiques, c’est-a-dire si la pression ne dépend
pas uniquement de p, alors il faut considérer une composante non-adiabatique dans les équation
précédentes. Ceci peut étre le cas soit si les perturbations du fluide considéré sont intrinsequement
non-adiabatiques, soit s’il s’agit d’'un mélange de fluides barotropes pour lequel en général le
fluide résultant n’est pas barotrope !. Dans ce dernier cas on contourne le probléme en considérant
les différentes composantes fluides comme il a été fait dans les équations (2.21-2.24). Nous ne
considérerons dans ce manuscrit que le cas des perturbations adiabatiques.

Modes vectoriels

Les équations d’Einstein vectorielles sont données par
— le mode vectoriel de (6G;; — kdTj;) =0,
— le mode vectoriel de (6Go; — k6Tp;) = 0,

et sont respectivement

—(A+2K) B’ +2ka*» (14 w,) (8, + B') = 0, (2.27)

Bl +2HB; = 0. (2.28)

Nous obtenons également gréce & la partie vectorielle de V, T, = 0 I'équation d’Euler vectorielle
de chaque fluide
(08 + B + H(1 - 3¢2) (8}, + B') = 0. (2.29)

1. Aux échelles super-Hubble, les perturbations du fluide total restent adiabatiques si elles le sont initialement
comme nous le verrons dans la section 2.2.



Dynamique au premier ordre 19

Modes tensoriels

Les équations d’Einstein tensorielles sont données par le mode tensoriel de (0G;; — k0T;;) = 0

Bl + 2HE]; + (2K — A)E;; = 0. (2.30)

2.2 Dynamique au premier ordre

Nous allons résoudre ces équations en espace de Fourier dans le cas plat, c’est-a-dire que
nous allons utiliser A — —k? et les conditions de transversalité D'B; = DiEi]- = 0 s’écrivent
kK'B; = kiEij = 0. Ce choix est justifié par la phase d’inflation primordiale et aussi par les
contraintes observationnelles données dans la section 1.3 . Afin d’obtenir des solutions exactes,
nous nous placerons dans les trois cas simples suivants. Tout d’abord nous étudierons le cas d’un
univers dominé par le rayonnement, puis le cas d'un univers dominé par la matiere, et enfin
un cas plus général prenant en compte un mélange de matiere noire et de rayonnement. Nous
utiliserons les équations de la section 2.1.3 afin d’étudier ce dernier cas. Puisque celles-ci ont
été dérivées en supposant que les différents fluides n’ont pas d’interaction, cela signifie que ’on
consideére un fluide de matiére noire mélangé a un fluide de radiation. Puisque ’essentiel de la
matiere est sous forme de matiére noire, la matiére baryonique interagissant avec la radiation
étant minoritaire, cette approximation constitue une bonne description lorsque 'on s’intéresse a
la dynamique des variables de perturbation de la métrique. Enfin, nous étudierons la dynamique
des baryons dans I’approximation fluide.

En ce qui concerne les modes vectoriels, la solution de I’équation d’Euler vectorielle (2.29)
est de la forme

¥ + B oc =173, (2.31)

tandis que la solution de I'’équation d’évolution (2.28) est
B; a2 (2.32)

Les perturbations de métrique vectorielles décroissent avec 1'évolution du facteur d’échelle et ne
vont donc pas intervenir dans la formation des structures. De plus, dans le cas ou la vitesse n’a
pas de composante vectorielle, ¢’est-a-dire si v; = 0, alors 'équation de contrainte (2.27) implique
que B; = 0. Nous négligerons donc dans la suite les perturbations vectorielles au premier ordre.

2.2.1 Ere de radiation

Dans le cas plat, I'équation d’évolution (2.30) au premier ordre en perturbations est une
équation différentielle linéaire d’ordre deux. L’ensemble des solutions est donc un espace vectoriel
de dimension deux. La solution divergente quand kn < 1 n’est pas physique, ou plutot correspond
au mode le plus décroissant qui devient négligeable quand k7 croit. Nous ne retiendrons que la
solution non divergente quand kn < 1. Pendant ’ére de radiation, cette solution est

sin(kn)
T Eij» (2.33)

Ei]' X jo(kT])&‘ij =

ol €;; est un tenseur transverse sans trace constant normé, c’est a dire tel que k'e;; = &', =
0, &je” = 1. Les fonctions j, sont les fonctions de Bessel sphériques, reliées aux fonctions de
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) = [y o) (234)

En ce qui concerne les modes scalaires du premier ordre dans le cas plat, on peut récrire
l’équation (2.22) en utilisant le fait que I'équation (2.23), dérivée pour un mélange de fluides
parfaits, implique pour les variables de perturbation du premier ordre? ® = ¥. On obtient alors
dans le cas d’un univers plat dominé par la radiation

Bessel du premier ordre J;, par

2
" 4 3HO + (H? +2H) & — %p,@, =0 (2.35)
En combinant cette équation avec ’équation (2.21) afin d’éliminer ¢,, et en utilisant 'équa-

tion (1.32) nous obtenons
1
O + AHD — gA<I> =0, (2.36)

dont la solution la moins décroissante est (en espace de Fourier)

=& = A(k)3V3(kn) " (kn/V3) = A(k)% [Sin (kn/v3) - %cos (kn/\/ﬁ)} . (2.37)

Les coefficients numériques ont été choisis de telle sorte pour que ® — A(k) dans la limite
kn — 0. Nous pouvons ensuite obtenir v et § & partir de équation (2.24) et ’équation (2.21).
Nous obtenons respectivement

Ak k k
v= —%377)23\/5 |:2\/§k‘77 cos (7%) + (k*n* — 6) sin <%>} (2.38)
et
= ég;;)g [12\/3(3 — k%) sin (kn/\@) + 6kn(k*n? — 6) cos (kn/\/gﬂ . (2.39)
Pour des modes super-Hubble (kn < 1)
&=V~ A(k), kv~ —%k)kn, 0~ —2A(k), (2.40)

les perturbations de métrique et de densité d’énergie sont donc gelées. En revanche pour des
modes sub-Hubble
9 3V3A(k
D=V~ A(k)W cos (kr)/\/g) , kv —% sin (kn/\/g) . (2.41)
n
On constate donc que les perturbations de métriques sont amorties lorsqu’elles rentrent sous
le rayon de Hubble et que les perturbations de densité d’énergie ne sont pas croissantes. Nous
verrons que ceci n’est plus le cas si le contenu matériel est dominé par la matiere. L’intensité
des perturbations pour un mode rentré sous le rayon de Hubble pendant 1’ére de radiation sera
donc atténuée d’autant plus que ce mode est devenu sub-Hubble t6t.

2. Si 'on considére la transition radiation-matiére, on montre grace a la théorie statistique détaillée dans la
section 3.3 que le tenseur de pression anisotrope de la radiation ne peut plus étre négligé. De plus les neutrinos,
que nous ignorons totalement dans ce manuscrit, développent également un tenseur de pression anisotrope et ne
peuvent donc pas étre décrit par un fluide parfait au premier ordre dans les perturbations.
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2.2.2 Ere de matiere

Pendant I'ére de matiere, la solution la moins décroissante de I’équation d’évolution (2.30)
est
N 3j1(k77) o 3sin(k7]) — kncos(kn)
Ry O
En ce qui concerne les modes scalaires du premier ordre dans le cas plat, en procédant de la
méme maniére que pour le cas d'un univers dominé par la radiation, on peut récrire I’équation
(2.22) sous la forme

(2.42)

3" 4+ 3P = 0. (2.43)
La solution la moins décroissante est constante et s’écrit donc

U= =A(k). (2.44)
Nous pouvons ensuite obtenir v et § & partir de 'équation (2.24) et I’équation (2.21). Nous
obtenons respectivement

1

v = —gA(k)n (2.45)

et 1
§=— [a(kn)Q + 2} A(k). (2.46)

Nous constatons que pour des modes sub-Hubble le contraste de densité est croissant comme

(kn)? ~ a. C’est donc pendant I’ére de matiere que 1'effondrement gravitationnel peut mener &
la formation des structures a partir de fluctuations primordiales.

2.2.3 Transition radiation-matiere

L’¢re dominée par la matiere succede a 1’ére dominée par la radiation, les solutions présentées
dans les deux cas ci-dessus ne sont donc pas valables partout. Afin de les raccorder, nous allons
étudier le cas d’un univers dominé par un mélange de matiere et de rayonnement sans interaction.
La densité d’énergie et la pression sont additifs pour des fluides suffisamment dilués si bien que
la densité d’énergie totale ainsi que la pression totale sont données par

p=pm+pr, P=Py+P. (2.47)
Nous déduisons tout d’abord que le parametre d’état total est donné par
1
PW = pmWm + prity = < pr- (2.48)

De plus en dérivant cette relation et en utilisant I’équation (2.15) qui est satisfaite pour chaque
fluide ainsi que pour le fluide total, nous en déduisons que

14w 1+ w, 4w
_ 2 _ m 2 = T 2 =
= > + = P 2.49
Pes Pm( 1+w >(S‘m pr<1+’w>cs’7 3(1+'w)p ( )

Plutot que d’utiliser le temps conforme comme parametre d’évolution des variables de pertur-
bation, nous allons utiliser le facteur d’échelle normalisé a I’équivalence

yo O 17

. 2.
eq 1+ 2 (2.50)
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Nous définissons de plus la longueur Aeq = 27d g (1eq). Au facteur 27 pres il s’agit du rayon de
Hubble a I’équivalence. Le mode associé, et qui devient donc sub-Hubble apres 1’équivalence, est
donné par

keq = Heq = H(Neq)- (2.51)

La fonction de Hubble et la premiére équation de Friedmann (1.20) dans le cas plat s’écrivent
respectivement

14y
292

Nous pouvons résoudre facilement ce systeme pour déduire I’évolution de y en fonction du temps

conforme. Tout d’abord nous déduisons facilement que y” = (keq/2)%, et nous obtenons

y/
H= v H? Heq - (2.52)

keqn  (keqn)? 2v2
= = —1 1 2.5
V=75 tes s g ( + v +y), (2.53)

ce qui interpole les solutions obtenues dans la section 1.32. De plus, comme p, &< a~% et py, o< a™3,
nous déduisons que
Pm Pr 1 Pm Y
om0 fm_ 2.54
Y o p 14+y p 14y (254)
ainsi que
1 , 1 1
W=, C=z-"——3. 2.55
3+y)” 7 3(1+3y) (25%)

Afin de paramétrer ’évolution des perturbations scalaires par y, nous avons également besoin de
pouvoir passer des dérivées par rapport a n a des dérivées par rapport a y, grace aux relations

14y, dX 1+y o d?X k2 dX
! " q
X' = 1/Tkeq—y, X" = Tkeq 2 + Ta (2.56)

L’équation (2.22), combinée & I’équation (2.21) peut étre récrite en utilisant tous ces résultats
préliminaires selon

d?o 8+ 9y } do 1 2 5 1
— | — + P+ ko +
dy? [Zy(lﬂf)

S = 0. 2.57
dy ~y(I+y)  3(1+y)kd, 2y(1+y) ™ (@:57)

Dans la limite ot y > 1, en utilisant ’équation de Poisson (2.21), cette équation est approximée
par I’équation

d*® 6+7y |de
— T ey, (2.58)
dy?  [2y(1+y)] dy

et on retrouve en utilisant les relations (2.56) 1’équation d’évolution en ére de matiere (2.43).
L’équation (2.57) d’évolution pour ® fait intervenir le contraste de densité de la matieére dont
il va falloir déterminer I’évolution. L’équation de conservation (2.25) ainsi que 1'équation d’Eu-
ler (2.26) au premier ordre pour la matiére s’écrivent en fonction de y

ddpm k 2 do

= ./ 3—, 2.
dy VT yvm +3 G’ (2.59)
dom _ _om_ K 3. (2.60)

dy Yy keqV1l+y
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Ces équations peuvent étre combinées pour obtenir un équation différentielle du second ordre
pour d,,

(2.61)

(1275?+72+3y %:S¢(y)z+3dz—¢+ { 6+ 9% ] do o P.
dy? - 2y(1+y) dy dy?  [2y(1+y)| dy  (L+y)kg
Avant de rechercher les solutions de ce systeme d’équations couplées (2.57-2.61), il nous faut
déterminer les conditions initiales du contraste de densité du fluide de matiere. Le mélange de
fluides parfaits n’étant pas a priori parfait, on suppose de plus que le mélange du fluide de
radiation et du fluide de matiere se comportent comme un seul fluide parfait, c’est-a-dire que le
fluide total dont les quantités thermodynamique sont données par les relations (2.47) satisfait
OP = c26p, ol ¢, est donné dans les relations (2.55). Comme 6p = dp,, + dp, on obtient que le
contraste de densité du fluide total est donné par

_ YOm + Or

J
1+y

(2.62)

Pour que le fluide total satisfasse § P = c2dp il faut alors que les contrastes de densités satisfassent
la condition d’adiabaticité
Om = 30, /4. (2.63)

On utilise donc cette condition si I'on suppose des conditions initiales adiabatiques. Une repré-
sentation des solutions de 1'équation (2.61) peut étre écrite sous forme intégrale en utilisant la
méthode de la fonction de Green. On obtient

buls) = €1+ Camn (VL0 )k [ Gl el (264

ou

G(y,9) =g/ 1+gln (TFs+1) (Vigi=1) (2.65)

Nous allons maintenant nous restreindre au domaine ot la radiation domine le contenu éner-
gétique de l'univers, c’est-a-dire quand y < 1. D’aprés la relation (2.53), la solution particuliere
multipliant Cs est de la forme ~ In(y/T+y — 1) o In(kn). Pour des conditions initiales adiaba~
tiques, en utilisant le fait que la solution (2.39) pour un univers dominé par la radiation possede
une valeur finie dans cette limite [3®(y = 0)/2], et comme la solution particuliere de (2.64) tend
vers 0 dans cette limite, on obtient que Cy est nécessairement nul et C; = 3®(y = 0)/2.

Nous cherchons de plus & décrire des modes qui rentrent sous le rayon de Hubble lorsque cette
limite y < 1 est encore valable. Un mode est sous le rayon de Hubble si kn = /2ky/ keq > 1.
Comme l'essentiel de la variation de ® et donc de Sg se situe aux alentours de n = 1/k, c’est-
a-dire de y = keq/ (ﬂk) la solution particuliere peut étre évaluée en menant l'intégrale jusqu’a
I'infini. Pour cela nous supposons que ® est déterminé principalement par §, dans I’équation de
Poisson (2.21). Apres intégration numérique, en utilisant pour ® la solution obtenue dans un
univers dominé par la radiation (2.37), on obtient que cette solution est correctement approchée

par
k\/§y>

eq

(VIFg+1) (mn]

/y Gy, §)Sa(5)dj ~ —6 + 91n ( (2.66)
0
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Finalement, dans ce régime la croissance du contraste de densité de la matiere est correctement

décrite par
Sk, y) = Bk, y = 0) {4.5 1+ 9ln <kl\€/§y>:| . (2.67)

eq
Nous constatons donc que pour des modes sub-Hubble dans ’ére dominée par la radiation,
Om o Iny. Or d’apres 1'équation (2.39) pour ces modes

k 2v2

8, (k. y) ~ 6®(k,y = 0) cos k 2v2 <\/1+y—1) , (2.68)
kea V3

si bien qu’il va exister un temps correspondant & un facteur d’échelle réduit y* ot la contribution &

I’équation de Poisson (2.21) du fluide de matiére devient comparable & celle du fluide de radiation

(voir Figs. 2.1 et 2.2).

-20 -15 -10 -05 0.0 05 1.0
Logly]

FIGURE 2.1 - dp,, = ﬁém (en trait plein) et dp, = ﬁér (en tirets) pour k/keq = 1,2,5
respectivement en rouge vert et bleu. Pour des modes plus grands que keq il apparait que le
potentiel gravitationnel va étre déterminé par les fluctuations dans le fluide de matiére avant
I’équivalence.

Nous allons donc étudier le régime ot pour ce mode sub-Hubble, le potentiel ® est principa-
lement déterminé par d,, plutoét que 6, c’est-a-dire pour y > y*(k). L’équation de Poisson dans
cette approximation s’écrit

3k2
®=——25,. 2.
Ty (2.69)
et le terme dominant de S¢ est alors
2k?
Sp o~ —— . 2.70
e 210
L’équation d’évolution de 4y, (2.61) prend donc la forme suivante
d2s, 2+3y dé 3
m oy 2+ Dm o =0, (2.71)

dy?  2y(1+y) dy  2y(1+y)
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FIGURE 2.2 — y* en fonction du rapport k/keq

qui est I’équation de Mészdros [Mészdros 74]. Ses solutions sont de la forme

JITy+1 )
Vty-1)
La solution est donc une combinaison linéaire de D et D_ dont les coefficients doivent étre
déterminés de telle sorte qu’elle se raccorde a la solution (2.67), dans la limite y < 1. Le potentiel
® est ensuite déduit de I’équation (2.69). Cependant, une intégration numérique donnera des
résultats plus précis, et les résultats sont présentés sur la figure 2.1.

On s’intéresse maintenant aux modes qui sont super-Hubble pendant toute la transition entre
l’ére de rayonnement et 1’ere de matiere, c’est-a-dire les modes tels que kn = \/Eky/kcq > 1.
Pour ces modes, 1’équation de conservation (2.25) s’écrit respectivement pour la radiation et
pour la matiere

De(w)=y+2/3. D_(y) =2/ 19 +Ds(y)In ( (272)

5 —4¥ = 0, (2.73)
8, -3 = 0, (2.74)

ce qui implique que si nous avons des conditions initiales adiabatiques, alors cette condition reste
satisfaite pour les modes super-Hubble car

<5m - %»)l —0. (2.75)

Nous pouvons en déduire que pour les modes super-Hubble avec des conditions initiales adiaba-
tiques
3(1 1
b= 2L 5 (AHY) 5 (2.76)
41+ 1y) (1+1y)

En utilisant ce résultat ainsi que I’équation de Poisson (2.21) pour les modes super-Hubble, on

obtient 4o
6=-2 (‘P + d—yy) , (2.77)
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et on peut donc récrire I'équation d’évolution de ® (2.57) sous la forme fermée

d?® 32 4 54y + 21y? ] d® 1

P P PR TS| I P (P R (2.78)

Les solutions de cette équation sont de la forme

V1
:y + Cy

Yy Yy

(—16 — 8y + 2y* + 9y°)
= .

o(y) =C1

(2.79)
En imposant que la limite quand y < 1 est finie et vaut ®(0) = A(k), on a nécessairement
Cy =16C5 et Cy = ®(0)/10 = A(k)/10. La solution s’écrit donc

_ Ak)

2) = o [16\/1+y+9y3+2y2 —8y—16]. (2.80)

On remarque qu’apres la transition, ®(y) tend vers une constante qui est donnée par

Bly>1) = 1—90<I>(y <1). (2.81)

2.2.4 Loi de conservation

Dans le cas de modes super-Hubble, nous avons vu que les contrastes de densité du mélange
radiation matiere froide peuvent étre reliés au contraste de densité total par les équations (2.76)
si les conditions initiales des perturbations sont adiabatiques. On en déduit que le fluide total
est un fluide parfait pour les modes super-Hubble car 6P — c25p = 0. On peut alors combiner
les équations (2.21-2.23) pour obtenir

U+ HY + HY' (24 3¢2) + 30(c2 — w) — 2AV = 0. (2.82)
En utilisant la contrainte (2.23) qui nous permet d’écrire ® = W, cette équation se récrit
W+ WBH (1 + 2) + 30 (c? — w) — 2AP = 0. (2.83)
Pour les modes super-Hubble cette équation prend la forme d’une loi de conservation

H

PR o 2.84
R =0 (2.84)
avec Q = Hp/p = 73(1%1”) et ot R est la perturbation de courbure en jauge comobile donnée
au premier ordre,
2
RO = v — g (V' + HS). (2.85)

Cette relation peut étre utilisée pour établir un lien entre les variables de perturbation super-
Hubble avant et apres la transition rayonnement-matiere mais aussi pour établir un lien entre la
phase d’inflation primordiale et 1’ére de radiation. Il s’agit de la version intégrale de ’équation
(2.83). La solution particuliere correspond & la solution croissante de ’équation (2.83) tandis que
la solution de I’équation homogene, c’est-d-dire avec R = 0 correspond au mode décroissant
de I’équation (2.83).
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Dans une ére dominée par un fluide de parametre d’état w constant, c’est-a-dire tel que
w = ¢2, une fois le mode décroissant négligeable, on peut relier ¥ & R pour des modes super-
Hubble par
= 3R

5+ 3w
ou l'indice I signifie qu’il s’agit une condition initiale pour les modes lorsqu’ils sont super-Hubble.
Cet indice est pratique car il signifie également que cette valeur est héritée de l'inflation. On
retrouve alors en évaluant cette relation en w = 1/3 et w = 0 la relation (2.81) entre le potentiel
super-Hubble pendant les eres de radiation et de matiere.

Au cours des sections précédentes, nous avons donc vu que les perturbations vectorielles
étaient négligeables car amorties systématiquement, tandis que les perturbations tensorielles
sont amorties uniquement lorsqu’elles deviennent sub-Hubble. Quant aux perturbations de la
métrique, lorsqu’elles sont super-Hubble elles sont constantes et ne varient que d'un facteur
9/10 & la transition rayonnement matiére. Les modes sub-Hubble sont eux amortis pendant 1’ere
de radiation mais regagnent une légere croissance logarithmique au moment de la transition
radiation-matiere, puis sont constants pendant 1’ére de matiere.

(2.86)

2.2.5 Intéractions baryons-photons

La description précédente qui supposait que toute la maticre n’intéragissait pas avec la
radiation est adaptée quand il s’agit de déterminer le potentiel ®. En revanche si 'on veut
déterminer correctement les fluctuations du fluide de radiation, il faut prendre en compte son
interaction avec les baryons, et ce d’autant plus que la densité d’énergie des photons diminue
pour devenir inférieure & celle des baryons. On introduit pour paramétrer ce moment le rapport

_sn

R = ,
ip,’

(2.87)

ol on a divisé le contenu en matiére entre matiére noire froide p. et matiére baryonique pp
(pm = pc + pp)- Si on introduit le rapport € = pp/pm ~ 0.15, alors R = %ey. Dans la limite
R < 1, et on s’attend a ce que les baryons perturbent peu les conclusions établies pour un univers
dominé par la radiation. Cependant, lorsque on approche 1’équivalence, nous avons vu que la
matiere n’intéragissait pas avec la radiation, c’est-a-dire la matiere noire froide, va déterminer
le potentiel gravitationnel, tandis que parallelement R croit et que les effets de I'interaction avec
les baryons vont se faire ressentir pour la radiation. La forme de I’équation (2.20) qui caractérise
Iinteraction entre le fluide de radiation et le fluide de baryons doit étre justifiée & partir de
I’étude cinétique et nous exposerons la démarche nécessaire pour cela dans la section 3.3.7. Dans
I’approximation fluide, on obtient donc 1’équation de conservation et ’équation d’Euler sous la
forme

4 1 1
5= ngUT +4V ) ol = _Zér -+ gkzmv +7'(vp — vy) (2.88)
/
8 = KPuy + 3V, of = —Hup — & — %(vb —Up), (2.89)

ou 7 = aneor, or étant la section efficace de la diffusion Compton, 7. la densité d’électrons
libres de fond et k’m, = k'k/m;;. La pression anisotrope est la manifestation du fait que le
fluide de radiation soumis aux diffusions Compton sur les baryons ne va plus rester un fluide
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parfait. Par conséquence il faut déterminer, via la théorie cinétique, sa forme la mieux adaptée
a 'approximation fluide. II peut étre montré grace a la théorie cinétique que si les intéractions
entre les photons et les baryons sont fortes, m, ~ —%v,. /7'. 1 faut également faire la distinction
entre ® et ¥ qui vont cesser d’étre égaux a cause de la présence du ce tenseur de pression
anisotrope car ce tenseur intervient dans ’équation (2.23). Dans un premier temps nous allons
considérer des échelles telles que k/7’ < 1, c’est-a-dire que nous allons considérer le régime de
couplage fort 3 [Pecbles & Yu 70, Sachs & Wolfe 67]. Plus précisément, nous allons considérer un
développement perturbatif des équations dans le parametre k/7" et travailler d’abord & l'ordre
dominant. Nous obtenons & partir de I'ordre dominant des équations d’Euler et de conservation

4
v =v, +O(k/7T"), &= g(sg +O(k/T"). (2.90)
Les équations d’Euler se récrivent donc
1
[(1+R)v,) = -0 - 1+ R)®+ O(k/T'), (2.91)

ce qui permet ensuite de fermer la dérivée de I’équation de conservation de la radiation

/ 2 /

o + lf;R(s; + ﬁ& =4|9" + %@’ - %k2<1> + O(k/7T") = F(®) + O(k/7'). (2.92)
Le membre de gauche est une équations d’oscillation harmonique amortie, dont I’amortissement
et le changement de fréquence sont dus a la proportion croissante R de baryons par rapport aux
photons. Alors que le potentiel est de plus en plus déterminé par le contraste de densité de la
matiere noire qui s’effondre gravitationnellement, celui-ci agit comme un terme de forgage pour
cette équation harmonique qui décale la position moyenne des oscillations. Dans la limite ou le
terme d’amortissement est faible devant la pulsation des oscillations, c¢’est-a-dire

k R
—_—_— S,
V3I+R) &~ 1+R

on peut donner une solution en couplage fort dans 'approximation WKB (Wentzel-Kramers-
Brillouin) & ’équation homogene. Pour une équation différentielle du second ordre & coefficients
non constants du type

ws =

(2.93)

!
4 W =0, (2.94)

on peut estimer deux solutions linéairement indépendantes par les solutions approchées

n
fixp = \/%Oxp [:I:i /0 w(n’)dn’} . (2.95)

Ces fonctions satisfont I’équation

B’ )
Fvks + ﬁf\l)vKB + (w?* — Qwks) fwke =0, (2.96)

3. tight coupling en anglais.
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avec la différence par rapport & I’équation (2.94) donnée par

B 2 W 2 17B" W

— 3l — ——|=+—]- 2.97
(5) ()] -3 [5+%] e
Dans le cas ofl ce terme peut étre négligé par rapport & w?, ces solutions sont de bonnes approxi-

mations analytiques. Dans le cas de ’équation homogene associée a 1’équation (2.92), w = w; et
B =3(1+ R) = 1/w?. La condition de validité de "approximation WKB s’écrit donc

1
QwkB = 1

QwkB
wQ

Pour le mode k = keq au moment de équivalence (y = 1), cette quantité vaut approximative-
ment 0.02 et varie trés peu jusqu’au découplage & yrss = (1 + zeq)/(1 + zLss) ~ 3.3. L’approxi-
mation WKB constitue donc une tres bonne estimation pour les modes k > keq. Les solutions
de l’équation homogene associée a I’équation (2.92) sont donc pour ces modes correctement
approchées par

coslkrs(n)], Ora(n) sin[kry(n)], (2.99)

57‘1(77) =

1 1
(1+ R)V4 (1+R)A

avec

b = [l (2.100)

On peut déterminer la solution génerale forcée par le terme F(®) grace a la méthode de la
fonction de Green

n
0r(n) = C1d,1 + Cabra + / G(n,n)F(n)dy, (2.101)
Jo
ou la fonction de Green est

8r1 (1)0r2(n) = 8,1 (m)Sra () V3[L+ R(')*/*
Sr 1 (11)87.2(1) = Or2() 0,1 (') k[1+ R(n)]1/4

G(n,n') = sin[krs(n) — krs(n)].  (2.102)

Dans le cas ol les variations de R et ® sont tres lentes devant la période des oscillations, on peut

donner une solution approchée de cette solution générale. Nous allons donner une explications

intuitive de la forme que l'on obtient alors. L’équation (2.92) peut se récrire au premier ordre
dans le développement en k/7' comme une équation pour la quantité Q = % — ® selon

k? k2

(1+R)QT+FQ=-7

5 2+ R)®. (2.103)

Dans le cas o R et ® varient lentement, ce qui est le cas quand 'univers devient dominé
par la matiere, cette équation est comme celle d’un oscillateur harmonique amorti de pulsation
ws, forcé par une force lentement dérivante. Le systéme est analogique & celui d’un ressort
et d’'une masse posés sur un plan incliné et soumis au frottement visqueux, pour lequel on
augmenterait lentement 'angle d’inclinaison du plan. @ va donc osciller autour de la position
moyenne —®(2 + R). En l'absence de frottement, "amplitude est donnée par la différence entre
sa valeur initiale et la position moyenne, c’est-a-dire Q(0) + ®(2+ R). La présence du frottement
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visqueux va ensuite atténuer cette amplitude comme vu précédemment d’un facteur 1/(1+4 R)/4

et faire dériver lentement la pulsation des oscillations. On aura donc

Q) + (2+ R)P]

Qk,n) = —(2+ R)® + TR

coslkrs(n)] . (2.104)

Nous verrons dans la section (3.1) que la quantité Ogw = 57’ + ® = Q + 2P est reliée aux
fluctuations de température du CMB. On obtient donc pour cette variable
[©sw(0) + RO
Osw(k,n) = ——————— coslkr, — RD. 2.105

sw(k,n) 1+ R/ [Ers(m)] ( )
Si nous souhaitons raffiner cette description, il faut prendre en compte les effets dans I'ordre
suivant en k/7’. Nous ne rentrerons pas dans le détail de ce calcul. La principale conclusion est
que le terme d’amortissement se trouve modifié, et qu’on peut en rendre compte en multipliant les
solutions (2.99) par une facteur d’amortissement exp[—(k/kp)?], dit amortissement Silk [Silk 68],

ou ’échelle d’amortissement kp est donnée par [Hu 95]
1M 1 16 R(y) 1 dyf
kp?(n) = - = . 2.106
w00 =5 [ [ 1% wn) i) (2100

En pratique nous utiliserons cette approche phénoménologique pour décrire I’état de la surface
de derniere diffusion et nous noterons alors kp = kp(nLss).

2.3 Le formalisme 143

2.3.1 Principe général

Jusqu’a présent, nous avons présenté une approche perturbative basée sur des coordonnées,
un espace de fond et des variables invariantes de jauge. Celle approche a été introduite par
Bardeen [Bardeen 80] et est majoritairement utilisée dans les publications de cosmologie. On
peut cependant adopter un point de vue tout a fait opposé et utiliser un formalisme covariant
qui ne se réfere pas aux coordonnées mais utilise des objets tensoriels ayant une existence propre
indépendante du choix de coordonnées. Nous allons résumer ce formalisme mais plus de détails
peuvent étre trouvés dans [Fllis & van Elst 98]. Afin de donner une interprétation dynamique
aux équations, c¢’est-a-dire sous la forme d’évolution temporelle de quantités physiques, on réalise
un découpage local 1 + 3 de I'espace temps. Cela consiste a supposer qu’il existe un ensemble
d’observateurs de quadrivitesse u/ dont les lignes d univers constituent une partition de l’espace-
temps et dont le temps propre 7 sert de coordonnée temporelle. En se référant aux variations
de quantités physiques le long des trajectoires suivies par ces observateurs, on définira une
dérivée temporelle. De méme, en se référant aux variation de quantités physiques le long des
surfaces localement orthogonales au flot de ces observateurs, on obtiendra une dérivée spatiale.
Formellement, ces observateurs permettent de définir un projection parallele U%, = —u*u,, ainsi
qu’'une projection orthogonal hy, = guv + uuu,. On peut donc décomposer tout vecteur en sa
partie parallele et sa partie orthogonale, et généraliser cette décomposition pour des tenseurs
quelconques. On décomposera ainsi le tenseur énergie impulsion comme dans 1’équation (1.15),
ainsi que le tenseur de Ricci et le tenseur de Riemann, et si I'on s’intéresse a la théorie cinétique
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on décomposera ’espace tangent. On définit alors la dérivée directionnelle et la dérivée spatiale
d'un tenseur quelconque T%, par

TH = uV,T", Do T" = W8 hhl VT, = Py (VaT ). (2.107)

On décompose la dérivée covariante de u,, selon

o
Vouy = —uyay, + Dyuy, = —uya, + gh,“, + o + W (2.108)

ay, est accélération qui est non nulle si les observateurs ne suivent pas de géodésique, o, est
le cisaillement? et wyy est la vorticité. D, est compatible avec hy,, c’est-a-dire Dohy, = 0,
mais n’est sans torsion que si wy,, = 0. Dans ce dernier cas, on peut définir des sections spatiales
globales orthogonales & 1’ensemble des observateurs de quadrivitesse u*. Dans ce cas on bénéficie
également d’une foliation de Iespace-temps c’est-a-dire d’un ensemble d’hypersurfaces de type
espace qui réalise une partition de l’espace-temps. Ce découpage en tranches d’espace est appelé
formalisme 3 + 1 (voir [Gourgoulhon 07] pour des notes de cours sur ce sujet). Lorsque 1'on
exprime cette foliation en faisant référence explicitement aux coordonnées, ce formalisme est
plus connu sous le nom de formalisme ADM [Arnowitt et al. 62]. Les approches 1+ 3 et 3+ 1
sont donc différentes mais tres liées. Dans le cas ol il n’y a pas de vorticité, D u, = D,u, et on
définit le tenseur

e
Ky = Dty = 5y + 0 - (2.109)

K, est alors symétrique et orthogonal & u* (K, u* = 0) et est appelé courbure extrinseque des
sections spatiales. On peut alors relier le tenseur de Riemann associé & g, a celui associé a hy,,
en utilisant la relation de Gauss-Codazzi

3 A
Ragnp = *Ragrp + 2Kap Kyjs + duiaagapus) + 4 (DiaKp)p) wy) + dujg K Koy
+ugg Py (Kaup) Uy) + 4 (DpaKgyp) ty) + 4 (D1, Kgp) tha) + 4ugy D pajsiie) -

Si la matiere est sans vorticité alors elle peut servir a réaliser ce découpage, sinon il faut distinguer
le flot d’observateurs qui servent au découpage 1+ 3 du flot de matiere. En projetant la relation
de commutation des dérivées covariantes selon les composantes paralleles et orthogonales ainsi
qu’en projetant les identités de Bianchi et en utilisant G, = KT}, on obtient un ensemble
d’équations d’évolution et de contrainte [[Xllis & van Elst 98].

Cette approche ne fait pas référence explicitement & une espace de fond si bien qu’il faut
trouver une procédure afin de donner un sens a la notion de perturbations. Une solution consiste
& prendre des gradients spatiaux (D,,) des quantités physiques. Par exemple, dans ce formalisme,
I’équation de conservation s’écrit

p+0O(p+P)=0. (2.110)

En appliquant 'opérateur D,,, on obtient

Dup+(p+P)D,O+0OD,(p+ P) = 0. (2.111)

4. shear en anglais.
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Afin de la mettre sous la forme d'une équation d’évolution pour D,,p il faut commuter la dérivée
spatiale avec la dérivée temporelle. En notant K,, = Dyu, = %hw + 0wy + Wy, on obtient

Dup = (Dup) — upayD"p — app + K D"p
= Py[(Dup)] — aup + K D"p. (2.112)

Des relations de commutations similaires pour des vecteurs et tenseurs d’ordre supérieur existent
et permettent de généraliser cette méthode au dela des scalaires. La différence fondamentale entre
le formalisme 14-3 et I’approche perturbative basée sur les coordonnées tient dans le fait que dans
le formalisme 1+ 3 on ne fait pas référence de fagon explicite & un espace de fond. En revanche,
lorsque 'on choisit de résoudre les équations qui sont intrinsequement non linéaires, on choisit
un procédure itérative de résolution. A la premiere itération on choisit les quantités qui sont
non nulles et cela spécifie la forme générale de I'espace temps. Par exemple pour rechercher des
solutions proches de la solution de Friedmann-Lemaitre, on va choisir dans la premiere itération
© # 0 mais 0, = wy, = 0. On choisit également D, Z = 0 pour Z un champ scalaire quelconque.
En ayant résolu les équations avec cette prescription, on réutilise les solutions obtenues afin
d’améliorer les solutions dans une second itération. Par exemple dans I’équation (2.111), on
utilisera les solutions pour ©, p et P trouvées a la premiere itération afin de déterminer une
équation satisfaite par les D, Z. Les variables non nulles lors de la premiére itération sont donc
appelées variables de fond tandis que celle qui sont non nulles uniquement a partir de la seconde
itération sont appelées variables perturbées du premier ordre et ainsi de suite. L’approche 1+ 3
résout donc de maniere perturbative des équations exactes, tandis que l’approche basée sur
I'utilisation de coordonnées résout de facons exacte des équations approchées. Il reste & montrer
que ces deux approches se rejoignent quand le nombre d’itérations tend vers l'infini, ce qui n’a
pas été fait. Nous ne détaillerons pas plus le formalisme 1 + 3 mais nous présenterons dans la
section 5.3 comment il peut étre utilisé pour déterminer de fagon algorithmique les perturbations
de I’approche en coordonnées dans une utilisation hybride.

2.3.2 Utilisation de la dérivée de Lie

Une amélioration possible du formalisme 1 + 3 consiste a utiliser la dérivée de Lie dans la
direction wu,, notée L,, plutét que la dérivée covariante directionnelle. En utilisant £,X, =

X, + X, V,u”, on peut par exemple remettre I'’équation (2.112) sous la forme
Dulp) = Lu(Dup) — . (2.113)

L’intérét d’utiliser une dérivée de Lie réside dans le fait que cette quantité s’identifie a la dérivée
par rapport au temps cosmique ¢ lorsque I'on considere une variable de perturbation du premier
ordre spatiale sur un espace de fond homogene, et pas seulement pour les scalaires comme c’est
le cas pour la dérivée directionnelle u*V . En effet, au premier ordre

0X;

L. X; =u"0,X; + X,0u” =u"0,X; = et (2.114)

ol on a utilisé que nécessairement d;u” = 0 doit étre pris a l'ordre le plus bas et est donc nul
pour un espace homogene®. Cette formulation permet donc d’entrevoir 'unification des deux

5. Plus généralement, dans un systéme de coordonnées localement orthogonal et ayant une coordonnée tempo-
relle correspondant au temps propre des observateurs de quadrivitesse u*, la dérivée de Lie s’identifie & la dérivée
partielle temporelle.
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formalismes. En définissant le facteur d’échelle moyen S par

17
S=In [g / dT@] =lna, (2.115)
on peut montrer [Langlois & Vernizzi 05] qu’en utilisant seulement I’équation de conservation
(2.111)
e P @
LuRy, = *W (DHP - pDup> , avec RH = D,l,a — EDMOA (24116)

Pour des perturbations adiabatiques D, P — (P / p') Dyp =0, et cette loi est une loi de conserva-
tion. On montre alors qu'il s’agit d’une généralisation non perturbative de la loi de conservation
de la perturbation de courbure comobile, et on peut retrouver la loi de conservation de la per-
turbation de courbure comobile donnée par I’équation (2.84).

2.3.3 Comparaison des approches Bardeen et 143

On peut comparer les deux approches perturbatives en développant les quantités 1 + 3 en
perturbations autour de ’espace de fond a symétries maximales dans ’approche en coordonnées.
Les quantités 1 + 3 peuvent ainsi étre exprimées en fonction des variables de perturbations. On
peut également développer en perturbations les équations satisfaites par les variables 1 + 3.
On obtient ainsi une comparaison immédiate des deux formalismes, cette comparaison pouvant
étre étendue & tout ordre. On trouvera dans [Osano et al. 07] ainsi que dans [Bruni ef al. 92] les
résultats d’un telle démarche. On retiendra que pour comparer I’appproche 1+ 3 & I’approche en
coordonnées, il faut exprimer cette premiere dans cette derniere, mais que la démarche inverse n’a
pas 6té établie et reste a explorer. Une différence fondamentale entre les deux formalismes réside
dans le fait que 'approche 1+ 3 définit les gradients dits spatiaux sur ’espace physique, avec les
notions de décomposition SVT et de laplacien associées, tandis que 'approche en coordonnées
fait référence pour tout ordre de perturbation a l’espace de fond pour définir la notion de
gradient spatial. Une conséquence pratique importante est qu’il semble difficile de construire
facilement une décomposition en modes dans I'approche 1 + 3, ce qui est utile si 'on souhaite
avoir des équations différentielles uniquement dans le temps, tandis qu’elle est automatique dans
I’approche en coordonnées. Bien que 'on puisse espérer que les deux démarches menent aux
mémes résultats et méme prédictions, il apparait donc encore incertain lorsque 'on dépasse la
théorie linéaire que les formalismes soient équivalents. En particulier, la procédure de moyennage
qui est essentielle dans 'approche en coordonnées n’est pas explicitement construite, et méme si
la liberté de jauge peut étre interprétée comme un changement procédure de moyennage, celle
ci n’est pas acquise de fagon systématique.
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Chapitre

Théorie cinétique et physique du fond diffus
cosmologique

3.1 Effet Sachs-Wolfe

Si lorsque la condition de couplage fort est vérifiée on peut décrire la radiation par un fluide
parfait puisque le tenseur de pression anisotrope y est effacé par les diffusions multiples, cela
n’est en revanche plus le cas apres la recombinaison lorsque les photons n’intéragissent plus
avec la matiere et suivent dans I’approximation de 1'optique géométrique des géodésiques nulles.
Tout d’abord nous supposons que la surface de derniere diffusion est infiniment fine et que
l’on passe instantanément du couplage fort & la propagation libre! des photons. En étudiant
la propagation le long d'une géodésique nulle dans un espace perturbé, nous pouvons relier
les perturbations de la métrique et du fluide de radiation avant le découplage avec celles du
CMB observé aujourd’hui. Dans "approximation de l'optique géométrique, nous pouvons définir
pour un photon une trajectoire paramétrée z*(\). Nous définissons le vecteur tangent a cette
trajectoire par k* = % qui satisfait la condition de norme nulle et 'équation géodésique

kY
oxH

kukt =0, KPV, K = kP ( + r;pkp> =0. (3.1)

On décompose le vecteur tangent selon k# = k# +5k*, et ces conditions doivent étre satisfaites &
la fois pour le vecteur de fond et le vecteur perturbé. Comme £, A" = 0 nous pouvons décomposer
ce vecteur de type lumiere selon

_ _ _ _ 1. -
k' =FE[u" +e"], avec E=-k"a,, é'= Eh‘ﬁ,k". (3.2)
De méme nous décomposons la perturbation dk* selon
_ 1 1.
Okt = E [0pu" + 0e"], avec 0= 7§6k”ﬂ,,, det = Eh‘ﬁ,ék", (3.3)

c’est-a-dire k* = E'[(1+ 0g) " + (8" + e*)]. La condition de normalisation implique v;;é'e/ = 1
et 'équation géodésique sur l'espace de fond (1.9) nous donne E ~ 1/a. Toujours en négligeant

1. free-streaming en anglais.
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les modes vectoriels, nous déduisons finalement de I’équation géodésique au premier ordre pour
la composante d’indice v = 0

45 _ o
Tf = -0 —26'0,0 + V' — Ej;é'el. (3-4)

L’énergie d’'un photon mesurée par un observateur comobile avec un fluide de quadrivecteur
vitesse ut est donnée par £ = —kyut. 1l faut bien réaliser que dg est le contraste d’énergie tel
que mesuré par un observateur de quadrivitesse @, = (dt), qui n’est pas normalisé & —1 sur
I'espace perturbé. Si I’on prend en compte le fait que I'observateur doit satisfaire u#u, = —1 sur
I'espace perturbé et que de plus on souhaite que celui ci soit comobile avec les baryons, u# = u},
alors on obtient (toujours au premier ordre dans les perturbations) en définissant £ = € (1 + J¢)

6 = [0+ — e . (3.5)

On peut donc relier le contraste d’énergie g, mesurée & I’émission du photon en x¢ & 7, & celui
0g, mesurée aujourd’hui en z a 9. A l'ordre le plus bas, ces points de 'espace-temps sont reliés
par

)

ahy —ag = & (1o —1e) (3.6)

et on a donc au premier ordre
_ i\0
by = 0g, + [0+ @ —&i(vp)], - (3.7)

Il nous faut donc intégrer 'équation (3.4) afin de pouvoir expliciter cette expression. On obtient
finalement au premier ordre en négligeant les modes vectoriels

e 0 ..
by = 0g, + [ + &) ) + / (@' + V' — Ej;e'ed) dn. (3.8)
e

On peut montrer en utilisant la physique de la recombinaison que la surface de derniére diffusion
correspond & une surface de densité d’énergie de radiation constante, c’est-a~dire que les points
(n,x) de cette surface satisfont p,(nrss,x) = pr(7Lss). Si on suppose qu’avant cette surface
les intéractions entre baryons et photons sont trés fortes, alors la radiation est constamment
thermalisée et sa fonction de distribution est celle d'un corps noir. Elle est donc entierement
caractérisée par sa température T'(n,x) qui est reliée & la densité d’énergie selon

p=4opT*, (3.9)

avec op la constante de Stefan-Boltzmann dont la valeur dans les unités ¢ = 1, h = 1 et
kp = 1, est sans dimension et vaut 72/60. On peut ainsi définir un contraste de température par
T(n,x) = T(n) [1 + ©(n,x)]. On souhaite exprimer les quantités perturbées de 1’équation (3.8)
qui sont évaluées sur la surface de derniere diffusion en fonction de leurs valeurs prises sur la
surface moyenne de derniere diffusion définie par 71,gg. Dans cette hypothese de couplage fort
avant la surface de derniere diffusion, on utilise le fait que la quantité qui intervient dans un
spectre de corps noir est £/, et que par conséquent, une fois intégré sur toutes les énergies, les
conclusions de ’équation (3.8) tirées pour dg seront valables pour ©, et on relie le contraste de
température & celui de densité de radiation en utilisant ’équation (3.9) par (14 0)* =1+ 4.
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Au premier ordre on aura ©M[nrss, X(nLss)] = 551)[77115& X(WLSS)_]/4 ~ 5v<~1>[77LSS7X(77LSS)]/4~ On
obtient donc que la température observée dans une direction —é' est donnée par

) 1 ) 0 p
O(no, x0, —¢') = 75+ [® + &vh] (TLss, xe) + / (@' + 9 — Eje'd)dn+ F(0), (3.10)

ou F'(0) est une fonction des variables de perturbations ici et aujourd’hui qui n’intervient pas
dans les différences directionnelles. Le terme Ogw (k,n) = [6,(k,n)/4 + ®(k,n)] est appelé effet
Sachs-Wolfe propre, le terme faisant intervenir la vitesse des baryons a la derniere diffusion
est un effet Doppler Opgp(k,n) = [éiv};(k,n)}, et le terme intégré est appelé effet Sachs- Wolfe
intégré.

3.2 Multipdles

3.2.1 Prédictions statistiques multipolaires

Lorsque 'on établit des prédictions pour I'univers, nous n’avons acces qu’a des prédictions
statistiques sur un ensemble de réalisations d’univers. Nous détaillerons ce point plus particu-
licrement dans le chapitre dédié & I'inflation. Les propriétés statistiques de @V (k) [Eq. (2.37)]
au début de 'ere de radiation sont données par celles de A(k) (voir I’équation 2.37 pour la
définition). Le corrélateur & deux points de cette quantité est donné en espace de Fourier par

(AR)A(K)) = 53 (k + K') P (k). (3.11)

Pgp est le spectre de puissance des fluctuations et ne dépend que de la norme de k ce qui
traduit l'isotropie statistique. Quant & la fonction 63, elle traduit I’hypothése d’homogénéité des
propriétés statistiques des fluctuations. Le corrélateur a deux points contient toute 'information
sur la statistique d'un champ gaussien car tout corrélateur & n points peut étre exprimé en
fonction du corrélateur & deux points (voir Uintroduction de la partie II). Grace a l'isotropie
statistique, on déduit que la corrélation de température du CMB venant de région différentes
du ciel ne dépend que de leur séparation angulaire et peut donc étre décomposée sur la base des
polynoémes de Legendre selon

©enee) = 3. X erreren) (3.12)
=0

Cela revient a réaliser une décomposition de la température mesurée en harmoniques sphériques
selon

= Z alm}/lm(e) ’ (313)
tm
et a considérer les corrélations des ag,, qui, & cause de l'isotropie statistique, satisfont
<a51m1azzm2> = Clléflfzémlmz . (3~14)
En utilisant ces propriétés et en négligeant l'effet Sachs-Wolfe intégré, on peut montrer que

(kA N
Gt Ji( kUE) vy (k)

o[ 4k .
47!'7,[/ W [@SW]Z(}CAUE) +’Ub(k‘)

) d3k .o
4me/ng(k,m‘ss)q)(l)(k)l@m(k) avec  Ang =10 — 1LSS (3.15)
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La fonction g;(k,n) contient & la fois le transfert des perturbations de métrique et de matiére en
perturbations de température, ainsi que les effets de projections sur la spheére des observations.
En utilisant la propriété (3.11), on déduit que le spectre de puissance angulaire Cy est donné au
premier ordre dans les perturbations par

9 r
e=2 / \ge(k mss) 2 Po (k) K2k . (3.16)
CYy est la variance des fluctuations de température sur une échelle angulaire de l'ordre de 6 ~ 7/¢.

3.2.2 Approximation du ciel plat

Le résultat précédent peut étre simplifié si ’'on se place dans I’approximation du ciel plat.
Si I'on regarde une direction du ciel e, c’est-a-dire telle que les photons nous parvenant de cette
zone soient approximativement paralleles entre eux et de direction —e, alors on peut décomposer
un mode k en une partie parallele & e et une partie orthogonale selon

k=k, +k,, avec k. =ke. (3.17)
Dans ce cadre d’approximation, l'effet Sachs-Wolfe propre et 1'effet Doppler s’écrivent respecti-
vement

o (

s
O (k1) = [4(lwz) + oWk |, of,

(ko) = [k k)], (318)

et on définit ¢V (k,n) = T {@g&/ +0 (k

Dop( )} On peut alors montrer que le spectre

angulaire s’écrit alors pour ¢

2

Crm— / dk, Py () g, mss) I (3.19)
A’/E

o Angk, = (. L’approximation du ciel plat n’est valable que pour ¢ > 1. Dans la limite

des grandes échelles, c’est-a-dire pour ¢ < 1, on obtient pour un spectre invariant d’échelle,

c’est-d-dire ayant un comportement proportionnel & k73, une solution approchée du spectre de

puissance angulaire (3.16) donnée par

L+ 1)Cp =~ Ppk?. (3.20)

1007
Cette expression est ensuite utilisée pour normaliser le spectre de puissance par comparaison
aux observations.

3.2.3 Epaisseur de la surface de derniére diffusion

En pratique, la recombinaison n’est pas instantanée et la surface de derniere diffusion est en
fait un volume. Si I'on désigne par r = (19 — 1) la distance comobile & laquelle un photon a été
diffusé pour la derniére fois avant d’étre observé aujourd’hui, alors on peut relier le nombre de
photons N(r) qui ont parcouru au moins une distance r au nombre de photons N(r + dr) qui
ont parcouru au moins une distance r + dr par

dN(r)

N(r+dr)=N(r)—&drN(r), = . —aN(r) (3.21)
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ol nous utilisons la notation & = aneor. On en déduit que N(r) = Ny exp[— [; 6(r")dr’]. On
définit ensuite la fonction de visibilité v(r) comme la probabilité pour qu'un photon qui nous
arrive ait été diffusé pour la derniére fois entre r et r + dr. En termes différentiels on obtient

1 dN . " ,}

v(r)=— —, = v(r)=a(r)exp 7/0rdr. 3.22
") =55 ) =str)en |~ [ a0 (3.22)

En posant % =7, c’est-a-dire 7 = for &(r")dr' 2, la fonction de visibilité se récrit

dr _.

=—¢ . 3.23
o(r) = Te (323)
Néanmoins nous avons déja utilisé la notation 7/ = g—: ce qui implique 7 = m = —g—;, le

signe résultant d’une convention historique.
Afin de tenir compte de cette épaisseur dans approximation du ciel plat, il faut remplacer

g(k, nss) par
cmss) = [ olngticnetMay. (3:21)
Cette méthode permet d’obtenir pour un spectre de puissance Pg invariant d’échelle, les prédic-

tions du spectre de puissance angulaire apparaissant sur la figure 3.1, ou I’épaisseur de la surface
de derniere diffusion ainsi que Pamortissement Silk ont été pris en compte [Seljak 94].
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FIGURE 3.1 — Spectre angulaire dans 'approximation fluide en ciel plat, obtenu par intégration
dans un code Mathematica des équations (2.88,2.89), avec le potentiel gravitationnel déterminé
par 'équation de Poisson (2.21) en prenant en compte la matiere noire froide.

Nous verrons dans la section 3.3 qu'il est nécessaire d’aller au dela de I’approximation fluide
afin d’obtenir des prédictions précises pour le spectre angulaire. Il faut alors résoudre 1’équation
de Boltzmann et les équations d’Einstein de fagon numérique afin de générer les prédictions
pour tous les modeles d'univers envisageables et sélectionner celui qui est le plus compatible

2. 7 est appelé profondeur optique.
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avec les observations [Spergel ef al. 07]. Le meilleur ajustement® aux données récoltées par le
satellite consacré a la mesure du fond diffus WMAP est présenté sur la figure 3.2. Plusieurs
codes sont disponibles en libre acces afin de réaliser ces intégrations numériques, les plus utilisés
étant CMBFAST [Scljak & Zaldarriaga ] et CAMB [Lewis & Challinor ]. Une étude détaillée de
la dépendance des caractéristiques du spectre angulaire dans les parametres cosmologiques est
exposée dans [Riazuclo 00].

Angular Scale
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FIGURE 3.2 — Résultats de WMAP : Spectre de puissance angulaire de la température. En noir
sont reportés les points mesurés et en rouge le meilleur ajustement correspondant au modele
concordant est tracé. Figure tirée de [Spergel ef al. 07].

3.3 Théorie cinétique

3.3.1 Description statistique d’un ensemble de particules

Dans le cas général, et particulierement pour la radiation, le contenu matériel de I'univers
ne peut pas étre décrit par un fluide parfait, et il faut prendre en compte la présence du ten-
seur de pression anisotrope. L’évolution de ce tenseur ne peut pas étre déterminée seulement a

3. best fit en anglais.
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partir de I’équation de conservation du tenseur énergie impulsion. De plus les forces entre les
différents fluides doivent étres déterminées afin de pouvoir écrire les équations de conservation
couplées (2.20). Ces intéractions résultent principalement de diffusions entre particules dont les
sections efficaces nous sont connues d’apres la microphysique. On adopte une description sta-
tistique qui va étre caractérisée par la fonction de distribution dans l'espace des phases f(x,p)
[Hillery et al. 81]. Nous pourrons ensuite remonter & ’approximation fluide afin de déterminer
les forces entre les différents fluides. De plus, dans le régime de couplage fort, le tenseur de
pression anisotrope peut étre déterminé ce qui justifie alors de se restreindre & la description
fluide. Lorsque 1'on passe & la limite fluide, le parametre d’équation d’état w peut étre déterminé
a partir de la vitesse quadratique moyenne des particules et de leur masse. Avant de dériver ce
lien, il nous faut pouvoir utiliser les résultats de la physique locale dérivés dans un espace-temps
Minkowskien. On va donc se ramener localement & un espace temps Minkowskien en utilisant
une base de vecteurs orthonormés e,, a = 0,1,2,3, appelée tétrade ou champ de tétrade, qui
satisfont

gllllea”eby = Tab » nabeauebu =g", (325)
ol 7 est la métrique de Minkowski. On définit également une base de formes associées e, a =
0,1, 2, 3 satisfaisant

P, =™, el = g (3.26)
Les impulsions P des particules peuvent donc étre écrites soit dans la base associée au systeme
de coordonnées J,, soit dans la base de la tétrade et on aura donc

P =", = n,. (3.27)

Afin de pouvoir utiliser les résultats de la physique des particules, on préferera donc écrire la
fonction de distribution sous la forme f(x,7%), en sous entendant le champ de tétrade utilisé
dans la décomposition des impulsions. On utilise alors les notations standard de la relativité
restreinte

i
oo - N . —~1/2
_ 2
n' = ik B = v/nin;, n'=n'/B, v = (1 -8 ) . (3.28)
Pour une particule massive 7%, = —m? et donc 7° = ym, si bien que n’ est la vitesse, n* son

vecteur unitaire direction, et 5 la norme de cette vitesse qui satisfait nécessairement 5 < 1. Pour
une particule non massive, 8 = 1 et A’ = n’ est le vecteur unitaire direction de cette particule.
Pour un ensemble de particules de masse m n’ayant pas de mouvement d’ensemble ((z?) = 0),
la pression est donnée par )

pP= % = %’IILN<’Y[32>. (3.29)
Cette formule a une explication intuitive. Si on effectue une intégrale sur toutes les impulsions
qui traversent une surface donnée, on montre que cela revient & considérer que seulement un
sixieme des particules traversera la surface en ayant une incidence normale, ce qui explique le
facteur 1/6. Ensuite les particules qui touchent la surface rebondissent en y laissant deux fois
leur impulsion qui est 7’. Ce nombre de particules qui touche la surface par unité de temps est
proportionnel & la vitesse n’ = fn¢ et a la densité de particules N. L’énergie de cet ensemble
de particules est la moyenne des énergies p = N(7%) = mN(y). On en conclut donc que le

parametre d’état s’éerit
(v8%)

3(7)

. (3.30)
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On en conclut donc que pour pouvoir décrire la matiere avec un parametre d’état nul il faut
que toutes les particules aient une vitesse nulle. En cosmologie, lorsque l'on parle d’un fluide
de pression nulle (w = 0) pour lequel il existe généralement une vitesse d’ensemble, on doit
donc comprendre qu'il s’agit d'un fluide pour lequel P < pc?. Pour la radiation on trouve
P = %N(ﬂ”n,} = %N(WO> = p/3.

Une approche plus rigoureuse consiste & définir un tenseur énergie-impulsion & partir de la
fonction de distribution selon*

T% (M) = /6D(7TC7TC —m?) f (2", 7wt dnd3 |

/f(m”, 7 )m0(Br0)2nnbd(B7r0)dQ, (3.31)

ot on note n® = (1,n’) = (1, f7’) et dQ = d®7’. Nous avons également utilisé I’abus de notation
f(z*, %) pour signifier f(z#,7?) olt la composante 7 est déterminée en résolvant la contrainte
du Dirac qui assure que les particules sont sur leur couche de masse. On utilisera également la
notation f(z*, 7% %) qui correspond & des coordonnées sphériques pour ¢ dans le cas de la ra-
diation. En revanche dans le cas de matieére de masse non nulle, il faut comprendre cette notation
comme signifiant f [:v”, w0(xt), ﬁl(ﬂl)} Pour passer d’une intégrale sur 7% & une intégrale sur 7*
dans la définition (3.31) nous avons effectué I'intégrale sur 79, puis nous avons remarqué que la
norme de 7%, c’est-a-dire \/mim;, vérifie \/mim; = fr0 = \/(79)2 — m2, et nous avons donc utilisé
des coordonnées sphériques. Nous pouvons effectuer un changement de variable dans I'intégrale
en utilisant d(37°) = dn®/3, pour retrouver la forme standard dans la littérature

T“b(x“):/f(:L'“,7ri)(770)367L”7Lbd770dQ. (3.32)

Cette formulation, plus pratique pour les calculs, a néanmoins l'inconvénient d’obscurcir la
signification de la fonction de distribution, puisqu’il s’agit de la densité de probabilité de trouver
en un point de Pespace-temps donné une particule d’impulsion 7*. On définit alors la moyenne
d’une quantité physique tensorielle par

(X) E/f(x“,yr")x(wi)(ﬁ i=/f(ac“,7r0,ﬁi)X(wO,ﬁi)(ﬂr0)2d(/37r0)dﬂ. (3.33)

11 s’agit ici d’une moyenne sur toutes les particules se situant en un point (¢,x) de l'espace a ne
pas confondre avec les moyennes stochastiques introduites dans la section 3.2.1. Par définition,
le champ de tétrade é, correspond & un observateur comobile avec le fluide si les composantes du
tenseur énergie-impulsion dans cette tétrade satisfont 7% = 0. La densité d’énergie, la pression

4. Nous utilisons la convention qui consiste a utiliser les deux hyperboloides de masse, c’est-a-dire que
fla*, —n% 7% = f(a",7° %), ce qui revient & considérer la moitié¢ des photons normalement orientés vers le
futur comme étant orientés vers le passé, afin d’avoir une fonction de distribution plus “symétrique”.



Théorie cinétique 43

et la pression anisotrope mesurées par un tel observateur sont alors données par
p = TO= /f(x“,‘/ro, )0 (B70)2d(Br°)dQ = (x°)
T 1 iy 2. 0 2 LT32 0
P = ST [ gm0, 080 (6a) 2 (Br0)d02 = 5 (5x")
Ml = TV psi = / Flat, 70, 78)B2a09) (Br0)2d (Br0)de2
= (B%li7), (3.34)
avec nli) = (ﬁiﬁj - é&”) On retrouve bien la relation (3.30). ¢’est-a-dire que le tenseur énergie-
impulsion se décompose en toute généralité selon

- [(P + p)Oads + Py + 520017 | &,8, . (3.35)

Dans une tétrade quelconque e, qui peut étre obtenue a partir d’une transformation de Lorentz
ea = €L, en définissant U® = A%, le tenseur énergie-impulsion s’écrit grace a la propriété
A@ Abdnczi — nab

(&

= [(p + P)UU? + Py + H“b] oy avec 11" = A%AYTI (3.36)

En pratique on choisit cette tétrade telle que € ~ dn. Nous détaillerons cette construction dans
la section 5.2.

3.3.2 Perturbations de tétrades

Lorsque l'on s’intéresse a un espace perturbé, on décompose les tétrades en perturbations
selon
€q = €q + 0€q, (3.37)

de telle sorte que la relation de normalisation (3.25) soit satisfaite. Les perturbations de la
tétrade peuvent étre exprimées en fonction de la tétrade de fond selon

ea = Rl&, =28k RSP=8SRE=0", (3.38)
c’est-a-dire en notant R, b— R b R((,l)b
beq = RME,  seb = &28(Vb (3.39)

R et son inverse S représentent la transformation nécessaires pour passer de la tétrade perturbée,
a la tétrade de I'espace de fond. La condition de normalisation fixe nécessairement R 1) €t S(ap)-
La partie antisymétrique peut étre choisie si 'on se donne une prescription, car elle correspond
a la liberté de transformation de Lorentz dans le choix du champ de tétrades. La transformation
de Lorentz peut étre choisie si nou% fixons systématiquement le choix de la tétrade de telle sorte

que €® ~ d7, ce qui implique R 8(1 = 0. Quant a la liberté de rotation, on la fixe en
choisissant RE 0= S[% = 0. Plus de détails peuvent étre trouvés dans [Durrer & Straumann 88,
Durrer 94, Pitrou 07].
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3.3.3 Equation des géodésiques

Une particule d’impulsion p#0,, = %, (un photon si 'on s’intéresse & ld fonction de dis-
tribution de la radiation) suit une geodemque Sa trajectoire est donnée par 922 — pi on s est
un parametre affine le long de la trajectoire. De plus, le long d’une tra_]cctoue géodésique, le
vecteur tangent est transporté parallelement, ¢’est-a-dire

l/ v v
PV upY = % + Fl’;ﬁpapﬂ =0, avec (11% = p“% . (3.40)
Etant donné que nous avons choisi d’utiliser les impulsions dans une base orthonormée, il nous
faut transposer cette équation géodésique dans la base orthonormée. On peut montrer qu’elle se
récrit alors
% + WhaeTT® = 0,  avec dﬂ-: = ﬂbacbﬂ'a, (3.41)
oll les wgpe sont les connections affines dont les expressions sont détaillées dans ’appendice B.2.
On peut donc extraire les perturbations ordre par ordre de cette équation en utilisant les ex-
pressions de perturbation des connections. On a donc pour I’évolution de I’énergie 7° & 1'ordre
le plus bas

© . o
(E) = (2)001'7!'071'1 -‘r(:)i()jﬂ'zﬂ'] . (342)
Cependant nous souhaitons connaitre I’évolution en fonction de 7. Nous utilisons donc
d
cTZ =p° = n%2 (3.43)
qui a l'ordre le plus bas implique g—; = 5. Avec les valeurs données dans I'appendice B.2, on
obtient donc quelle que soit la masse de la particule
dTl’U (0) .
— ] = -Hr"n,. 3.44
() "', (3.44)

L’expression générale pour une particule de masse m s’écrit dans la formulation de la relativité
restreinte ©

<d’r ) - e Yo gl o B e (3.45)

dn dn 72 dn

On retrouve donc que I'énergie 7° = ym d’une particule massive non relativiste, c’est-a-dire telle
que B < 1 ne varie pas au cours de 1’évolution. Pour une particule massive on peut exprimer
les dérivées en fonction du temps conforme 7 en fonction du temps propre de la particule 7 en
utilisant dd—_r = 7dn Pour la radiation, 5 = 1 et on retrouve la loi du décalage vers le rouge
d(am®)

T = 0. On montre aussi que
drk © 0_i i HrOrk dnk © H
—_— = —Qpgim™ T — Wy = ——0o > —_— =——n". 3.46
( ds > 0ki ikj a d77 72 ( )
Cette relation, une fois projetée sur n; redonne g = —Hf3/7?, et on en déduit également qu’il

n’y a pas de changement de direction a I'ordre le phlb bas puisqu’elle implique également

(W) —0. (3.47)
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Pour les particules massives, 'impulsion s’aligne avec le flot de Hubble, tandis que n’ est constant
pour les particules sans masse puisque 7 = 00, ce qui se comprend, puisque dans le cas des
photons ce vecteur est soumis & la contrainte n‘n; = 1. En répétant cette procedure au premier
ordre, c’est-a-dire en utilisant

An° 1) ) o
((%) = Jru.)(g}),)ﬂroﬂZ + wﬁé}wzﬂ], (3.48)

ainsi que la relation valable jusqu’au premier ordre entre 7 et le parametre affine s

ds a
(%) = F(l + @), (3.49)
on obtient
d7r0 (1) . . P
(d—n> =7 [-n'0;® + W'n'n; — Ejn'n’] . (3.50)
On peut récrire cette équation sous la forme
a0\ M ) o
<d7> =70 [-BA'0;® + B* (V' — Ejjn‘al)] . (3.51)

Cette équation d’évolution pour l’énergie implique que 1’évolution de la norme de la vitesse
satisfait au premier ordre

dg (1) 1 An0 1) 1 N , o
(@) =5\ ) = op ot B (Y - Eyatal)]. (3.52)
En ce qui concerne ’évolution de la direction 7%, on la déduit de
drk\ M 1) i 1) i 1) i 1
<¥> = 7w(()k)i7r'7r0 — wgk;w’ﬂ'] — wikgﬂ - w(()kz)ﬂ'oﬂo, (3.53)

et on obtient en utilisant la définition L¥= §7 — Aipd,

Sy (1)
dn’ y 1 ok : .
( . ) ST (ﬁajw +50,% + Ejyin ) — 280 Eyy; 1% (3.54)
On a utilisé ci-dessus la définition X[;;; = % (Xij — Xji). Tout d’abord on remarque qu’en com-
binant cette équation d’évolution de la direction avec ’équation d’évolution de la norme de la
vitesse (3.52), on obtient pour une particule non relativiste (8 < 1)

d (Bnt)
dn

=-9;D. (3.55)

On reconnait 1’équation obtenue en mécanique Newtonienne puisque la vitesse est n* = Sn'
et @ s’identifie au potentiel gravitationnel. On remarque également que pour le cas f = 1,
Pexpansion ‘H n’intervient pas car deux espaces reliés par une transformation conforme ont les
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mémes géodésiques nulles et 1'espace-temps de Friedmann-Lemaitre est conforme & l’espace de
Minkowski.
Le cas de la radiation correspond & 8 =1 et '’équation d’évolution de I'énergie (3.51) s’écrit

dans ce cas (an)
dIn(an do ™
——t = |—— 4+ &+ V' — E.A'W . 3.56
dﬂ d77 i ( )
Pour un observateur dont le quadrivecteur vitesse U, correspond & une vitesse v’ par rapport &
e, c'est-a-dire U, = 60 + 6Lv;, 'énergie du photon mesurée est 7%U,. En définissant

(am®Uq)lo _ 1+ g,
(am?U,) e~ 14 0g,

) (3.57)
on obtient au premier ordre
gy — 0g. = —[® + i) + / (@' + W' — Ej;ja'/) dn, (3.58)

ce qui a déja été obtenu dans I’équation (3.7) sans passer par 1'utilisation de tétrades. De plus,
si on néglige 'effet des ondes gravitationnelles, I’équation de déviation prend la forme

(dn> = 119 (U + D), (3.59)

qui est le résultat standard des effets de lentille gravitationnelle sur la radiation, utilisé par
exemple pour les effets de lentilles faibles [Hockstra et al. 06].

3.3.4 Terme de Liouville

L’équation d’évolution de la fonction de distribution est donnée par 1’équation de Boltzmann

L[f] = C[f] (3.60)

ou L[f] est Popérateur de Liouville relativiste qui décrit I’évolution dans ’espace des phases, et
C[f] est le terme de collision qui intervient lors d’un description multifluide en intéraction. En
utilisant le champ de tétrades comme base de I'espace tangent, le terme de Liouville s’écrit

_df ﬁdx“ of dn®
L= dp — Qxzr dn ' Ome dn (3.61)
_ of  of % aifdﬂ'o af da’ (3.62)

on " oxidy | 90 dn | 9aidn

Plus rigoureusement I’équation précédente est satisfaite par dp (7%, —m?) f mais comme d’apres
I’équation des géodésiques (3.41) %ﬂa = 0, ce terme se factorise dans I’équation de Boltzmann.
En utilisant les résultats de la section précédente ainsi que la propriété f = f(n,7"), on en

déduit que cette équation s’écrit pour I'espace de fond

20/

55" (3.63)

Ll = g;; YA
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. . . . i
Au premier ordre, nous n’avons besoin de I’équation donnant %’ que sur 'espace de fond car f
ne dépend de n’ qu’a partir du premier ordre. On obtient alors

a5 )f

501
LOf] 0 on 000

+ B 9;6W f — Hr 052
af

+ [-pA10;@ + 5% (V' — Ejital) | 70 o (3.64)

Le cas de la radiation auquel nous nous intéressons plus particulierement s’écrit en prenant § = 1

= of 0 Of
L = .
1 = G- (3.65)
AW f ; s f af
1 _ . 1 0 . 0
L()[ﬁ = Tn"'”]aj‘s()f_?'[ﬁw-‘r[ 73@4—(‘1’ E’nl )}T(‘ 770"
(3.66)
3.3.5 Terme de collision pour la radiation
Le terme de collision est de la forme
_dfy df-
Clfl= QA (3.67)
ou % et dfn’ sont respectivement le taux entrant et le taux sortant résultant des intéractions

baryons-photons par diffusion Compton. Pour le terme de collision de la radiation, ces expressions
sont plus facilement exprimées dans le référentiel ou les baryons sont au repos qui correspond &
la tétrade &, = epAL,, ot Ab, est la transformée de Lorentz permettant de passer du réferentiel
des observateurs comobiles au réferentiel des baryons. On relie la fonction de distribution dans
ces deux bases par f(z#, 7*) = f(z*,7), et donc

Flat, 5 = exp | (A — 05) o | F(a, 7, (3.68)

ou dans le développement en puissance de '’exponentielle, les dérivées partielles doivent eétre
ordonnées & droite afin de n’agir que sur f. Au niveau de I’espace de fond on a f(z*, %) =
f(z*,7%). Au premier ordre on a

5(1)]?(96;1,7”{1) _ 5(1)f(xu7 @ 4 szffmaaof(x”’ﬂo)' (3.69)
yis

La limite & basse énergie de la diffusion Compton, pour laquelle I’énergie des baryons est assi-
milable & leur énergie au repos, est la diffusion Thomson. Le terme de collision au premier ordre

[ltzykson & Zuber 80, Peskin & Schroeder 95], dans les bases €, et e, respectivement, s’écrit
(1) 5 = i’ = ; 3 i azqr
(1) — & 1) F(70 _ M F(70 2 (i) bl 9
eWifm) = # [ [f070 ") - 600 (14 3 ) T (3.70)
- . . _ » dZQ/
cW[f()] = 7 / [6(1)f(7r0,n’ )= 6W p(a0 nt) — TrO’rLivz(l)—aiof(x“,wo)] <1 + %n<”>n/<m> o
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3.3.6 Hiérarchie de Boltzmann et lien avec les observations du fond diffus

Dans le cas de la radiation, on mesure I’énergie bolométrique, c’est-a-dire ’énergie dans
toutes les longueurs d’onde. On définit donc la brillance bolométrique par

I(z*,n') = 47r/f (z*, 70, n?)(n0)2dn® (3.71)
W (@t nt) = 47r-/6(1 f(xt, 70 n®) (n°)3dn".

En intégrant 1’équation de Boltzmann sur 79, on en déduit que la brillance satisfait les équations

d’évolution ordre par ordre [Ma & Bertschinger 95]

%,I] —4HI =0 (3.72)
9 ( 1 1 1 1
<an+n3>—4 +HIW 4 (0000 — W i) ) T = <>[z] (3.73)
e a2Q a20
1 _ 1 1 i(1) 3 i g 1
ez =+ [/I( >H —ZW 4 40V, 4 Jntn? /Z( >n<mg] . (3.74)

On peut définir un contraste de température directionnelle © comme dans la section 3.1 qui sera
relié & la brillance par
71

0= T (3.75)
Le terme de collision au premier ordre dérivé ci-dessus n’introduit pas de distorsion spectrale si
bien que le spectre de corps noir n’est pas modifié par les intéractions baryons-photons. Or nous
avons vu que la libre propagation des photons n’introduit pas non plus de distorsion spectrale
si bien que le spectre de corps noir est conservé, et la température suffit a caractériser de fagon
unique la fonction de distribution. Ceci justifie donc qu’on puisse parler de température pour
décrire la fonction de distribution. Au second ordre dans les perturbations ce résultat ne sera
plus valable, méme dans la limite basse énergie de la diffusion Thomson [Bartolo e/ al. 06]. On
peut décomposer la dépendance directionnelle de la brillance et similairement du contraste de
température en multipoles selon

ACIET 1)—2/\4(” (@i, (3.76)

i1 ..0p
ol les moments de ce développements sont symétriques et sans trace. Les trois premiers moments
peuvent étre reliés au tenseur énergie impulsion

7001 — A1)
70— pg)

T = A, (3.77)
Apres étre passé en espace de Fourier
1) &’k 1) )
MEI (%) = / (Qﬂ):;/zMgl (k) exp (ikx), (3.78)
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on peut extraire successivement les multipoles de I’équation de Boltzmann. Pour 1’équation du
premier ordre, on obtient une succession d’équations différentielles qui couplent 1’évolution de
Mill)@,, a Mgll,),ip,l et Mgll?'ip+l. En utilisant les relations (3.77), les deux premiers multipoles de
I’équation d’évolution (3.73) permettent d’obtenir pour la radiation I’équation de conservation et
I'équation d’Euler (2.88). Par la méme méthode on retrouve ces mémes équations de conservation
et d’Euler (2.89) pour la matiere baryonique. Si on néglige les termes de collision, il s’agit
des équations (2.25) et (2.26) dérivées dans approximation fluide. Inversement, ces termes de
collision permettent de donner la forme des forces entre les différents fluides définies par les
relations (2.20). Nous verrons dans la section suivante pourquoi la description fluide peut étre
retrouvée a partir de l'approche cinétique. Une autre possibilité pour extraire la dépendance
directionnelle consiste a considérer une décomposition sur la base des harmoniques sphériques
qui a une relation bijective avec la décomposition en tenseurs symétriques sans trace [Thorne 80].
On définit alors

d*k .
0% = [ G ST -
T tm

47
20+ 1

exp (ik.x) Yy (n), (3.79)

et on emploie une définition similaire pour le contraste de température en définissant les
(—)E:YZ (n,k). On obtient alors une série infinie d’équations différentielles couplées indexées par
¢ et m. On peut montrer que seuls les multipdles satisfaisant |m| = 0,1,2 seront non nuls. 11
est ensuite possible de déduire les Cy des propriétés statistiques des 61(71,3(777 k). Une résolution
correcte des équations donnant la dynamique de ces quantités nécessite de considérer la polari-

sation de la radiation. Plus de détails peuvent étre trouvés dans [Riazuelo 00, Hu & White 97a,
Peter & Uzan 05]. De plus, une fois ces équations établies, il faut pouvoir les intégrer numérique-
ment. Une solution efficace algorithmiquement a été développée dans [Seljak & Zaldarriaga 96].

3.3.7 La limite fluide de ’équation de Boltzmann

Nous suivons essentiellement [[Zhlers 71] pour montrer que 'équation de Boltzmann implique
I’équation de conservation du tenseur énergie-impulsion. En multipliant I’équation de Boltz-
mann (3.61) par dp(n®m, — m?), puis en multipliant encore par j—;’ﬂl’ et en intégrant sur les

quadri-impulsions 7%, on obtient

of ozt 3f@7 b d_ 2yq4 _
/{5z“ 55 " ra Bs C[f]:|ﬂ'5D(ﬂ'd7T m*)d'r = 0,

a-f ono_ ﬁ e_f b d_ . 2\34 _
/ L%cl‘p a Weal T Clf]| n°0p(mgr® — m*)d*xm = 0,
/ {350 frt+ fw“ajﬂ'f + fweppmen! — C[f]] 70p (mgm? —m?)d'n = 0.

Nous avons utilisé 1’équation géodésique (3.41) pour passer de la premiére & la seconde ligne,
puis pour passer de la seconde a la troisieme nous avons intégré par parties et utilisé le fait que

d
Eﬁp(ﬂdﬂ'd —m?) =0. (3.80)

On reconnait alors I’équation de conservation

e, T + w8 TP 4wl T =V, T = Q" avec Q'= /C[f]frbéu(wdwd —m?)d*r. (3.81)
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Si b = 0 cela correspond au moment le plus bas et on retrouve ’équation de conservation
tandis que pour b = i on retrouve I’équation d’Euler. Il faut cependant veiller au fait que cet
indice b correspond a la base de tétrade et donc lorsque 'on souhaite retrouver 1’équation de
conservation (2.25) et 'équation d’Euler (2.26) qui sont exprimées dans la base associées aux
coordonnées, il faudra utiliser le champ de tétrade pour effectuer la conversion, c’est-a-dire
projeter avec (ep)". Ceci est expliqué en détails dans I’approximation fluide effectuée dans la
section 5.2.

3.3.8 Conclusion

Nous avons résumé au cours de ces trois derniers chapitres le modele standard du big-bang
chaud pour l'espace de fond, la croissance des perturbations de métrique ainsi que les per-
turbations du fond diffus cosmologique. Evidemment ces aspects sont imbriqués puisque pour
déterminer la croissance des perturbations de métrique il faut connaitre le tenseur énergie impul-
sion des différentes especes remplissant 'univers. Si pour certaines espéces, une approximation
fluide suffit amplement (matiére noire) une description statistique est requise pour la radiation
et la matiére baryonique ainsi que les neutrinos. Comme nous I’avons déja évoqué a la fin de
la section 3.2.2, la résolution de cet ensemble d’équations est nécessairement numérique. Ce-
pendant, elle nécessite d’abord de connaitre les conditions initiales loin dans ’ére de radiation.
Inversement, on peut déterminer ces conditions initiales en recherchant le meilleur ajustement
aux observations, mais alors elle restent inexpliquées par le modele. Le mécanisme de l'infla-
tion, dont nous allons donner les grandes lignes dans le chapitre suivant, permet d’apporter
une réponse au probleme des conditions initiales tout en résolvant les problemes de platitude et
d’isotropie du big-bang chaud.
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L’inflation standard
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Les problemes du big-bang chaud trouvent une résolution élégante si I’on suppose que celui-ci
a été précédé par une ere d’expansion accélérée. La conséquence de cette phase est d’étendre
la zone en contact causal avant le découplage de telle sorte que tout l'univers observable soit
bien plus petit qu'une telle zone. Le probleme de la platitude est alors résolu car la matiere
permettant une telle phase accélérée satisfait nécessairement w < —1/3 et donc sa densité
d’énergie diminue moins vite que 1/a2. Le terme de courbure Qx dans 1’équation de Friedmann
décroit alors plus rapidement que celui du contenu matériel et son importance relative décroit.
Si Iinflation est soutenue par une matiere dont la densité d’énergie ne se dilue quasiment pas,
c’est-a-dire w ~ —1, alors I'importance relative de la courbure par rapport au contenu matériel
va comme ~ a~2. Méme si dans I’ere de radiation et 'dre de matiére ce comportement s’est
inversé, avec une phase d’inflation suffisamment longue on explique la valeur encore tres basse
de la courbure. Basé sur ces motivations, le premier modele d’inflation avec une interprétation
physique claire a été proposé dans [Guth 81] afin de résoudre le probleme de la platitude et
de I’horizon. La théorie des perturbations pendant I'inflation a ensuite été développée presque
aussitot [Mukhanov & Chibisov 81] et a permis de donner une explication simple aux condi-
tions initiales des perturbations du big-bang chaud en plagant leur origine dans les fluctuations
quantiques. Les premiers modeles d’inflation supposaient tout de méme que 'univers était dans
un état d’équilibre thermique préexistant, et suffisamment homogene sur de grandes échelles
pour survivre jusqu'au déclenchement de la phase d’inflation. Ce probleme a été résolu avec la
théorie de I'inflation chaotique selon laquelle I'inflation peut débuter méme si 'univers n’est pas
en équilibre thermique. Dans ce cas, I'univers observable est alors issu d'une cellule de taille
sub-Planckienne et ses conditions globales aujourd’hui sont issues des conditions locales quan-
tiques d’alors. Le modele le plus simple d’inflation chaotique est celui de I'inflation & un champ
en roulement lent. Nous allons décrire rapidement ce modele ainsi que ses prédictions pour le
spectre des anisotropies primordiales.
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4.1 Phénoménologie

La période d’inflation peut étre décrite dans les modeles les plus simples avec un contenu
matériel qui se réduit & un champ scalaire évoluant sur un potentiel V(y). L’action d’Hilbert-
Einstein associée est alors

1 1
S = / <ER - gaugo(?“go - V(ga)) V—gd*x

/ Ld*x. (4.1)

En variant cette action par rapport a la métrique, on obtient 1’équation d’Einstein avec un
tenseur énergie-impulsion donné par

1
Thw = 0pp0up — guv <§0as00" + V(s@)) . (4.2)

Si on sépare le champ scalaire en une partie de fond @ et une partie pérturbée d¢p, alors on
obtient sur le fond

p=3F V@), P=1F V(@) (43)

Ces quantités doivent ensuite étre utilisées dans les équations de Friedmann-Lemaitre (1.17).
L’équation de conservation est alors I’équation de Klein-Gordon

$+3Hp+V, =0, (4.4)
av
a5
que le terme cinétique, on peut obtenir une pression négative, c’est-a-dire un type de matiere
dont la densité d’énergie se dilue moins vite que la matiére froide. De plus si $? < V(¢), alors
p+ 3P <0 et donc on obtient une phase accélérée, i > 0.

La dynamique du champ scalaire de fond posséde un attracteur [Uzan & Lehoucq 01]. Sur cet
attracteur le champ est en roulement lent le long de son potentiel si bien que ¢? < V et < 3H@.
On obtient alors P ~ —p et on a donc quasiment affaire & une constante cosmologique. Afin de
quantifier plus précisément ces rapports, on introduit les parametres de roulement lent

ouV, = . Au niveau de I'espace de fond on remarque que pour un terme potentiel plus grand

s

H 32
- = e = 4.5
‘ - Igqve (45)
5 = 7}%, (4.6)

qui permettent ainsi de ne pas avoir a décrire explicitement la forme du potentiel et qui sont
infinitésimaux sur I'attracteur. Les prédictions des modeles d’inflation seront données en fonction
de ces parametres de roulement lent. L’intérét de ne pas utiliser une pure constante cosmologique
réside dans le fait que la sortie du régime d’inflation se fait lorsque la condition de roulement
lent n’est plus satisfaite et que le champ est dans la partie basse de son potentiel. L’avantage
de lui donner une structure dynamique a travers un champ réside aussi dans le fait qu'on va
s’intéresser a la dynamique des perturbations d¢. Nous allons maintenant voir comment évoluent
ces perturbations mais aussi par quel moyen nous pouvons obtenir des prédictions en fixant des
conditions initiales adéquates pour la perturbation du champ scalaire.
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4.2 Quantification de l’inflaton et spectre primordial

Dans ce qui suit on ne travaille qu’au premier ordre en perturbations. Nous avons déja vu
qu'il y avait quatre degrés de liberté de perturbations scalaires de la métrique, auxquels s’ajoute
un degré de liberté scalaire du champ lui méme. Deux de ces cing degrés sont des degrés de liberté
de jauge et ne sont pas physiques tandis que deux autres sont déterminés par des équations de
contraintes, c’est-a-dire des équations non dynamiques qui sont les équations (2.21) et (2.24).
Nous n’avons au final qu'un degré de liberté dynamique scalaire et nous cherchons a l'isoler. On
introduit la perturbation du champ en jauge plate

Q5599+£\I/:599+£,\P (4.7)
H "
ainsi que la perturbation de courbure comobile
H H
RE\IH—a&p:gQ. (4.8)
En introduisant les variables
2a® 74 1
“57@17 Z=ag, (95;, (4.9)

et en utilisant les équations de fond, on peut récrire la perturbation de courbure comobile selon
R = 0u’ — 0'u. Si on définit la variable

v=2zR=aQ, (4.10)
alors cette relation se réduit a la relation simple entre u et v
2v = (uz). (4.11)

v (ou v/a) est appelée variable de Mukhanov-Sasaki [Mukhanov 85, Sasaki 86]. En utilisant
léquation (2.22) avec I’équation de Poisson (2.21) pour fermer 1’équation en ®, on montre que
I'introduction de toutes ces quantités permet de reformuler le résultat selon

0//
R =0Au=u" — <A tg)u= 0. (4.12)
Cette équation est une équation de type oscillateur harmonique, mais avec un terme de masse
variable. La relation (4.11) permet également de déduire I’équation dynamique de type oscillateur
harmonique pour v

Z”
v — (A + 7) v=0. (4.13)

En ce qui concerne les modes tensoriels, nous avons deux degrés de liberté dynamiques a identi-
fier. Dans l'espace de Fourier !, on introduit deux vecteurs unitaires eil et e? de I'espace orthogonal

1. Les fonctions explik.x] sont fonctions propres du laplacien et constituent une base orthogonale compléte
pour décomposer toutes les fonctions. Une base de fonctions orthogonales & valeurs vectorielles et tensorielles peut
étre construite & partir de cette base en la multipliant par les vecteurs et tenseurs de polarisation appropriés.
Cependant cette décomposition suppose que la topologie de I'univers est triviale, c’est-a-dire que I'univers est plat
et infini. Pour un univers plat mais fermé seuls certains modes interviennent dans la décomposition en modes.
Pour le cas non plat, il faudra travailler avec une autre base de fonctions propres du Laplacien.
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a k' (kie} = k'e? = 0). On définit ensuite les tenseurs de polarisation
e} e? +€? ejl-
V2

qui sont sans trace (g;;77 = 0) et transverses (;;k* = 0). On peut alors décomposer E;; selon
cette base

=", & (4.14)

E;j = E+gi+j + Bxel. (4.15)

En introduisant a a
By = ﬁ Hx = ﬁEx s (416)

Iéquation dynamique pour E;; implique I’équation dynamique

Ey,

(A a—ﬂ = 4.1
I +a n=0 (4.17)

qui est satisfaite pour g4 et px.

Nous avons donc identifié des degrés de liberté dynamiques (u et v) pour les perturbations
scalaires, ainsi que la relation pour passer de I'un a l'autre mais rien ne permet de privilé-
gier 'un sur 'autre ou méme éventuellement sur les éventuelles combinaisons linéaires qu’on
pourrait construire, si 'on souhaite ensuite batir une théorie quantique [Deruelle ef al. 92]. De
méme nous avons identifié facilement les degrés de liberté dynamiques correspondant aux ondes
gravitationnelles et toute combinaison linéaire posseéde la méme dynamique. Cependant si ’on
souhaite hiérarchiser les degrés de liberté scalaires, il faut s’intéresser directement a ’action
plutét qu’aux équations d’Einstein qui en résultent. On peut alors identifier les degrés de liberté
dits canoniques.

En effet, en perturbant l'action (4.1) au second ordre dans les perturbations, on peut la

récrire & des dérivées totales pres sous la forme[Mukhanov et al. 92]
1 . S .
s@ = 5/(‘17](‘13)( {(1}’)2 + 0 — 9wd'v (4.18)
z

" "

1 2 . 2 a ;
+§/dnd3x [(#L) = O+ ()" ek - 0i#xall‘><} .

On définit a partir du développement ci-dessus le lagrangien

" . (1// . (1// .

= 0+ ()" + 2 = 0D+ () + i~ |
(4.19)

La perturbation de l'action a l'ordre deux fait donc intervenir I’action de trois champ scalaires

libres avec masses variables. Dans le régime o1 2”/z < k? cette équation s'identifie & celle de trois

champs scalaires libres dans un espace de Minkowski. Nous allons donc appliquer la procédure

standard de quantification en s’assurant de retrouver cette limite. Nous promouvons v au rang

d’opérateur ? selon

z

z

1
L? = 3 [(’U/)2 +

o(n,x) = /d3k [{zkvk(n) exp(ik.x) + &va((n) exp(—ik.x) (4.20)

2. Nous travaillons en représentation de Heisenberg.
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o les fonctions vk (n) satisfont

Z//
vk + <k2 - —) v =0. (4.21)
z
Le champ conjugué a v(n,x) est m(n,x) = ‘Sﬁf) = v/(n,x), et il est aussi promu au rang

d’opérateur de maniere similaire. On impose donc les relations de commutation
[0(n, x), 7 (n, %)) = 108 (x — X). (4.22)
En imposant les relations standards sur les opérateurs de création et d’annihilation
line, 4] = o (k — &), (4.23)
cela implique que les fonctions vy (n) doivent étre normalisées selon

ok(m)vic (n) = vie(m)vie(n) = 1. (4.24)

Puisque ’on souhaite retrouver la limite du vide d’un espace de Minkowski lorsque 2”/z < k2,
qui est équivalente & kn — —oo, alors on impose dans cette limite

vk(n) — \/% exp (—ikn) . (4.25)

En définissant le Hamiltonien * par une transformation de Legendre selon
H(n) = / Hd®x = / (v'r - £) d*x, (4.26)

ainsi que H® associé, alors 'équation d’évolution (4.21) des modes vk prend la forme d’équations
d’Heisenberg . A
o =iHO (),0], & =i[HP (@), 7]. (4.27)

On applique une procédure similaire pour quantifier 14 et px et les évolutions de modes pi i
et iy k doivent satisfaire

al/
i+ <k2 - ;> e =0. (4.28)

Une fois sur I'attracteur de roulement lent, on peut montrer que €' /H = O(e2,6%,¢d) et §'/H =
O(€?, 6%, 5¢) si bien qu’au premier ordre dans ces paramétres de roulement lent [Lidsey ef al. 97]

" 2 _ " 2 2 1
o +6€2 357 @ _ +236, z=a¥, Heamg—_ 1T (4.29)
z Ui a n VE n

Toujours au premier ordre dans les parametres de roulement lent, la solution de I’équation (4.21)
qui satisfait & la condition (4.25) est

vk (n) = 7‘_27WH1(,2(7/§77), avec vg=3/2+2—9. (4.30)

3. Ceci est équivalent & un choix du vide, c’est-a-dire un état |0) tel que ax|0) = 0, Vk, dit vide de Bunch-Davies.
4. Nous utilisons la méme lettre que pour la fonction de Hubble et il ne devrait pas y avoir de confusion
possible d’apres le contexte
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De méme pour les degrés de liberté tensoriels, la solution de I’équation (4.28) qui satisfait & la
condition (4.25) est

foc() = —”27”71{5;)(—1@77), avec vr=3/2+¢. (4.31)

Les H, l(,]) sont les fonctions de Hankel de premiere espece. On remarque que la limite asymptotique

des ces fonctions quand kn — —oo implique que

1
ks

O(n,x) = @ ~ / d’k [ak + aik] exp (ik.x) (4.32)
Dans la limite super-Hubble, les observables que I’on pourra construire a partir de la perturbation
du champ en jauge plate (Q) vont commuter entre-elles et vont donc étre interprétables comme
des variables stochastiques. De plus, le fait que ’on ait quantifié la théorie libre implique que leur
statistique est gaussienne, et il suffit de calculer le corrélateur a deux points pour la caractériser.
On définit ainsi

SR 2

(0100 l0) = & (k+K) %Pg(k) = 63 (k + ) Po(k) (4.33)
N . o2 )

ORRi|0) = 83 (k+K) ]T’gm(k) =6} (k + K) Pr(k).

On obtient plus précisément

KHZ k 25—4e

Prlb) = g () (434)
c’est-a-dire 5
kH? [k e

Pr(k) = 1B <E> - (4.35)

La procédure de quantification pour les modes tensoriels amenera les mémes conclusions avec
E./\k et Ex/\/k &laplace de Q et vy & la place vg. On définira donc

N . . A 272
(0|E4 kB 10|0) = (0] Bx kB 1]0) = 63 (k + X)) 7 Pulk). (4.36)

On déduit de (4.29) qu’a Pordre le plus bas dans les parametres de roulement lent Pr(k) =
5-Po(k), et donc

Pr =2¢Pr . (4.37)
Cependant la quantité qui caractérise les ondes gravitationnelles est non pas E, mais 2FE. On

définira donc
Pr =8Pp, (4.38)

un facteur 2 supplémentaire venant du fait que 'on veut rendre compte de la puissance dans
les deux polarisations. On aura donc au final une relation entre les spectres de puissance des
perturbations scalaires et tensorielles donnée par

Pr = 16ePx. (4.39)



La variable de Mukhanov-Sasaki en formalisme 1+3 (article) 57

De plus, on déduit des expressions de vg et v en fonction des parametres de roulement lent que
Iindice spectral est donné par

) ~ dPr _ B
ng—1 = dln(k)_25 4e
e = APr
T = d(k)

L’amplitude globale des fluctuations est dépendante de ’échelle d’inflation c’est-a-dire de la
valeur de H pendant 'inflation, mais le rapport des amplitudes tensorielles et scalaires est
directement lié au parametre de roulement lent e. On considérera ensuite que les fluctuations
sont remplacées par des fluctuations classiques d’'un champ stochastique dont les moyennes
d’ensembles (.. .) sont égales au moyennes des opérateurs correspondants dans le vides (0] . .. [0).
On utilisera le fait que la perturbation de courbure en jauge comobile R est constante pour
en déduire ses propriétés statistiques comme nous avons fait dans le chapitre 2. De plus, ce
mécanisme prédit un spectre quasiment invariant d’échelle (si on néglige les parameétres de
roulement lent) car P(k) ~ k™3, ce qui est favorisé expérimentalement.

4.3 Lavariable de Mukhanov-Sasaki en formalisme 143 (article)

Jusqu’a présent, nous avons utilisé le formalisme basé sur les coordonnées afin de traiter
les perturbations pendant l'inflation. On peut néanmoins s’interroger sur son équivalent dans le
formalisme 1+ 3. Un premier probléme apparent vient du fait que les perturbations des quantités
scalaires X dans le formalisme en coordonnées sont remplacées par des gradients spatiaux D, X.
De plus, le formalisme 1 + 3 ne fait pas référence explicitement & un espace de fond. Ces deux
différences essentielles font qu’il n’apparait pas de méthode simple pour donner un sens a une
perturbation de I’action. L’action n’est pas un champ scalaire et en considérer le gradient spatial
n’a pas de sens. On peut cependant tenter d’isoler les degrés de libertés canoniques dans le
formalisme 1+ 3 afin d’obtenir des prédictions quantitatives. On calquera alors la procédure de
quantification sur I’approche en coordonnées. Ceci est 1'objet de 'article qui suit.
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The theory of cosmological perturbations is a corner-
stone of the modern cosmological model. It contains two
distinct features. First, it describes the growth of density
perturbations from an initial state in an expanding universe
filled with matter and radiation, taking into account the
evolution from the super-Hubble to the sub-Hubble regime.
Second, it finds the origin of the initial power spectrum of
density perturbations in the amplification of vacuum quan-
tum fluctuations of a scalar field during inflation.

Two formalisms are used to describe the evolution of
perturbations. The first relies on the parametrization of the
most general spacetime close to a Friedmann-Lemaitre
(FL) universe and on the construction of gauge invariant
variables [1]. The second is based on a general 1+ 3
decomposition of the Einstein equation [2]. The philoso-
phies and advantages of these two formalisms are different.

The Bardeen formalism is restricted to perturbations
around a FL universe (with metric §,,) and expands the
spacetime metric as g, = §,, T ¥, The metric pertur-
bation is then decomposed as

Y updrtdx” = 2a*(n)[—Adn? + (D;B + B;)dx'dny
+ (Cy;j + D;DE + DE; + E;;)dx'dx’]
QY]

and the 10 degrees of freedom are decomposed in 4 scalars
(A, C, B, E), 4 vectors (E,-, B,- with D,-Bi =0,...),and 2
tensors (£;; with £f = D;EY = 0). During inflation, it was
shown that the Mukhanov-Sasaki (MS) variable v, a gauge
invariant variable that mixes matter and metric perturba-
tions, must be quantized [3-5]. This approach is thus
completely predictive (initial conditions and perturbations
evolution) for an almost flat FL spacetime. It is not
straightforward to extend it to less symmetrical inflationary
models [6,7], for which the quantization procedure has not
been investigated (see, however, Ref. [8] for nonflat FL
universes and Ref. [9] for non-FL spacetimes).

The 1 + 3 covariant description assumes the existence
of a preferred congruence of worldlines representing the
average motion of matter. The central object is the 4-
velocity u® of these worldlines together with the kinemati-
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cal quantities arising from the decomposition
Vatty = —ttgity + §0hy, + 04 + 0y, 2

where h,;, = g, + uyuy,. © = V,u® is the expansion rate,
o, the shear (symmetric trace-free with o, u® = 0), w,,
the vorticity (antisymmetric with w,,u® = 0), and u, =
u’Vyu,). A fully orthogonally projected covariant deriva-
tive D, referred to as a spatial gradient, is defined and a
complete set of evolution equations can be obtained for
these quantities (together with the electric and magnetic
parts of the Weyl tensor, E,, and H,, and the matter
variables) without needing to specify the spacetime ge-
ometry (see e.g. Ref. [10] for details). The formalism can
then be used to study the evolution of perturbations in
various spacetimes (see e.g. Ref. [11] for Bianchi uni-
verses) and beyond the linear order in the case of almost
FL universes [12,13]). In this case, the perturbation varia-
bles have a clear interpretation and have been related to the
Bardeen variables both for fluids [ 14] and scalar fields [15].
On the other hand, the scalar-vector-tensor decomposition
is not straightforward [16] and the analogue of the
Mukhanov-Sasaki variable v has not been derived so that
it is difficult to argue which quantity must be quantized in
this formalism.

The goal of this article is to identify this variable in the
1 + 3 covariant formalism. In Sec. I, we recall the con-
struction of the Mukhanov-Sasaki variable. We then iden-
tify in Sec. II its counterpart in the 1+ 3 covariant
formalism for an almost FL spacetime. Section III ad-
dresses the question of gravitational waves. Finally, we
conclude on the use and possible extensions of these
variables in Sec. IV.

1. QUANTIZATION OF THE MUKHANOV-SASAKI
VARIABLE

Focusing on scalar modes of the decomposition (1), one
defines the two gauge invariant potentials, & =
A+ HB-E)+B—-E) and ¥V=-C—-H(B-
E'), where J{ = a'/a. For a universe filled by a single
scalar field ¢, one can define the gauge invariant field
fluctuation Q = 8¢ — ¢'C/H . The curvature perturba-
tion in the comoving gauge is then given by

© 2007 The American Physical Society
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R=-cta22-, ®)

[
‘p/ gpI
when assuming a background FL universe with flat spatial
sections. Introducing the two variables

MEE’ gzlzﬁrzi’ )
K@ z ae ag
with k = 877G, R takes the simple form R = 6u’ — 6'u,
where use has been made of the background equation 6’ =
(—ab" + H' — H?)/ag' = —0¢"/¢' — k¢'/2a. If
we define

v=zR =aQ, ®)

it reduces to the simple relation zv = (uz)’. Thus, R’ takes
the simple form R’ = Ou’ — 6"u. Additionally, the per-
turbed Einstein equations imply that R’ = #Au. Provided
¢’ # 0, i.e. we are not in a strictly de Sitter phase, this
leads to

0//
W — (A + —)u -0 ©)
which can also be written as
2R/ = A([Rzzdn) (7)

This form is strictly equivalent to R”— AR +
2(z'/z)R' =0, that is to

ZH
v = <A + 7)1/ =0. 8

This is the equation of a harmonic oscillator with time
varying mass m> = z"/z. To show that v is indeed the
canonical variable to be quantized (contrary to u which
satisfies a similar equation with z replaced by #), one needs
to expand the action of the scalar field coupled to gravity
up to second order [5]. The standard procedure is then to
promote v to the status of an operator and set the initial
conditions by requiring that it is in its vacuum state on sub-
Hubble scales (in Fourier space, that is when kn — —00).
At the end of inflation, all cosmologically relevant scales
are super-Hubble (k1 < 1) and the conservation of R on
these scales is used to propagate the large scale perturba-
tions generated during inflation to the postinflationary eras.

II. QUANTIZATION IN THE 1 + 3 FORMALISM
A. Generalities

Let us first stress an important point concerning time
derivative. In the coordinate based approach, the dot refers
to a derivative with respect to the cosmic time. In the
covariant formalism, a natural time derivative is introduced
as u”V, which is a derivative along the worldline of the
observer. For an almost FL spacetime, it is clear that, for
any order 1 scalar quantity X, u“V,X = 9,X since u® has
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to be evaluated at the background level. It is indeed not the
case anymore for vector or tensor quantities, or at second
order in the perturbations. Another time derivative can be
constructed from the Lie derivative along u“, L,. This
derivative exactly matches the derivative with respect to
cosmic time for any type of perturbations [17]. For in-
stance, £,X, = u’V, X, + X,V,u’, and it is easily
checked that the second term exactly compensates the
term arising from the divergence of u“. We recall that the
Lie derivative satisfies

D,(X) = L,(DX) — i, X. )

Inthe 1 + 3 covariant formalism, the main equations for
a spacetime with vanishing vorticity (w,, = 0 in the de-
composition (2)) are the Raychaudhuri equation

. 1
0+ 30 =D, - g(p +3P)—20%  (10)
the Gauss-Codacci equation
@2
X =2<—?+ Kp+172>, (11)

together with the conservation equations
p+0O(p+P =0, D,P=—(p + Pir,, (12)

where 20?% = 0,,0%. For a scalar field p = ¢2/2 +V
and P = 2/2 — V with 4 = ¢. We define the scale factor
S by the relation /S = H = ©/3. The previous equations
imply that

H=—-%p -0+t pe (13)
2 6 3
and the Gauss equation leads to
K = =20(XK +2D,0%) + 2(c?) + 2007 (14)
and
D, XK = —30D,0 + 2kyD i) + 2D (0?). (15)

Let us now introduce the central quantity in our discus-
sion:

R, = %[[L(D[,G))dfr - D“(ff @drﬂ = % (16)

where 7 is the proper time along the fluid flow lines. It
follows from the identity (9) that

L,R, = —Hii, = HD.p)/, an

which is a useful relation in order to close the equations in
R, The conservation equation implies that £, (D, ¢) =
—D,(0y) which, combined with Eq. (15), gives
1 20 1
ISDUK ~20%) = U, + W[EMU,, + 5@1/‘,}
(18)
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with U, = kS%¥D, /2. Now, introducing

1 1 Db
=, _ 9,2 2_tag_p ogh\a
V,=zS |:4Da(.’K 20?%) + (o’ 6.’K D3hu ) v :|

19)

and developing £,(zU,) with the help of Egs. (13) and
(18), it can be shown that

1 vV,
L,R,= 52 der. (20)
Whatever the values taken by the shear and the spatial
curvature, this intermediary result is exact, that is valid
for any order of perturbation. Note its similarity with
Eq. (7).

B. Flat FL spacetimes

Let us now focus on homogeneous spacetimes with flat
spatial sections; this includes the FL spacetimes for which
the shear vanishes and Bianchi I spacetimes. Homogeneity
implies that the spatial gradient of any scalar function
vanishes (D,f =0, Vf) and in particular D,P =0 so
that i, = 0. Flatness implies that K =0 and that the
3D-Ricci tensor vanishes, @R, = 0, which leads to the
simplified equation for the shear:

Gt 00, =0=(c") +05?=0. (1)

This means that the only nonvanishing quantities are 0, ¢,
i, and o. At first order in the perturbations, we have to
consider the gradients of these quantities but also terms
like 1, and XK. FL spacetimes are also isotropic. This
implies that 0 =0 and S =a for the background.
Consequently, we can discard gradients of o> which are
second order. Thus, the only remaining term in the expres-
sion (19) of V, is $28?D, XK.

In order to get a closed equation for R,, we need to
express V, in terms of R, in Eq. (20). Taking the spatial
gradient of Eq. (14) and using Eq. (9) for handling the time
derivative, we obtain the first order relation:

2 2
(F2) = 2D 0 =m0 (%5
where the last equality follows from the flat background
assumption. Equation (17) and the commutation relation
$’D,D" L, X, = L,(8*D,D"X,), valid at first order, im-
ply .E“(SZDA‘“K) = £,(8?D,D"R,) which once integrated
leads to

2
% — $°D,D'R, = AR, 22)
up to a constant F, satisfying £,F, = 0 which can be

absorbed in the integration initial boundary surface of
Eq. (16). Thus Eq. (20) reads
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LR, =g f SaRar 23)

At this stage, it is useful to introduce a vector field w, =
Su,, and the conformal proper time 7 defined by Sd7 =
dr. It is easily seen that for a spatial vector (i.e. u*X, = 0)
L£,X,=SL,X,. The Lie derivative along w, matches at
first order the derivative with respect to the conformal time
7, as the Lie derivative along u, was matching the deriva-
tive with respect to the cosmic time. For scalars we thus use
the notation X' = £, X. With this definition, Eq. (23) can
be recast as

2L,R, = f 2AR,d4, 24)

which is similar to Eq. (7). By the same token, we deduce
that v, defined in Eq. (16) satisfies Eq. (8). It can be
checked that its spatial components are linked to the MS
variable at first order in perturbations by v; = d;v, and
consequently the initial conditions obtained from the quan-
tization of v can be used to set the initial conditions for v,
and then R,,. v, is thus the analogue in the 1 + 3 formal-
ism of the MS variable v in the Bardeen formalism and it
satisfies

L2(v,) — (A + Zl)va -0 25)
Z

III. GRAVITATIONAL WAVES

It can be shown that the magnetic part of the Weyl tensor
H,, is a good variable to describe the gravitational waves
[16,18], and it satisfies at first order for flat FL spacetimes

L2H,, +2L,(HH,)— AH,, = 0. (26)
E,p defined by L,,E,, = H,, satisfies
LIy +2H L, (Eyp) — ALy =0, 27)

where the integration constant is set to 0 as for the scalar
case. This is exactly the equation satisfied by the gravita-
tional waves E; ;- Indeed, these variables are linked at first
order by £,, = €“_,d.E;~, [18], where €, is a com-
pletely antisymmetric tensor normalized such that 5123 =

1. With p,p, = ﬁé‘ab, Eq. (27) leads at first order to

S//
L) ~ (A + g)mb -0 28)

which is the equation for a harmonic oscillator with a time
varying mass S”/S. Just as for the scalar perturbations
case, the quantization of the gravitational waves in pertur-
bation theory can be used to set the initial conditions for
Mqp and thus for £, and H .
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IV. CONCLUSIONS

We have identified the scalar and tensor variables that
map to the Mukhanov-Sasaki variables when considering
an almost FL universe with Euclidean spatial sections in
the 1+ 3 covariant formalism. Let us stress that in
Ref. [12], R, = —D,a (where « =1 [, @dy is the in-
tegrated volume expansion along u,) was proposed. But
clearly, this maps at linear order to d,(R — % X
JA(V + E')dn), where V is the scalar part of the pertur-
bation of the velocity. The additional term in our definition
(16) cancels this discrepancy as it can be seen from the
constraint %D,,@ = D, which implies that at first order
D,© =19,AV. Alternatively, this can be seen directly on
the expression of O in terms of perturbation variables by
use of the (0 — i) Einstein equation. The two variables
agree at leading order on super-Hubble scales.

Two generalizations with less restrictive backgrounds
can be considered: flat but anisotropic spatial sections
(K = SZTK = 0, o # 0), and isotropic but nonflat FL space-
times (K # 0, o = 0). The cornerstone of the derivation of
Sec. II is the possibility of expressing V, only in terms of
R, to get a closed equation from Eq. (20). In the first case,
two other terms in Eq. (19) contribute at first order.

zSza'zL.;,‘/’ changes the definition of the effective varying

mass, but the term %Da(oz) acts as a source on the right-
hand side of Eq. (8). This term represents a coupling of the
gravitational waves (o, at first order) with the shear of the
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background spacetime. As for £,,, Eq. (27) will be sup-
plemented with an integral nontrivial source term which
couples the background shear to the electric part of the
Weyl tensor [18]. Thus both equations are mixed with these
new source terms, which are of the same order of magni-
tude as the quantized variables. Note that this is not sur-
prising since at second order in the perturbations around a
FL spacetime the scalar and tensor degrees of freedom are
coupled [18,19]. In the second case (K # 0, o0 = 0),

§? D7z A
V, = z[IDa_’K K " :| = ZC"' (29)
The spatial gradient of Eq. (14) leads at first order to
= S’H
L,C,=—
v

where {, = D, a + Q,’f is a possible nonlinear general-

D,(DyD*) =3KL,{,  (30)

ization of the curvature perturbation on uniform density
hypersurfaces. From the conservation equation (12), it can
be shown [13,17] that ¢, is conserved (in the sense of the
Lie derivative) on large scales for adiabatic perturbations,
and thus C, is also conserved in the same sense on super-
Hubble scales for adiabatic perturbations [20]. Because of
this term, C,, cannot be expressed solely in terms of R, as
has been done with Eq. (22). Indeed, it contains an addi-
tional term involving ¢, [12].
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La théorie des perturbations linéaires cesse d’étre pertinente lorsque les perturbations ne
sont plus infinitésimales, c’est-a-dire pour d ~ 1, puisqu’alors la dynamique non-linéaire do-
mine. L’étude de la formation des structures nécessite donc d’aller au dela de la théorie linéaire.
Cependant dans le cadre de la relativité générale ceci est trés rapidement difficile. En effet la
nature intrinsequement non-linéaire émerge des que nous étudions les perturbations au second
ordre. Une solution consiste & tirer parti du fait que nous n’avons besoin du régime non-linéaire
que lorsque les structures se forment, c’est-a-dire pour de modes sub-Hubble. Or dans cette li-
mite la théorie de Newton est une trés bonne approximation de la relativité générale. On utilise
donc cette théorie simplifiée afin de pousser la résolution des équations plus loin. En étudiant
systématiquement la dynamique des modes croissants on peut développer un formalisme inspiré
des diagrammes de Feynmann permettant de décrire de maniere statistique les perturbations
de densité et de vitesse. Ce formalisme est expliqué exhaustivement dans [Bernardean et al. 02].
Observationnellement ces statistiques sont réalisées sur les catalogues de galaxies. Cependant ce
formalisme cesse d’étre pertinent lorsque ’on souhaite étudier les perturbation du fond diffus au
dela de T'ordre linéaire. Tout d’abord il est inadapté car les modes d’intérét pour le fond diffus
ne sont pas nécessairement sub-Hubble au moment du découplage et donc on ne peut utiliser
I’approximation Newtonienne. En étudiant plutot la relativité générale au premier ordre non-
linéaire, c¢’est-a-dire au second ordre on capturera donc sa nature non-linéaire tout en limitant au
plus les complications analytiques. Dans le chapitre 5 nous détaillerons comment la théorie des
perturbations linéaires peut étre étendue au second ordre. La compréhension des phénomenes
non-linéaires permettra donc soit de valider la relativité générale au dela de son approximation
linéaire ou bien de remonter aux condition initiales non-linéaires loin dans ’ére de radiation.
L’un ne s’envisage pas sans l'autre sauf si 'on montre que ces deux aspects correspondent a
des échelles bien distinctes. Nous avons vu dans le chapitre 4 que les prédictions de l'inflation a
lordre linéaire sont relativement génériques. Les différents modeles doivent prédire un spectre
quasiment invariant d’échelle car celui-ci est favorisé observationnellement et ne vont se distin-
guer essentiellement que dans la déviation légere & ce spectre (I'indice spectral). On ne dispose
donc que de trés peu de marge pour éliminer ou valider les différents modeles. Cependant si ’on
s’intéresse a la dynamique non-linéaire, alors des différences notoires vont émerger. On caracté-
rise essentiellement les conditions initiales non-linéaire a la fin de I'inflation par un parametre
noté fyi, (voir la section 7.8 pour la définition mathématique). Ce parametre permet de carac-
tériser le caracteére non-gaussien des perturbations de courbure comobile & la fin de I'inflation.
D’apres le théoreme de Wick, un champ est gaussien R(x) si les moyennes stochastiques des
corrélations de ce champ en un ensemble de points x ... X, satisfont

(R(x1) . .- R(x2p+1))
(R(x1) ... R(x2p))

0,
> I RxR&))) (4.40)

partitions paires
par paires  (i,5)

Nous constatons donc qu'un champ gaussien est caractérisé par les corrélations a deux points,
c’est-a-dire en espace de Fourier par le spectre de puissance. La déviation la plus immédiate est
donc donnée par les corrélations a trois points, appelée bispectre en espace de Fourier, et nous
verrons comment le parametre fy, y est relié. Nous avons vu qu’au premier ordre les champs
étaient gaussiens, et I’évolution linéaire n’altere pas cette propriété. Seuls des effets non-linéaires
permettent de générer un bispectre non-nul. Ces effets peuvent avoir lieu pendant I'inflation ou

66

apres. On parlera alors soit de non-gaussiannité primordiale ou alors de non-gaussianité générée
par I’évolution. On montre que l'inflation chaotique & un champ présentée au chapitre 4 prédit
un taux tres faible de non-gaussianité, c’est-a-dire fyi, < 1. Les modeles d’inflation prédisant
des taux plus significatifs de non-gaussianité font donc en général intervenir plusieurs champs
et ne prédisent pas alors des conditions initiales adiabatiques au début de ’ere de radiation.
Quant & la non-gaussianité due a 1’évolution, elle provient & la fois de la dynamique non-linéaire
de la perturbation de courbure comobile et du fait que les observables (la température du
fond diffus essentiellement) y sont reliées non-linéairement. Nous aborderons les prédictions de
non-gaussianité de l'inflation & un champ dans le chapitre 7.

Un autre probleme du modele standard réside dans le principe cosmologique. En effet, celui-
ci est postulé mais nullement démontré. En principe le mécanisme de l'inflation donne une
explication satisfaisante puisqu’on peut montrer que pendant la phase d’inflation toutes les
anisotropies sont effacées et que 'univers a été homogénéisé pendant cette période. Néanmoins,
nous avons di considérer que l'univers était asymptotiquement (¢ — 0) isotrope et homogene
afin de pouvoir quantifier les perturbations. Une autre voie pour étendre le modele standard
consiste non pas a raffiner les perturbations en dépassant la théorie des perturbations linéaires,
mais plutdt a étudier des espaces de fond plus généraux ainsi que la cosmologie qui s’en suit
afin d’obtenir des contraintes expérimentales sur le principe cosmologique. Nous avons pour cela
étudié les espaces anisotropes et nous présenterons les résultats obtenus dans la partie III.
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La théorie des perturbations dans le régime
non-linéaire
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5.3.3  Un exemple simple : la perturbation au premier ordre du scalaire de Riccil08

5.1 Problématique

Lorsque nous avons perturbé la métrique (2.11), nous avons utilisé seulement six des dix
degrés de liberté. Ceci se justifie par la notion de choix de jauge. Pour pouvoir parler de pertur-
bation, il faut établir une relation entre espace de fond et espace perturbé. Cette relation entre
espace physique et espace de fond correspond a un choix de jauge. Pour cela, on plonge 'espace
physique Mpys et I'espace de fond My dans un juxtaposition d’espace-temps. Mathématique-
ment on consideére un espace produit

N=Mx[0,1] avec (M,0)=My (M,1)=Mppys. (5.1)

Comme [0, 1] possede une structure de variété différentielle canonique, N est une variété dif-
férentielle & cing dimensions. On utilise alors un champ de vecteur X (sur ') normal & tous
les espace-temps quadridimensionnels (M, \), c’est-a-dire tel que la cinquieme coordonnée soit
non-nulle, afin d’identifier les points de l’espace physique et de 'espace de fond ainsi que de
tous les espaces intermédiaires de cette construction. En effet ce champ de vecteur définit des
courbes intégrales et chaque courbe intégrale passe par un point et un seul pour chaque (M, \).
Si de plus X* = 1, alors les courbes intégrales de X permettent de mettre en relation tous les
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espace-temps entre eux, notamment ’espace de fond et 1’espace physique. On parle alors d’un
choix de jauge. Un champ vectoriel satisfaisant ces propriétés n’est pas unique si bien que l'on a
une liberté dans l'identification des points des différents espace-temps. Il s’agit de la liberté de
jauge. Un changement de jauge, c¢’est-a-dire le choix d’un champ Y plutét que X pour identifier
les points des espace-temps est intrinsequement différent d’un changement de coordonnées. En
effet sa signification est géométrique et ne dépend donc pas du choix des coordonnées. On pré-
sente sur la figure 5.1 deux choix de jauge possibles pour identifier les points d’un espace-temps
de fond et ceux de I'espace-temps physique, représentés en une dimension pour les besoins du
schéma. Les deux jeux de coordonnées résultants sont également mentionnés et il va donc falloir
savoir comment passer de 'un a ’autre. On remarque graphiquement que cela consiste a changer
les coordonnées sur l'espace de fond tout en les maintenant sur 1’espace physique. Ce change-
ment de coordonnées va étre construit a partir du champ &€ =Y — X. Il est tres important de
comprendre que cette situation est tres différente d'un simple changement de coordonnées dans
une méme jauge. En effet, nous présentons sur la figure 5.2 un changement de coordonnées qui
préserve le choix d’une jauge pour identifier les points, et nous voyons que les coordonnées sont
changées sur tous les espaces de fagon simultanée, ce qui n’est pas le cas pour un changement
de jauge. Les quantités tensorielles vivant sur les espace-temps se transforment donc différem-
ment selon que ’on change simplement les coordonnées ou que ’on change la jauge utilisée pour
identifier les points d’espace-temps différents. Bien que le probleme de la jauge soit plus général
en physique, il revét un caractere particulier en relativité générale du fait de I’absence d’espace
de fond absolu.

y=-1 y=0 y=1 y=2 y=3
x=-1 x=0 x=1 x=2 x=3
Espace physique

Espace de fond

y=-1 x==1 y=0  x=0 y=1  x=1 y=2 x=2

FIGURE 5.1 — Représentation schématique d’un changement de jauge. Deux champs de jauge
(trait plein et tirets) sont représentés avec leur systeme de coordonnées correspondant ({z} et
{y}). On observe que le changement de jauge peut étre interprété comme un changement de
coordonnées uniquement sur l’espace de fond.

La jauge étant libre a priori, nous pouvons soit choisir une jauge en s’assurant qu’elle est
fixée sans ambiguité, soit travailler avec des variables invariantes de jauges. Nous allons voir
que la méthode générale pour construire des variables invariantes de jauge implique qu’elles
se réduisent dans une jauge donnée aux variables de perturbations que 'on aurait choisies en
fixant initialement la jauge. Les équations satisfaites étant invariantes de jauge comme nous
allons le voir, on est assuré que seules des quantités invariantes de jauge doivent intervenir. On
peut donc travailler dans une jauge donnée et promouvoir dans les équations les variables de
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y=-2 y=-1 ¥y=0 y=1 y=2
x=-1 x=0 X=! x=2 x=3

1
\ Espace physique

Espace de fond

x=-1 x=0 x=1 Xx=2 x=3

y=-2 y=-1 y=0 y=1 y=2

FIGURE 5.2 — Représentation schématique d’un changement de coordonnées. On change les
coordonnées en méme temps sur I'espace physique et sur Iespace de fond afin de conserver le
choix du champ de jauge

perturbations dans une jauge donnée au rang de variables invariantes de jauge. C’est la démarche
que nous avons adoptée. Les équations présentées dans la partie précédente (équation d’Einstein
et équation de Boltzmann) ont été dérivées dans la jauge Newtonienne et sont en fait satisfaites
par des variables invariantes de jauge qui se réduisent aux variables de perturbation en jauge
Newtonienne. En effet la décomposition générale de la perturbation de la métrique n’est pas
donnée par la décomposition (2.11) mais par

G = a2(n) {~(1+20)(dn),(dn), + (DB + B,)(da'),(dn), + (DB + B)(da’), (dn),
+ [(1 = 2W)ys; + 2D;D;E + 2D Ejy + 2E;5] (da') u(dal), } (5.2)
Lors d'un changement de jauge du premier ordre, si on décompose le champ £ générant la

transformation de coordonnées sur l'espace de fond en &* = (T, L' + D'L) avec D;L’ = 0, alors
les variables de perturbation de la métrique se transforment selon

® - O+T +HT,

v — U-—HT,

B — B-T+1L,

E — E+1L,

B' — B+ (LY,

E - E 4L

Eij — Eij~ (53)

On remarque alors que les quantités
= ®+HB-E)+(B-EY),
= V-H(B-FE),
o' = B'—(EY,
E::

D 18
Il

(5.4)
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sont invariantes sous une transformation de jauge. Elles sont alors appelées variables invariantes
de jauge. Si on dérive les équations d’Einstein en incluant toutes les variables de perturbation,
on doit pouvoir faire disparaitre les variables B E' et F en introduisant o U et @, car le
résultat doit étre invariant de jauge. Dans le but de simplifier I’algebre, on peut alors omettre
deés le début les variables E B et E' (fixer la jauge) puis identifier ¥ & et B! avec U & et
' afin d’obtenir des équations invariantes de jauge. Nous présentons donc dans l'article qui
suit la notion de jauge au dela de la théorie des perturbations linéaires, puis nous expliquons
comment construire des variables invariantes de jauge, a la fois pour les tenseurs et pour les
fonctions de distribution. La notion de jauge au dela de l'ordre linéaire a été explicitée dans
[Bruni et al. 97] et la construction de variables invariantes de jauge pour les tenseurs & été
complétement justifiée mathématiquement dans [Nakamura 07]. La construction d’une fonction
de distribution invariante de jauge & I'ordre linéaire a été effectuée dans [Durrer & Straumann 88,
Durrer 94]. Le travail pour les fonctions de distribution au deld de I'ordre linéaire constitue donc
un travail entierement nouveau. Il permet d’appliquer la méme technique que pour les équations
d’Einstein, c’est-a-dire de calculer dans une jauge donnée pour ensuite interpréter les équations
de la théorie cinétique obtenues a ’ordre non-linéaire en termes de variables invariantes de jauge.
Afin de faire le lien avec la description fluide, nous présentons également comment obtenir cette
limite au dela de 'ordre linéaire.

5.2 La théorie des perturbations : tenseurs et fonction de dis-
tribution (article)
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Abstract

This paper investigates the collisionless Boltzmann equation up to second
order in the cosmological perturbations. It describes the gauge dependence of
the distribution function and the construction of a gauge-invariant distribution
function and brightness, and then derives the gauge-invariant fluid limit.

1. Introduction

The origin of the large-scale structure is nowadays understood from the gravitational collapse of
initial density perturbations, which were produced by amplification of the quantum fluctuations
in the inflaton field [1]. The properties of the large-scale structure depend both on the initial
conditions at the end of inflation and on the growth of perturbations in a universe filled
with non-relativistic matter and radiation. The theory of cosmological perturbations is thus
a cornerstone of our understanding of the large-scale structure. The evolution of radiation
(photons and neutrinos) needs to be described by a Boltzmann equation [2—4]. Two types
of perturbative schemes have extensively been used in the literature in order to describe
the evolution of the cosmological perturbations. The first is a 1 + 3 covariant splitting of
spacetime [5—7] and the second is a more pedestrian-coordinate-based approach. In the first
approach, exact equations on the physical spacetime are derived and perturbative solutions
around a background solution are then calculated. In the second approach, an averaging
procedure is implicitly assumed and, starting from a background spacetime, perturbation
variables satisfying the equations of motion order by order are constructed. In the 1 + 3
approach, the variables used are readily covariant, but the absence of background spacetime
can be a problem to simplify the resolution by performing a mode expansion, since the
Helmholtz function is in general not defined on the physical spacetime. In the coordinate-
based approach, all perturbation variables live on the background spacetime and enjoy the
advantages of its highly symmetric properties. However, this extra mathematical structure is
at the origin of the gauge issue through the identification mapping that needs to be defined
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between the background spacetime and the physical spacetime. Thus, the gauge dependence
needs to be understood. An elegant solution is to construct gauge-invariant variables a la
Bardeen both for the metric perturbation variables [8] and for the distribution function [9, 10].
Since the Boltzmann and Einstein equations are covariant, they can be expressed solely in
terms of gauge-invariant variables provided we have a full set at hand. A full comparison of
these two formalisms has been performed at first order in [11] and for gravitational waves at
second order in [12].

In the coordinate-based approach, the true degrees of freedom identified from the
Lagrangian formalism are quantized. They transfer to classical perturbations which inherit
a nearly scale invariant power spectrum and Gaussian statistics, when their wavelength
stretches outside the horizon, thus providing initial conditions for the standard big-bang
model. Conserved quantities [13, 14] enable us to ignore the details of the transition between
the inflation and the standard big-bang model (see, however, [15]), and the evolution details
only need to be known when the wavelength re-enters the horizon. A first step to extend this
procedure in the 1 + 3 formalism has been taken in [16], where conserved quantities were
defined. As for the degrees of freedom which need to be quantized, the first proposal was
made in [17], in order to identify them, but it has not yet been motivated by a Lagrangian
formulation.

The properties of the observed cosmic microwave background (CMB) anisotropies have
confirmed the validity of the linear perturbation theory around a spatially homogeneous and
isotropic universe and have set strong constraints on the origin of structures, as predicted by
inflation. It now becomes necessary, with the forthcoming increasing precision of data that may
allow us to detect deviation from Gaussianity [18], to study the second-order approximation,
in order to discuss the accuracy of these first-order results. These non-Gaussian features are
also of first importance, since they can help discriminate between different inflation theories.
Indeed, one-field driven inflation leads to very small levels of primordial non-Gaussianity
[19], whereas multifield inflation can present significant non-Gaussian features [20, 21].
However, since nonGaussian effects also appear through nonlinear evolution, that is from the
second-order approximation and beyond of the evolution equations, the study of second-order
evolution equations is necessary in order to distinguish between primordial and evolutionary
non-Gaussianities (see [22] for a review on non-Gaussianity). Second-order Einstein and
Boltzmann equations have been written in the 1 + 3 formalism [23, 24], but not integrated
numerically, partly because the mode expansion is not defined on the physical spacetime, and
this would then require a four-dimensional numerical integration. However, the promising
formalism of [25], which builds a bridge between the 1+3 formalism and the coordinate-based
approach, might shed some light on these issues. Similarly, in the coordinate-based approach,
the second-order Einstein equations have been written in terms of gauge-invariant variables
[26], and a first attempt has been made to write the Boltzmann equation in a given gauge for
the different species filling the universe and to solve them analytically [27, 28].

The goal of this paper is to provide the full mathematical framework for handling
distribution functions at second order in the coordinate-based approach taking into account
the gauge issue. This will clarify the existing literature and point out some existing mistakes.
In section 2 we first briefly review the gauge transformations and the procedure to build
gauge-invariant variables. We then present in section 3 the transformation properties of the
distribution function, and express them up to second order. In section 4 we define the gauge-
invariant distribution function and the gauge-invariant brightness up to second order in the
particular case of radiation (but this is readily extendable to cold dark matter). We then deduce
in section 5, from the Boltzmann equation, the evolution of the gauge-invariant brightness in
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its simplest collisionless form, at first and second orders. To finish, in section 6 we express
the fluid limit as a consistency check of our results.

2. Overview on gauge transformations and gauge-invariant variables

2.1. First- and second-order perturbations

We assume that, at lowest order, the universe is well described by a Friedmann—Lemaitre
spacetime (FL) with flat spatial sections. The most general form of the metric for an almost
FL universe is

ds? = 8uv dx’ dx”
=am?(—(1+2®) dn* +2w; dx’ dn + [(1 — 2W)8;; + h;;1dx’ dx’}, (1)

where 7 is the conformal time and « is the scale factor. We perform a scalar-vector—tensor
decomposition as

w; = 0; B+ B;, 2)
hij =2E;j+ %, E; + 9, E; +20;0,E, 3)

where B;, E; and E;; are transverse (3'E; = 0’ B; = ' E;; = 0), and Ej; is traceless (E{ = 0).
There are four scalar degrees of freedom (®, W, B, E), four vector degrees of freedom (B;, E;)
and two tensor degrees of freedom (E;;). Each of these perturbation variables can be split into
first- and second-order parts as

w=wo+iw®. “)

This expansion scheme will refer, as we shall see, to the way gauge transformations and gauge-
invariant (GI) variables are defined. First-order variables are solutions of first-order equations
which have been extensively studied (see [29] for a review). Second-order equations will
involve purely second-order terms, e.g. W® and terms quadratic in the first-order variables,
e.g. [W]2. There will thus never be any ambiguity about the order of perturbation variables
involved as long as the order of the equation considered is known. Consequently, we will
often omit to specify the order superscript when there is no risk of confusion.

At first order, 4 of the 10 metric perturbations are gauge degrees of freedom and the 6
remaining degrees of freedom reduce to 2 scalars, 2 vectors and 2 tensors. The three types
of perturbations decouple and can thus be treated separately. As long as no vector source
terms are present, which is generally the case when no magnetic field or topological defect is
taken into account, the vector modes decay as 2. Thus, we can safely discard them and set
Ef” = B,.“) = 0. In the following, we shall not include vector modes for the sake of clarity.
We checked that our arguments and derivation can trivially (but at the expense of much lengthy
expressions) take them into account.

In the fluid description, we assume that the matter content of the universe can be described
by a mixture of fluids. The 4-velocity of each fluid is decomposed as

1
utt = 7(5(‘; + v”). 5)
a
The perturbation v has only three independent degrees of freedom since u” must satisfy
u,ut = —1. The spatial components can be decomposed as
v =0+, 6)
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' being the vector degree of freedom and v the scalar degree of freedom. The stress—energy
tensor of this fluid is of the form

Ty = puyey + P(guy +uyuy), (7
where the density and pressure are expanded as follows:
p=p+3p, P=P+68P. )

At the background level, the form of the stress—energy tensor is completely fixed by the
symmetry properties of the FL spacetime. However, at the perturbation level, one must
consider an anisotropic stress component, 7, with 7y = u"m,, = 0. The pressure and
density of the fluid are related by an equation of state, P = p/3, in the case of radiation.

At first order, the formalism developed by the seminal work of [8] provides a full set
of gauge-invariant variables (GIV). Thanks to the general covariance of the equations at
hand (Einstein equations, conservation equations, Boltzmann equation), it was shown that it
was possible to get first-order equations involving only these gauge-invariant variables. In
addition, if these gauge-invariant variables reduce, in a particular gauge, to the perturbation
variables that we use in this particular gauge, then the computation of the equation can be
simplified. Actually, we only need to compute the equations in this particular gauge, as long
as it is completely fixed, and then to promote by identification our perturbation variables to the
gauge-invariant variables. Thus, provided we know this full set of gauge-invariant variables,
the apparent loss of generality by fixing the gauge in a calculation is in fact just a way to
simplify computations. Eventually, we will reinterpret the equations as being satisfied by
gauge-invariant variables. The full set of first-order gauge-invariant variables is well known
and is reviewed in [29] and [30]. As gauge transformations up to any order were developed, it
remained uncertain [31], whether or not a full set of gauge-invariant variables could be built
for second and higher orders. This has been recently clarified [26], and the autosimilarity of
the transformation rules for different orders can be used as a guide to build the gauge-invariant
variables at any order. We present a summary of the ideas presented in [31] about gauge
transformations and the construction of gauge-invariant variables [26].

2.2. Points identification on manifolds

When working with perturbations, we consider two manifolds: a background manifold, M,
with associated metric g, which in our case is the FL spacetime, and the physical spacetime M
with the metric g. We consider that the variation of metric boils down to a comparison between
tensor fields on distinct manifolds. Thus, in order to give a sense to ‘8g(P) = g(P) — g(P)’,
we need to identify the points P and P between these two manifolds and also to set up a
procedure for comparing tensors. This will also be necessary for the comparison of any tensor
field.

One solution to this problem [31] is to consider an embedding (4+1)-dimensional manifold
N = M x [0, 1], endowed with the trivial differential structure induced, and the projections
P, on submanifolds with Py(N) = M x {0} = Mg and P;(N) = M x {1} = M;. The
collection of M; = P, (N) is a foliation of N, and each element is diffeomorphic to the
physical spacetime M, and the background spacetime M. The gauge choice on this stack of
spacetimes is defined as a vector field X on A/ which satisfies X* = 1 (the component along
the spacetime slicing R). A vector field defines integral curves that are always tangent to
the vector field itself, hence inducing a one-parameter group of diffeomorphisms ¢ (A, .), also
noted ¢; (.), a flow, leading in our case from ¢ (0, p € Po(N)) = p € Po(N) along the integral
curves to ¢ (1, p € Po(N)) = g € Pi(N). Due to the never-vanishing last component of X,
the integral curves will always be transverse to the stack of spacetimes and the points lying on
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the same integral curve, belonging to distinct spacetimes, will be identified. Additionally, the
property X* = 1 ensures that ¢;_x (Po(N)) = P;(N), i.e. the flow carries a spacetime slice
to another. This points’ identification is necessary when comparing tensors, but we already
see that the arbitrariness in the choice of a gauge vector field X should not have a physical
meaning, and this is the well-known gauge freedom.

2.3. Tensors’ comparison and perturbations

The induced transport, along the flow, of tensors living on the tangent bundle, is determined
by the push-forward ¢,, and the pull-back ¢} [32] associated with an element ¢, of the group
of diffeomorphisms. These two functions encapsulate the transformation properties of the
tangent and co-tangent spaces at each point and its image. Indeed, the pull-back can be linked
to the local differential properties of the vector field embedded by the Lie derivatives along
the vector field in a Taylor-like fashion (see [32] or [31]):

koo sk
NG ED AT, ©)
k=0 "

for any tensor 7.

A remark about coordinate changes is in order here. When the tensor T is a coordinate
x" (once p is fixed, it is a scalar field), the previous definition reduces to the standard finite
coordinates transformation

22
x zCDXVE(x#):x“+)\.§“+7§ﬁ§‘”+~~. (10)

This is the standard way of defining an active transformation on the manifold, by transporting a
point of coordinates x* to a point of coordinates x"#. This transformation, when performed on
the coordinate system—considering the coordinates as a grid on the manifold that one would
displace according to the active transformation—induces a passive coordinates transformation,
if we decide that the new coordinates of a point ¢ are the coordinates of the point p such that
¢ (p) = q. When considering a transformation induced by a field &, we will refer to the
passive coordinates transformation induced by the active transportation of the coordinates
system.

The expansion of equation (9) on Py(N) provides a way to compare a tensor field on
Ps.(N) to the corresponding one on the background spacetime Py (). The background value
being Ty = L?(T |,p0 o We obtain a natural definition for the tensor perturbation

k=00 s k
AxThi= Y FL@T =4 ,(T) — T. (11
k=1 7 Po)

The subscript X reminds the gauge dependence. We can read the nth order perturbation as

VT = LYT |y 12)

which is consistent with the expansion of perturbation variables of the physical metric in
equation (4), since the physical spacetime is labeled by A = 1. However, the fact that the
intermediate spacetime slices P () are labeled by A removes the absolute meaning of order-
by-order perturbations, as it can be seen from equation (11). The entire structure embedded
by N is more than just a convenient construction, and this will have important consequences
in gauge changes as we will now detail.
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2.4. Gauge transformations and gauge invariance

If we consider two gauge choices X and Y, a gauge transformation from X to Y is defined as
the diffeomorphism

Px—vi = (Dx.) " By, (13)

and it induces a pull-back which carries the tensor Ax7;, which is the perturbation in the
gauge X, to Ay T;, which is the perturbation in gauge Y since

Pxys(AxTi +To) = [(px)~" (v )" ¢% ,(T)
=}, (¢ " bx (1)
= ¢;’A(T)
= AyTy + Tp. (14)

As demonstrated in [31], this family (indexed by 1) of gauge transformations fails to be a
one-parameter group due to the lack of the composition rule. It should be Taylor-expanded
using the so-called knight diffeomorphism along a sequence of vector fields &;. For the three
first orders, the expression of this knight diffeomorphism is
AyTy = ¢x_y, AxTh
22 ) s 3
= AxT, + ALe Ax Ty + 2f!(cgz + L2 )AXT, + F(ﬂé‘ +3Le Lo, + L) AxT,.  (15)

The vector fields &1, & and &; are related to the gauge vector fields Xand Yby & =Y — X, & =
[X,Y] and & = [2X — Y, [X, Y]]. By substitution of the perturbation by its expression
in equation (11), we identify order by order in A, and obtain the transformation rules for
perturbations order by order. The first and second order transformation rules, on which we
will focus our attention, are

ST —sPT = L4 Ty, SPT — 69T =2£680T + (L, + L) To. (16)

The fact that we had to follow 7 integral curves of n distinct vector fields for nth order
perturbations is a characteristic of knight diffeomorphisms. It arises from the fact that,
for the whole differential structure of A to hold, gauge changes are a more general type
of transformation than simple vector-field-induced flows. Consequently, the Taylor-like
expansion must be of a more general type. Indeed, for a given gauge change between X
and Y, the family of gauge changes ¢y_.y; labeled by A is not always a group in A, and this
happens for instance if [X, Y] # 0 (see [31] for a graphic intuition). Although we could, for
a fixed A = Xp, find & such that equation (16) takes a form like equation (11) up to a given
order, for instance by fixing 1o = 1, and choosing

E=&+36+3(5+ 6. &), (17)
this would mean that intermediate spacetimes are useless, and we would then ask Einstein
equations to hold only for Py(N) and P, (N). This would lead to equations in the perturbation

variables that mix different orders. The resulting solution, for second order and above, would
be very difficult to find.

2.5. Perturbed Einstein equations

Instead, we prefer to use this more complicated but cleaner knight diffeomorphism
(equation (16)) to change gauge. It keeps the differential structure built on N and we
additionally demand Einstein equations to be satisfied on each P; (N). This can be used to
differentiate Einstein equations to first order w.r.t A and take the limit A — 0 in order to get a



Gauge-invariant Boltzmann equation and the fluid limit 6133

set of equations that formally take the form & [§" g, V' T] = 0. Once solved for the solutions
of the first-order Einstein equation, we can differentiate twice the Einstein equation w.r.t A and
get an equation of the type

Szls(z)g, 5(2)TJ — 5[8(])8’ S(I)TJ, (18)

where S stands for a source term quadratic in the first-order variables (see [12] for a concrete
example).

We see that the decomposition of perturbation variables in the form given by equation (4)
will trigger a similarity between the equations, i.e. £ and & have the same form. Purely
second-order perturbation variables satisfy the same equation as first-order perturbation
variables do, but with a source term. With known sources and known solutions to the
homogenous equation, the Green function method enables us to solve, at least formally, the
second-order equations, and by recursion at any order. To summarize, the Taylor expansion
‘Taylorizes’ the process for solving the equations by dividing tasks among orders, since
Einstein equations are satisfied order by order.

2.6. Gauge-invariant variables

General covariance, i.e. the fact that physics should not depend on a particular choice of
coordinates, is an incentive to work with gauge-invariant quantities. As we note from
equation (16), a tensor 7' is gauge invariant up to the nth order if it satisfies L@g{’T =0
for any vector field £ and any r < n, as can be deduced by recursion. A consequence of this
strong condition is that a tensor is gauge invariant up to order 7 if and only if 7j and all its
perturbations of order lower than # either vanish or are constant scalars or are combinations of
Kronecker deltas with constant coefficients. The Einstein equation is of the form G — T = 0,
and for this reason it is totally gauge invariant. However, we cannot find non-trivial tensorial
quantities (that is, different from G — T') gauge invariant up to the order we intend to study
perturbations, with which we could express the perturbed set of Einstein equations.

Consequently, we will lower our goal and we will build, by combinations of perturbed
tensorial quantities, gauge-invariant variables. These combinations will not be the perturbation
of an underlying tensor. This method will prove to be very conclusive since a general
procedure exists for perturbations around FL. Eventually, we shall identify observables among
these gauge-invariant variables and the fact that they are not the perturbation of a tensor
will not matter. It has to be emphasized that the transformation rules of these combinations
are not intrinsic and cannot be deduced directly from the knight diffeomorphism since they
are not tensorial quantities. Instead, we have to form the combination before and after the
gauge change in order to deduce their transformation rules.

‘We now summarize the standard way to build gauge-invariant variables. For simplicity
we consider only the scalar part of the gauge transformations, since we will not consider vector
modes in the metric and fluid perturbation variables (again, this could be done, but would just
obfuscate the explanations). In the following, we split £ as

=1, E=9L", with r=1,2. (19)

2.7. First-order gauge-invariant variables

In the subsequent work, we present the transformation rules of perturbed quantities in a
simplified notation. Instead of writing W}(f> = W}((') + f(&,...,&), in order to state that
the difference between the expression of the rth order perturbed variable W in gauge Y
and in gauge X is a function f of the knight-diffeomorphism fields &, ..., &, we prefer to
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write W — W) + f(&,...,&). We recall that the expressions of the fields E<icr
necessary for the knight diffeomorphism are expressed in function of the gauge fields X and
Y (see equation (16)). From the transformation rules (16), we deduce that the first-order
perturbations of the metric tensor (1) transform as

oM — W 4 7V y 7™ (20)
B s g _ 7 ray @1
v ® _yr® (22)
ED 5 g 4 1O (23)
EY — EJ. 24

while the scalar quantities related to matter transform as

§Wp = sWp 4 p'TH
sOp —sWp+pT® (25)

v M L

sWyil 5 §W gl (26)

where a prime denotes a derivative w.r.t the conformal time 1 and where H = a’/a.

From now on, we shall refer to these first-order transformation rules defined by &; as
Te, (@), Tz, (BD), ... or simply T(®D), T(BD),.... For instance 7(®V) = o0 +
T +HTD.

‘We first note that the first-order tensorial modes and the first-order anisotropic stress are
automatically gauge invariant. For the other perturbation variables, which are not automatically
gauge invariant, they are two ways to understand the procedure to build gauge-invariant
combinations. The first point of view in building gauge-invariant variables consists in finding
away to getrid of the undesired transformation rule. To do so, we remark that the combinations
BW — EW and —EM’ transform under a gauge change as B — (V' — B — g _ 1M
and —EM — —E® — LM respectively. We can use these combinations to add ad hoc
compensating terms to @ and W) by defining

D = p® 4 (B“’ _ E“")’+7-L(B“) _ E“)’) 27)
GO =p® —q(BO — D). (28)

&® and ¥ are now gauge invariant, by construction. This can also be understood, from a
second point of view, as a gauge transformation for @) and W) toward the Newtonian gauge
(NG) [1], defined by $S)NG, decomposed in TS)NG =B — EW, Lg)NG = —E®, which
transform the perturbation variables as

B 0 (29)
ED 50 (30)
o0 5 &M = o) = oV + H(BY — EV) + (BY — EVY 31)

WO GO =g = v 3B - EV). (32)
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Similarly, the gauge-invariant variables that would reduce to §p, § P and v are
6“),5 = Bl(\I]C)‘.p — a(l)p +p’(B(1) _ E(l))/
sWPp =8P =50pP+PBY-EV)

, (33)
o0 = & = y® 4 EO

A0 = §Qat = s,

Since we have ignored the vector gauge degrees of freedom, B) and E" are the two
gauge-variant variables of the metric perturbation while &V and ¥(") are the gauge-invariant
parts. As mentioned before, we then force the gauge-invariant variables in the perturbed
metric by replacing ® with & — 1 (BD — EM') + (BV — EV') and applying similar
procedures for W, 0 p and 8" P. When developing Einstein equations, we know that
general covariance will eventually keep only gauge-invariant terms. Thus, we can either do a
full calculation and witness the terms involving the degrees of freedom B" and EV disappear
or perform the calculations with B and EV set to zero and obtain the perturbed Einstein
equations only in function of gauge-invariant variables. The latter simplifies the computation,
which is useful when going to higher orders. The advantage of the second point of view
is that the addition of the compensating terms of the first point of view can be seen as a
first-order gauge change toward the Newtonian gauge with SS)NG (decomposed as TL”NG and
Lg)NG). These enable us to decompose the perturbed metric in a gauge-invariant part and a
gauge-variant part as

sWg = B(I)EJ’L—E“.‘NG(E’ (34)
as can be seen from the transformation rules under a gauge change characterized by &
- ~ 1 1
A TS A Vs e R (35)

This property, which is not general, but happens to hold in the case of cosmological
perturbation (i.e. around FL metric) is the key to extending this construction to second order.

It should be noted that this procedure, although achieved by defining gauge-invariant
variables which reduce to the perturbation variables in the Newtonian gauge, can be
extended to other types of gauge-invariant variables which reduce to perturbation variables
in another gauge. For instance, we can use the transformation properties of W» and E("
to add the compensating terms to ®, B and other variables. The transformation rules
v /H — wh/y — 7MW and —ED — —ED — LY make it straightforward to build
these compensating terms. We need to define &, decomposed with 7", = ¥¥/# and

LQFG = —E®. The gauge-invariant variables defined with this procedure reduce to the
perturbation variables in the flat gauge (E®" = 0, W = 0), and are

. ) ) B vy’
B=Bwg=B"—-— —EWV, M =oly = oM +w® 4 (7) . (36)

2.8. Second-order gauge-invariant variables

For second-order perturbations, equation (16) gives the following transformation rules:
O — P 4+ T 4 HTD + S,

B® — B® — 1@ 4+ '@ 45

e e 7 A

E® 5 E@+LP 1§,
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2 2

EY — E + gy

8@p = 8Pp+p'T? +5,
8PP - §PP+P'T? +5p
v® @ L@ 4,
@ i 2T(1)(].[fj(1))/ + zakL(l)aknij(l) _ znik(l)akajL(l) _ 27rjk(1)3k3iL(l)

(37
where the source terms are quadratic in the first-order variables 7", LM, &M @M We
collect the expressions of these terms in appendix A. In the rest of this paper, we shall
refer to these second-order transformation rules associated with (§) = (&1, &) as Tie) (@),
Tiey(B@), ... or simply 7(®@), T(B®),.... These transformation rules are much more
complicated than their first-order counterparts. However, the combination defined by F =
§@g + 2L sWg + E?m g enjoys the simple transformation rule F — F + L,

— NG

e+E g 618
under a gauge change defined by &, and &; (see [26]). Asaresult, its transformation rule mimics
that of first-order perturbations under a gauge change. This means that if we decompose F' in
the same way as we did for the metric with

Or = 0+ 546 )
W =W+ 5y ()
Br = B? +Sp(6V5) (38)
Er=E® +5p(§0)
Erij = E} + S5 (§%xa):
then the transformation rules for these quantities will be similar to those of equation (29),

but with the vector & + [£_ NG, &1] instead of &. Consequently, we shall use the same
combinations in order to construct gauge-invariant variables which are

@ =+ (Br — Ej) + H(Br — E},)

U = v, — H(Br — E}) (39)
e

EY = Epy.

As for the first order, this addition of compensating terms can be understood, from the
second point of view, as defining the gauge-invariant variables as the perturbation variables in
a given gauge. In our case, it is the Newtonian gauge since it transforms B and E into a null
value. This transformation is defined by Ef)NG that we decompose in

@ 2 gel Q@) (£ (D) ') (£ (D
TOG =B? = E@ +57(6056) = St (62%)
@) 2 @) (£(1)
Lo\ = —E? — Sg (EﬁNG)‘
The second-order gauge-invariant variables can be seen as
452 _ 52
O = sNG@Z
H2 — 5@
VO =555 “n

(2 _ o2
E:j = ‘SNGEI./

(40)

8Pp =8
> 2

sOp =s3p

§ = @ “2)
- NG

#UD = 5,%7‘[”,
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where the index NG indicates that we transformed the quantity with formula (16), with the
vector fields §S>NG and §§)NG defined above. This means that we have split the second-order
metric according to

a(z)g = (S(z)g + Eis«ﬂz;mg —+ 2['*5()«:5“)8' — £i§ﬂ>NC§, (43)

where §® g is the gauge-invariant part and —E(j)NG is the gauge-variant part, as can be seen
from the transformation rules under a gauge change characterized by (&1, &):

8@z > 6@z, %6 = £+ 8+ [0y &1]. 44

As for the first order, we can choose other types of combinations, for instance those which
are equivalent to setting the gauge as being flat, by using this procedure. In this case, the
vector field Ef)FG is decomposed in
ve o

(2) (1) 2 2) (2) (= (1)
7*’@&[/ (GRS L = —E? — 8P (60k6)- 45

It should also be mentioned that the existence of an inverse Laplacian A~' of the
background spacetime, i.e. a corresponding Green function with boundary conditions, is
required for the entirety of this procedure. In other words, when working in Fourier space, all
our conclusions will be valid only for modes which do not belong to the kernel of A.

(03]
T =

3. Gauge transformation of the distribution function

3.1. Pre-Riemannian distribution function

So far, we have set up the mathematical framework to identify points between the background
spacetime and the perturbed spacetimes through a gauge field X. This enabled us to define
the perturbation of tensors and to calculate their transformation properties under a gauge
transformation. However, this only allows us to perform a fluid treatment of the radiation.
In the statistical description for a set of particles, we assume that each particle has a given
impulsion p* and is located at a given position [33]. The equations then have to describe the
phase-space distribution of the particles. If the number of particles is high enough, we can
define a probability density, the distribution function, of finding a particle in an infinitesimal
volume of the phase space. Now, let us focus our attention on this distribution function. The
distribution function is a function of the point considered (i.e. its coordinates x**) and also a
function of the tangent space at this point whose coordinate we label by p“d,. There is no
special reason for this function to be linear in p”9,, but we can expand it, without any loss of
generality, in power series of tensors according to

FQ Y=Y Fu )P ph (46)
k

The distribution function is then decomposed as the sum of all the multipoles F,,. ,,
evaluated in a particular point of the tangent space. From the previous section, we know
the transformation rules for these tensorial quantities; thus f transforms according to

TolF Q& P =Y T Fupn IPM . pH, @7
k
where 7 refers to the knight diffeomorphism with the set of vectors (&, &, .. .).

As we do not necessarily want to refer explicitly to the decomposition in multipoles, we
use the fact that for any vector & = £"9,,, which defines a flow on the background spacetime
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Po(N), we can define an induced flow (a natural lift) on the vector tangent bundle 7P (N)
directed by the vector field 7§ = [£"d,, p"(B,,E“)#]. This implies the useful property

Le(Frpos )P o PP = Lre(Fy P p). @8)
With this definition, we can rewrite the transformation rule for f as
Teolf ", p")] = TaeLf &7, p")], (49)

where now 7T(r¢) refers to the knight diffeomorphism with the set of vectors (T'§;, Té,, ...).

The evolution of the distribution function is dictated by the Boltzmann equation
% = C[f], where the rhs is the collision term which encodes the local physics. This
collision term can be easily expressed in the local Minkowskian frame defined by a tetrad field
e, from known particles physics. For this reason, the framework developed to define gauge
transformations for a general manifold has to be extended to the case of Riemannian manifold.
Instead of using the coordinates basis 0, to express a vector of tangent space as V = p"d,,
we prefer to use the tetrads basis e, and write V = m%¢,. In terms of coordinates, this means
that the distribution function is a function of x* and 7. When expressing the physics with the
tetrad fields, the metric is not just one of the many tensors of the theory whose properties under
a gauge transformation we need to know, but rather a central feature of the manifold, since
it determines the tetrads (up to a Lorentz transformation) required to express the distribution
function. As the metric is a tensor, and as the tetrads are defined according to the metric, the
extension is inherited from the previous section.

3.2. Tetrads

3.2.1. Definitions. On each slice P;(N), we should have four vector fields' (and their
associated 1-form fields) labeled by a = 0, 1, 2, 3, which satisfy the normalization conditions
eliep 8y = Nabs eretg =n". (50)
With these notations, the indices a, b, c ... are raised and lowered with 7.
With the formalism developed for tensors, we carry this tetrad field onto the background
spacetime using a gauge field X with

k=00 ;&
noo_ k
Cix = ¢;hx(ea) = Fﬁxea
k=0 (629]
[ 5 — <0)
8 e = Liealp iy 20 = 50,

and similar formulae for e“.
As e, is a basis of the tangent space on the background spacetime (and & a basis of its
dual space), ¢y  and e, x can be expressed in the generic form

eax = R, 42, =25, RoxSix =SoxRix =8, (52)
where
Mo M ow
Rap x = ; ER"I"X Sab.x = ; Esab,;p (53)
Order by order, this reads
8¢ es = RV 2. st =205y (54)

! The fifth direction which arises from the extension of the manifold from M to A\ is ignored as the component of
any tensor is required to vanish in this direction. We thus consider the tangent space at each point of A" as being four
dimensional.
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3.2.2. Normalization condition. Tetrads are four vector fields which satisfy equation (50)
and are thus related to the metric. Consequently, the perturbations of the tetrad defined above
are partly related to the perturbations of the metric. When pulled back to the background
spacetime, equation (50) implies
5 x M) = Nap = ¢} x(elrepguv)

= ¢;,x(e:;)¢;,x(e;;)¢;‘x(glw)~ (55
Identifying order by order (in terms of 1), we get in particular for the first and second orders
&0y e + 2,0 ey + 8 g(2a. ) =0

56)

e _ @ PP I 1 P D (s s
2580 eu+ 2,85 €5 + 85 g(@as ) + 8% 5.8 s + 87 8(5 ea  2) + 8¢ g (24, 8% ) = 0,

where a dot product stands for g(_, ). From the constraints (56), we can determine the
symmetric part of R;’L) as

1 1 -
R((al)i),X = 7%8&)8(&17 ep) (57)
@ 2 5 5 1 D e 5 D (5 p ¢ De p(1
R(al)z).X = 7%3} g(ea. &) — 65()g(Rz(1(‘),XeL’ 2) - Bg()g(e,,, Rbr?Xec) - RZJ(LRI,(?X* (58)
which are related to the components of the inverse by
1 1
Supx = ~Rupx (59)

2 2 s
Sgh),x 7Rz(|h),X +2R'Y Rc(;:?x- (60)

The antisymmetric part, Ry, x, still remains to be chosen as it corresponds to the Lorentz
transformation freedom (boost and rotation), which is allowed by definition (50). A first and
easy choice would be R[(::ZL x = 0 for any n. However, as mentioned above, we eventually

want to decompose a vector p*d, on tangent space as
plo, =mne, =neld,, 61)

and identify 77° with the energy and ' with the momentum (although conserved quantities
are generally ill defined in general relativity, energy and momentum can be defined when
performing perturbations around a maximally symmetric background [35] as is the case here).
When working with coordinates, we want to express physical quantities, as measured by
comoving observers, i.e. observers of constant spatial coordinates, whose motion is defined
by the 1-form (dn), [36]. We thus require (60)# ~ (dn),, which is equivalent to choosing

Uy = 0 for any n, where a; = 1,2, 3. This choice allows us to fix the boost in S® by
imposing the condition S/, v = —Sin )y = —Siy, x- As equation (52) implies that for
any n
!
) 4 R0 pbp@ ™ _
S 4 RW 4 I SPP R o 0, (62)
{p+q=n,
p=lqz1}

it can be checked by recursion that this implies
(n) _ (n) _ (n)
R[a,ol,x - _R[Oa,],X - _R(a,o),x- (63)
We also fix the rotation by requiring Sl(;’,)“, 1.x = 0,and it can be checked similarly, by recursion

on equation (62), that this implies R[(:,)a, x= 0.
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3.3. Gauge transformation of tetrads

Under a gauge transformation, we can deduce the transformation properties of the tetrad from
those of the perturbed metric. For simplicity, we restrict to scalar and tensor perturbations, but
this is completely general and can be easily extended to include vectors. In the FL case, we use
a natural background tetrad associated with Cartesian coordinates ey = (9,)/a, e,, = (3;)/a,
in order to evaluate equation (57). The notation b; refers to Lorentz (SO(1,3)) indices running
from 1 to 3, whereas i is a coordinate index running from 1 to 3. When uselessly obfuscating
the explanation, we will not make the distinction and change b; for i. We report the detailed
expressions for the transformation of the tetrads for the first and second orders in appendix B.

4. Distribution function

Now that the transformation properties of the tetrads are known, we turn to the general
transformation of a distribution function f(x*, 7¢).

4.1. Multipolar expansion

Any function f(x*, 7“) can be expanded in symmetric trace-free multipoles as [37]

Fat a =Y Fy(t, 7 (64)
P

with
Fp(x", ") = Fuy o, &) p"t . pltr

= [}‘)LI___M(X")ef:I‘ . e,‘flf’]n“' Lo

= Fypa, (") o, (65)

‘We do not need any additional identification procedure for the tangent spaces through a
gauge field, in order to identify points of the tangent space of the slices TP, (N). Indeed,
once the metric and a gauge field X are chosen, there exists a natural identification with the
tetrad fields. First, and as mentioned before, we identify the points of A which lie on the same
integral curves of X, that is, we identify a point P € Py(N) and ®; x(P) € P, (N). Then, we
identify vectors of their respective tangent spaces, if the coordinates of these vectors in their
respective local tetrad frames e, and e, are the same. To be short, we identify 7%¢, and 7%¢,.
As a consequence, for any given set {aj, ..., a,}, the function Fy, 4,(x") is a scalar field.
Fay..a,(x") is then pulled back on the background spacetime using the gauge field X, and we
define in this way perturbations

* v v A’” n v
O} ([Fupa, 0] = Fy 0,6 =Y 0% Fay ., (") (66)
— !

and

Fpx (', ) = Fxaya, ()T .. (67)
This perturbation scheme induces a perturbation procedure for the distribution function f as

G
vo_ay M v _a
frelemy = 38y 6 ),
! (68)
S FOH 7Y = Y 8 Fapay ()T

P
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It is essential to stress that 7¢ is not a perturbed quantity; it is a coordinate of the locally
Minkowskian tangent space. However, the tetrad field allows us to see p* as a perturbed
vector since pH(m®) = elyw“. In other words, for a given 7%, there is an associated vector

whose order-by-order perturbation in a given gauge X is given by ph" = /%' x¢.

4.2. Gauge transformation: general case

We can deduce the transformation rule under a gauge change directly on the form (65), pulled
back to the background spacetime,

TUx G, 7 = Y T Fon, CO]T (e ) - T(eh? ). (69)
P

The first factor in this expression is tensorial. Exactly as for the pre-Riemannian case,
its transformation rule is dictated by the knight diffeomorphism, whereas we get the
transformation rules of the tetrads from equations (B.2) and (B.4). As we do not necessarily
want to refer explicitly to the multipole expansion, the first factor is rewritten by considering f
as a function of p* using 7 = e} y p", and applying equation (49). We then have to consider
the resulting distribution function as a function of 77¢, knowing that the inversion is now given
by p#(*) = T (el ). This will account for 7 (e} ;) in equation (69). In a compact form,
it reads

TUx " 7 = Tere { (2", €6 p" I gy (70)

To obtain an order-by-order formula, we explicitly define these three steps using a Taylor
expansion. First, we use that

y_a b i ca d VoS n v "
fx(&' m) = |:exp (e,ILPI /u(ﬁ) fx:| ("2 p") = gx(x”, p*), (71

in order to consider f as a function of p/. We then Taylor-expand back the result of the knight
diffeomorphism in order to read the result as a function of 7,

)
Tlfx(x", 7] = |:exp (EZLHHT(RS,X)W> 7?’1‘5)(8)()] (v elm). (72

The derivatives in the previous expressions have to be ordered on the right in each term of
the expansion in power series of the exponential. When identifying order by order, we need
to take into account the expansion in R, and S, in the exponentials and also in the knight
diffeomorphism.

‘We have provided the general transformation rules for the distribution function and we will
now specify the transformation properties of the first- and second-order distribution functions.

4.3. The mass shell

The transformation properties of Bgy)ef; have been chosen so that, in the special case of
f=gup'p’ = gw,ef,‘e‘gn“ﬂb = m,m?, it remains unchanged under a gauge transformation,
ie. T(nn,) = nn,. Since the tetrads must satisfy equation (50), then 5(;)}" = 0 for
n > 1, and it implies this property trivially. As a consequence, any function of the form
S(m,m® — m?) f (x*, w%) transforms as §(m ¢ — m?)T [f(x*, 7%)], where m? is the mass
of the particles described by the distribution function. In other words, the transformation of
the distribution function remains on the mass shell, as has already been mentioned in [9]. We
will make use of this property when computing the transformation rules of the distribution
function.
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5. Application to the perturbation of the Boltzmann equation for radiation

The formalism developed in the previous section is general. We will now apply it to the
particular FL case, and from now on we will also focus on the radiation case, that is the case
where m? = 0. For the first and the second orders, we will present the transformation rules
of the distribution function for radiation and build a gauge-invariant distribution function as
well as a gauge-invariant brightness. We will then write the evolution equation of this gauge-
invariant brightness in the case where the photon travels freely through spacetime without
being affected by diffusion processes. This is obtained using the collisionless Boltzmann
equation
i 0 i
af _3f 9f o | Of dm Of on’ _ 73)
dp 9n 9x' an om® an  on In
where n' = 7' /7°, from which we will extract the background, the first- and the second-order
equations after having pulled it back to the background spacetime. In order to do so, we need

to know 35.20 and % By considering p* as a perturbed vector, as mentioned in section (4.1),
these can be expressed from the geodesic equation
dp*
0
Py = -, p'p’ (74)

that we pull back to the background spacetime in order to extract order-by-order equations.
Similarly, % is given py the order-by-order expressions of po% = p', when pulled back to
the background spacetime.

At the background level, the space is homogeneous and isotropic. Consequently, the
distribution function depends neither on the direction n’ of the photon nor on the position

in space x'. It only depends on 7° and 5, which implies that % = % = 0. Since the
background geodesic deviation equation implies %O = —Hn", the collisionless Boltzmann
equation reads at the background level

af 00

—| —Hr' — =0. 75

an |, T om0 %)

5.1. Gauge transformation at first order

In order to better understand the seemingly heavy but powerful formalism of section 4.2, let
us apply it to the first-order gauge transformation of the photon distribution function f in the
Boltzmann equation. In this case, equation (70) for & = (T, L) leads to

Tloemars ] = ey [ 0t i [TR) + 820} g

b

The expressions of R” , and S, x»and their transformation rules for the FL case, are given

in appendix B. Using the fact that f is only a function of 7° due to the term 8 (7 7€),

F(xV 0 v 3} 0 ot i
Lre[f(x",ap")=T—| f(x",ap")+ ——a°(T"+n';T) 77
an a0
P
af af
10 10 . ) ,
[T(RoX) + Sox 1w 5 = =55 (' + HT). (78)

Note that there is no term involving [T(R\y") + 53] 1. thanks to the prescription in the
choice of the tetrad in section 3.2.2.
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We then express the derivatives as

Af(x", ap") af 3]‘
=L 79
an an z)no Pl (79
Putting all the pieces together, we finally get that
af bl

T[sCrn)l ] = s, <a—fﬂ0n'6 T+75h i ) )

= s<nfn‘.)in°(HT+nfaiT), (80)
om0

where in the last step we have made use of the background Boltzmann equation (75).

It can be checked that by considering f as a function of /7' 7; instead of 7°, as allowed
by the factor § (7¢7.), we recover the same result as performed in [9]. However this is slightly
more intricate, as it now apparently depends on the three variables 77/ which are in fact not
independent at the background level.

Although the mathematical framework can seem to be heavy, we did not need to define
an extension of the distribution function outside the mass shell nor a gauge transformation
field parallel to the mass shell as in [9]. We have first built the distribution function using the
tetrad field (it is a function of 7 and not an explicit function of p*). Then, as explained in
section 4.3, the normalization condition (50), when expressed at each order in equations (56),
ensures that it remains on the mass shell during a gauge transformation that we perform using
the rules derived for tensors.

5.2. First-order gauge-invariant distribution function for radiation
Now that transformation properties of the first-order distribution function are known, we can
use the results of section 2 to define a gauge-invariant distribution function by

FO =8 f =80 F+ T, (57 F)

f

_a“’f+ —rHBD — EVY +na;(BY — EV)). 81)

As for tensorial quantities, we can choose for instance &) kG in the above expression, in
order to define another gauge-invariant distribution function. Its expression is given by
7 — () o (1) (1)
[ =86 f =08y f+7;i.m(5x f)
af n'g;w®
=8P f+ Lat w2 ] 82
S R o (82)
These two first-order gauge-invariant distribution functions are related by

- 5 af <y nioppt
@ _ p Of g 4 ! . 83
A A [ H ®3)

It is worth remarking that in the previous literature [9], another gauge-invariant distribution
is defined, namely

df

FO = 8“)f+ 2w ® +nl BV — EVY)

Aaf

=704 a—on%“’. (84)
T
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Though it cannot be interpreted as the perturbation of the distribution function in a given gauge
since it mixes &_. g and &_, g, this is a better variable to highlight the conformal invariance
of the photons propagation and to compare with the null cone integration method [34].

This first-order analysis illustrates the power of this formalism which can be generalized
to higher orders in perturbations.

5.3. First-order collisionless Boltzmann equation for radiation

Integrating the gauge-invariant distribution function of radiation over 7, we define the gauge-
invariant brightness, which is the energy perturbation per unit solid angle in a given direction

f“)(x“,nf)z4;1ff'(”(x“,no,nf)(n")3dn°. (85)

We choose the normalization of the background distribution function such that the
background brightness reduces to the energy density (see section 6 for the fluid approximation)

Ty = 4 [ For.70@" ar = p. (86)
We can associate gauge-invariant symmetric trace-free moments, ]:',-, _.i,» to this brightness by
using the decomposition
FO ek iy = Z]_-I(IU’P(X,L)";. L onin. 87
P

With these definitions, the integral [(7%)3dz on the first-order Boltzmann equation leads to
the evolution equation for M [38]:

9, \IW . s NP
<—+n’8,-) “ r HIW + (05, — P DHT =0, (88)
an 4

where we have ignored the tensor terms for simplicity. Similarly, a gauge-invariant brightness

M, associated with (1, and a gauge-invariant brightness MV, [9] associated with (), can
be defined. They are related to Z(" by

i 9. (D
70 :f<”—4f<xiﬂ”+7nla’; ) MO =70 47§, (89)

5.4. Gauge transformation at second order

At second order, the general gauge transformation of the distribution function (70) for
&) = (61,&),(TE) = (T, T&) is given in detail in appendix C. After simplifications,
it reads

a7 .
@\ _ % @ ’ rai
’T(SXf)_an(T +TT +0,Td'L)

af . )
+d—fon (09,7 — 20/ [(8;9,E + Eij + 8,0, L)d'T — W, T]
+TO'T +(Tn'&;T) +n'9;(d'L3,;T) +20n'§;T}
92 f 92 f 92 f
J o f ST o T+ —=T7
a( 0)2 3 anz

)
+286X f 0
ar

(") (n'8;Tn’; T)+2

35(1)
n/9;T +2 aX

3y’
S 7%'T +20'Lo;8\) f +2T 3Xf. (90)
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This is a cornerstone expression in our study of the second-order distribution function. As
for the fluid quantities, knowing the transformation rules under a second-order gauge change
is enough to define a second-order gauge-invariant distribution function which is required to
write the second-order Boltzmann equation only in terms of gauge-invariant variables. As for
tensors, several gauge-invariant distribution functions can be defined, and this relation is also
required to express how the different gauge-invariant distribution functions are related.

5.5. Second-order gauge-invariant distribution function for radiation

Again, we can use the results of section 2.8 to define a gauge-invariant distribution function as
22) _ 5 @) 2
FO =8 f =8¢ f+Teo 5(2)()[8( ' f]- 1)

As for tensorial quantities, we can choose for instance (S9 FG £¢ FG) in order to build
another second-order gauge-invariant distribution function
36) 2 2 2
o= 51(30)}‘ = 5( )f + sm tz»FG)[5§()f]. 92)
The difference between these two gauge-invariant distribution functions is also gauge
invariant and is consequently expressed only in terms of gauge-invariant quantities. For the

sake of completeness, we give the form of the relation between these two gauge-invariant
distribution functions,

le) _ f'(Z) %;ffon {nkak[?[\i/u) + (I‘,(l)\i,(l)/ +2,H\"I,(l)2] +ai\i,(l)ai‘j,(l)

K AT s, AT e s
o | ——=—— (AW —(3'9;vVol o, v
+"k[ o AV g @ )}

—2Hn  E;ja' o + (B Onf g VY + 21D + \i'(l))nia;\il(l)}

1 P ) ia s
T = {:)2 (") [n' 8,0 Vn’y; \1/<”]+ afow(‘>n‘aiq/<‘>
1

8f VS
HPD + GO 123§D 4 30D
T3 [ H

AT s - o) f(l 20 G
——(AV¥ + dd\ll d’d\l-’ Jo,w
%y ( ) ( ) n’9;
2 afm (O AU S
f 70T 2 f +— s
7—[ am Hooan  H?2on?
This clearly demonstrates the power of our formalism since, in contrast to the first order, this
relation cannot be guessed intuitively. Also note that this is non-local as it is generally the
case for second-order gauge-invariant quantities.

—5 (B0, 93)

5.6. The second-order gauge-invariant collisionless Boltzmann equation for radiation
Similarly to the first-order case, we define the second-order brightness as
IOk, ) = 4 / FP, 7 n') (70 dn®. 94

We also define the second-order gauge-invariant moments associated with this gauge-invariant
brightness by the second-order version of equation (87). The derivation of the collisionless
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Boltzmann equation in the Newtonian gauge is detailed in [27, 28]. Once the integral
J(7®3dx" is performed, it leads to an evolution equation for the brightness. As this is
a scalar equation, it is gauge invariant and scan be expressed only in terms of the gauge-
invariant quantities that we have defined and which reduce to the perturbation variables in the
Newtonian gauge. Explicitly, it reads

B N\ 1@ N . _ )
(? + n‘ai) - HI® +Tn'5;d? + 22wV — o D)n'p, oM
n

1. . . . NP At
+=[0;( W + $Dynin/ — 37 (@D + Py ——
2 o
— 270 — iy M) — T(FD 4+ 4GDGD
Loy o i s
+§<<1>“)+\11“>)n‘a,1<‘> =0. 95)

Up to this stage, we agree with the expressions of [27, 28].

6. Fluid approximation

If we want to recover the transformation rule and the gauge-invariant variables for the energy
density, the pressure and the velocity of radiation, we need to define a stress—energy tensor
from the distribution function of radiation. We already know from special relativity how to
define such a tensor. We generalize it by using the local Minkowskian frame

T (x") = fdnndzﬂ"é(ﬂ”nv)f(x“,er)n“n"

= f(ﬂ0)3f(x“, 7Dnn? dn® d*n’, (96)

where n¢ = n' = 7' /7, ifa = 1,2,3 and n® = 1 if a = 0. In order to evaluate the stress—
energy tensor, we have performed one of the integrals which removes the Dirac contribution
S(mm,):

f&(n“na)G(x,n“)dn0d37ri =/G(x,n°,n")n0dn°d2n". 97)

Several useful relations for handling integrals of the background distribution function are
reported in appendix D. If we are dealing with several species, we can still define a stress—
energy tensor for each component, as long as we are dealing with weakly interacting gases.
This is the standard kinetic approach in which the interaction between two species is encoded
in the collision term of the Boltzmann equation [2].

We define p, P, the velocity U“ and the anisotropic stress I1°?,

T = pUeU” + P 1 +11%, (98)

with 1 %= n® +U“U", and the properties U*U, = —1, 1%’ 1 ,,= 0, U,T1* = 0. However,
fluid quantities are usually expressed using the canonical basis associated with coordinates
d,, and not the tetrad field. We thus define u* = U “el as the coordinates of the velocity
in this canonical basis, and we decompose it as in equation (5). Similarly, we define the
anisotropic stress expressed in the canonical basis by 7/ = e/ ¢, T1°°. Some confusion can
arise from the fact that physicists often design a vector by its coordinates. With this symbolic
convention, U and u* are mathematically the same vector, but expressed in a different basis
since U%e, = u*d,. The relations between U and u* up to second order are

U0°=ai’ =1 U =ai' =0, (99)
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and
M0 _
QU =0
(100)

sQU =9+ BY),

sQU = 0,(w+ B (v+ B)

P _ _ _ _ v (101)
8yU =0'(v® + BY) — 200" B +2Wd' (B — v) +20/ (v — B)(3'0, E + E).
Similarly, the relations between the spatial components of 7" and T1% are
. 1 .
(S;(])T[‘/ — aizsg(l)nu
2)_i ) i Dyi )
§Pnl = ;[wnf +28 T (W8] — 3.9 EV — EM)
28 (0] - 00 EO - )] (102
The fluid quantities can be extracted from equation (98) as follows:
p=T"U,U,, (103)
3P =T 1y, (104)
Map = T LeaLas —5 LeaLas). (105)
(p+P)UU =T, (106)

It is easy to see that the factor § (7,7r“) in the integral of definition (96) of the stress—energy
tensor implies that P = p/3.

The system of definitions (103)—(106) determines the fluid quantities. Indeed, these
quantities can now be calculated iteratively at any order once equation (96) is pulled back to
the background spacetime. Since U° = 1 and U’ = 0, 5 P and 1% are given by

p =3P =T%0,0,, M =o, (107)
as expected from the background symmetries for a fluid of radiation. Then, since
U° = JUU; +1, and using equation (106), we can determine the first-order expression
of the velocity
; 3
1770 M)yri
8y’ U" =0 8y'U' = 65
Repeating this procedure, we obtain from equations (103)—(106)

DT (108)

890 =38P =5 T" 000
ij 109
SO = s — 8?/8;1)7}(1(’ (109)
and the condition U, [T = 0 implies
SO0 = 5% = 0
50T — o (110)
8PN =259 s

Again, using equation (106), we determine the second-order perturbation of the velocity
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sQU° =sPUsVu; (111)
3 . ) sWp .
sQU = 4—_(5§?‘T"' —sPnY) — 22X 50yt (112)
P P

Iterating, we obtain from equations (103)—(106)
890 =380 P = 57TV U0y + 2T 008 Uy

y I UV 8 ) oSl (113)
8@l = sQPTY — ?agf)T; - 3P <5§}’U'5§(‘>Uf - TSQ)U%;”UO :

This shows that, by iterating this procedure, the fluid quantities can be determined up to
order nif £, thatis 7, is known up to order z. This means that, by knowing the transformation
rule of f under a gauge transformation, we can deduce the transformation rules of the fluid
quantities built out of it (p, P, U“, 14b). Eventually, we are interested in their expressions
in the canonical basis in order to compare with the results of section 2, and we need to use
equations (99)—(101) and (102).

6.1. First-order fluid quantities transformation

At first order, from relations (109) and (100), and the transformation rule for f, equation (80),
we deduce after some algebra that Sg(“ p transforms as in equation (25). Similarly, from
equation (108), relation (100) and the transformation rule for f, equation (80), we deduce
that v» transforms as in equation (25). By the same method, we easily recover that §V 7'/ is
gauge invariant.

6.2. First-order fluid equations

In order to recover the gauge-invariant conservation equation and the Euler equation of the
fluid approximation at first order, we define the first-order gauge-invariant stress—energy tensor
by

R , R e
T“b“)(x“)z/(n"ﬁf“’(x“,nC)n“n”andZQ:/Imnﬂan, (114)
T

and its associated first-order gauge-invariant fluid quantities, ™, P®, 5@ and #7D, built
from the same types of relation as in the set of equations (103)—(106) and expressed in the
canonical basis with equations (100) and (102). Because of the comparison performed in the
previous section, these quantities match those defined in equation (33), and this justifies
the fact that we use the same notation. We need the useful relations between the first moments
and the fluid quantities

FO = /fmj—g = 50p, (115)
T
.y Lo A2 4
F = fz“)n'— =—pd'd®, (116)
4 3
FiiM — /f(l) (ninf _ %) ?TQ — M, (117)
s

Performing [ dQ on the brightness evolution equation (88), we recover the first-order
conservation equation. However, performing f n' dQ2, we recover the first-order Euler equation
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as expressed in appendix E, only if we neglect the first-order anisotropic pressure. This comes
from the fact that the statistical description of radiation leads to an infinite hierarchy of
equations coupling moments of orders p — 1, p and p + 1 [39], whereas the fluid description
keeps only the equations involving the monopole and the dipole.

6.3. Second-order fluid quantities transformation

In order to establish the second-order comparison with the fluid description, we need to know
D, . as(l)
how to perform an integral involving Bg(l)f, for instance on 283;(701710;1-/ 0;T + 2%7{08’ T.
We will thus make use of the multipolar expansion
8y - ;157

50 f = 7L L aFaw0 4 B+ 2L
p 2p
from which it can be checked that we recover the correct fluid quantities when used to compute
SQ)T‘“’ in equation (96).

Using the same method as for the first order, with relations (113) and (101), and the
transformation rule for the second-order distribution function, equation (90), we deduce that
8@ p transforms as in equation (37). Additionally, from relations (111), (112), (101) and
(110), we deduce that v® transforms as in equation (37).

We also note that from definition (1 13}, relations (111), (112) and the transformation rule
for f, equation (90), we deduce that §®TI"/ transforms according to

sOMyn'nd +- .-, (118)

sOMY — sV 27 (VY + 20" Lo (s 1), (119)
When expressed in the canonical basis (n‘“’ = effeEl’[“”), we recover exactly the

transformation rule of the anisotropic stress given in equation (37).

This is one of the major results of this paper. We recover the perfect fluid transformation
rules for the energy density, the pressure, the velocity and the anisotropic stress given in [40]
up to second order, when starting from the statistical description.

6.4. Second-order fluid equations

In order to recover the gauge-invariant conservation equation and the Euler equation of the
fluid approximation at the second order, we follow the same procedure as for the first-order
case. We thus define the second-order gauge-invariant stress—energy tensor by

R 5 R e
T“b(ZJ(x“)E/(n0)3f(2)(x“,n)n"n"dnodzﬂ=/I‘Z)n“an, (120)
T

and its associated second-order gauge-invariant fluid quantities, p® P@ 9@ and #7@ | built
from the same types of relations as in the set of equations (103)—(106) and expressed in the
canonical basis with equations (101) and (102). Because of the comparison performed in the
previous section, these quantities match those defined in equation (42), thus justifying the fact
that we use the same notation.

In order to recover the conservation and Euler equations of the fluid approximation we
perform the integral | % and %ni on this equation. However, at the second order this has
to be done with care since the link between the second-order gauge-invariant brightness and
the second-order fluid quantities is given by

70 :/fm@ —59p+ Spm0maip0, (121)
4 3
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a; o .dQ 4 . N . 8
F@ = /Z‘z)n'— =—p@0? —20Wy'pM) + —sWpaip®), (122)
4 3 3
. P LAY (9]
FiO =f112> ini -2 )22
"3 ) 4
o 8 8
=117 4 3P [a;ﬁ‘”ajﬁm - ?’(akﬁ‘”aka“))} . (123)

This clearly differs from expressions (5.10) and (6.33) of [27] where the term quadratic in v in
F®, the term quadratic in W and v in #'® are not there. The difference in the energy density
perturbation as extracted from F® comes from the fact that the fractional energy density
A® for the radiation is defined as seen by the observer of velocity eﬂ ~ (dn),, whereas
we define it in the fluid frame. The fractional energy density that they define is related to
our quantities by pA® = 51(\,2&]"00[_]0 Uy. The difference in the expressions for the fractional
energy density can be traced using equations (113) with equation (111). However, this is
only a matter of definition and it is consistent with equation (7.2) of [27]. Implicitly, the
authors of [27] do also use a tetrad basis in their section 3 in order to identify coordinates
of the tangent space between the background and the perturbed spacetime, in the same way
as explained below equation (65). Their p is equal to our 7°, and the unit vectors n’ match
when restricting to the Newtonian gauge. Equations (3.6) and (3.7) of [27] are equivalent to
equation (61) when expressed in the Newtonian gauge with the use of equations (52), (B.1)
and (B.3). As for the difference in the velocity perturbation as defined from £/, it comes
from the fact that their definition for v has to be interpreted in the tetrad basis, and therefore

it matches Sﬁ(’;U i. However, the difference between the tetrad basis and the canonical basis is
not computed as in equation (112), and it explains the discrepancy. This can also be checked on
the second-order extraction of equation (7.3) in [27]. Indeed, there is an extra term quadratic
in W and v’ when compared to equation (2.15) of [41], as a trace of the difference between
our perturbed velocity, which matches the definition in the canonical basis usually given by
equations (5) and (4), and their perturbed velocity. However, the equations involving vi®
in [27, 28] such as equation (4.6) are consistent with this difference, though the physical
interpretation viy<2’ as being the perturbed velocity of photons in the canonical basis is not
correct.

The computation of a term like ddfflm is easily performed using the multipolar expansion
R _8Wp I AN
0 2 780 aga000 4 BT fOnind + ... (124)
p 2 Y

Applying this method, we recover the second-order conservation equation detailed in
appendix E. As for the Euler equation, we recover it at second order only if we neglect
the anisotropic stress up to second order (beware that the anisotropic stress is different from
the second moment of the distribution as can be seen in equation (123)) and use the first-order
Euler equation.

This is also a major result of this paper. We recover the fluid gauge-invariant equations
up to second order, only if we can neglect the anisotropic stress up to second order. It remains
to be shown that this is extended up to any order, as we expect.

Let us also stress that in [28], the term 60/;,” is evaluated using D = 0 o
order to derive equations (4.1) and (4.6). However, this is not correct since f is a function
of the independent variables 7, x', 7% n’. Even though they are related on a photon
geodesic, they are independent in the analytic expression of 7. Additionally this method

ox/

is not fruitful because 3+ # 8! (n — m;), since n' does not parametrize a photon geodesic.

afn _ af axi

in
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Consequently, the subsequent analytic expressions of this reference solving the conservation
and Euler equation are not correct (for both radiation and cold dark matter) though the
Boltzmann equation is correct. This can also be seen directly from the fact that these
equations do not match fluid approximation equations of appendix E. Once corrected for
this mistake and taking into account the differences mentioned before, we can check that the
collisionless part of the conservation and Euler equations (4.1) and (4.6) of [27] match our
equations.

6.5. Validity of the fluid approximation in the literature

In this paper, we have considered so far the fluid approximation as a theoretical framework
in which we restrict the description of a species to its energy density and its velocity. The
computations involved for the distribution function at second order were rather long, and
it was used as a consistency check for the gauge transformation rules and the collisionless
Boltzmann equation. Since the fluid approximation is built out of the kinetic theory, it was
indeed expected that all the conclusions made in this statistical description could find their
fluid approximation counterpart.

It is now necessary to determine under which conditions this can be done, that is when the
anisotropic stress can be neglected. This requires us to work on the physics of coupled species,
baryons and photons, in the cosmological context. The collision term as well as its physical
implications has been studied in [28], and it is very likely that the extraction of its quadrupole
in equation (4.18) is not affected by the previous considerations. Indeed, in the tight coupling
limit (which requires only the collision term) for a system of photons and electrons highly
coupled through the Compton diffusion, the authors of [28] find that the quadrupole satisfies

PR 8 . . 8t
FU@ ~ 3P [a‘a“’a/a“’ - ?(81{1”;“)3%“))] . (125)

This result is necessary to determine in which case the fluid approximation can be used.
Comparing it with equation (123), we immediately see that the physical interpretation of this
result is that the second-order anisotropic stress of radiation I1¥® is suppressed in the tight
coupling limit. As a consequence, the fluid approximation can be used in the tight coupling
limit also at second order in perturbations.

7. Conclusion

In this paper, we have performed a general investigation of the gauge invariance of the
distribution function. This allows us to recover very easily the standard results at the first
order and to extend them at the second order. We derived the fluid approximation at first
and second orders. This required us to carefully define the stress—energy tensor in the local
Minkowskian frame. At the second order, our results differ from those previously derived in
the literature [27, 28]. We have tackled down the origin of the differences and shown that it was
lying in an incorrect identification between the tetrad and the canonical basis. Our analysis,
restricted to the collisionless case, puts the second-order Boltzmann equation, needed if we
intend to study non-Gaussianities in the CMB, on firm ground.
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Appendix A. Source terms in second-order transformations
The perturbation variables in the decomposition (1) are extracted as follows:

1
D = ——8g0.
542°80

1 ij —lqiqj
\p:fm(auA 8'07)8gi,
1 )
B =—A"9"5g0, (A1)
a
E= L(AA)*‘(%)"B-/ — A8V
T 4a? 8ij»
1 r -1 ar s -1 as ioj 1 ij
qu:ﬁ(ap—A 3,0")(8) — A aqa)(s,s‘{—ga,ssv 88ij-

Using this method we can read the source terms defined in equation (37), which are quadratic
in the gauge change variables T, L and the perturbation variables ®, ¥, B, E, E;;, in equation
(16):

So = T(T" +5HT + (H +2H)T + 4HD +20") + T' QT +4®) + 9, Lo (T’ + HT +2d)
+3;L'9" (T —2B L), (A2)
Sy = —THT +(H +2H)HT — 20 — 4HW) — & (HT —29) 3'L — $(67 — A™'9797)
x |:6,»(2B + L —T)3T +8;0" L2833, L +48,0;E +AE;; + QHT —4W)8)
+T0;0;(L'+2HL) + T (QE]; + 20,0 E' + 4HE;j + 41,0, E)

+0F Lo (0,0, L + 2 +28,-3,-E)j|. (A3)

Sy is slightly different from [13, 44] since, in these works, the extraction of metric perturbation
variables is not performed according to equation (A.1). However, this mistake does not matter
for their study that focused on the long wavelength limit
Sp=AT"AT' 2B+ L —T)+d L'[20;0;L +2(HT — 2W)5;; + 4(E;j + ;0 E)]
+979;L3;2B+L —T)+d/Ld;9; 2B+ L —T)
+0;T(—=4® —2T" —=2HT)+ T 2B+ L" —T")
+2HT0;(2B+ L —T)}, (A.4)

31
Sp = (AA)™! (;a’af - EAB‘/) (0;2B+L —T)3,T

+ 00 LI20 3, L +40,0E +4E;; + QHT —4W)8;]
+T0;0;(L"+2HL) + T(2E,fj +20;0,E' +4HE;; +4H0;0,E)
+ 5L, (8,0, L +2E;; +28,9; E)}, (A.5)
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Skpg = (8, = A7'9,0") (8, — A7'9,9%) (aﬁag] - %"s"/‘)

x (8,08 L120,0; L +433, E +4Eyj + QHT — 4¥)5;,]

+T39;(L' +2HL) +3;2B+ L —T)8;T

+TQE[; +20;0;E' + 4HE;; + 4M0;0, E)

+0 Loy (8,0 L +2E;; +20:9,E)), (A.6)

=T@'T+p'T +28p")+ 0 L; (280 +p'T), (A7)

Sp=T(P'T+P'T' +28P")+0'Lo;(25P + P'T), (A.8)
Sy = AT [HT (L' —20) + T (v — L")

+L79;8"(2u — L)+ 'L/ (MT + T' +2®) + 3/ (L' — 2v)3;8'L]. (A.9)

Appendix B. Transformation rules of the tetrad fields

R,y and S, are defined in equation (52). The perturbation variables of the metric are defined

in equation (1).

B.1. First order

M _ o _ g
ROOX - 7S00,X =

(1) (1) _ (1)
ROLI, x = ~Sog,x = —0, B
(1) (1
Ra,OX =-S5, 0.X = =0

1 (1) (1) [SV] ()
qa, X = Sa,ak X = =V 811 a a’u 3“; E Ea,uk'

We can read directly from these expressions the transformation rules for the tetrad
slel =T (8yel) = —T(@)ey — ko T(BY)
slel =T (s elt) = Tw Mzl — 2k a%a, T(ED).

B.2. Second order
Ry = @ — 30>+, BY'B
RG) = =0, B? + (20 — 4W)3, B + 43 B(3,,0, E + Eqq,)

2) 2)

Rﬂ 0x = Su 0x =
2) 2)
a,aA,X - Sa,ak X

= W8, 0 — (04,0, E® + ED) J¥30%6,,,
+3(0,0" E + E¥) (8,00, E + Eaa,)
— 6W (04,04, E + Eg,a,)
—Sioy = ®® — ®*+3,B0'B
—Si0) = =00, BY — 2w, B +20% B(3,,0,, E + Eqq,).

(B.1)

(B.2)

(B.3)

In these formulae, we have omitted the first-order superscript as there is no possible confusion.
In the following, we will also omit the first-order superscript. The transformation rules for the
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tetrads can be read, as we did for the first-order case:
T(EPel) = ~[T(®P) — 3T(®) + 8, T(B)I T(B)1el
+{=99T(BP) + 2T (®) — 4T (¥)19“ T (B)
+43 T (B[00, T(E) + By ] e
T(8§el) = [T(WD)+3T (W)2)e!;
+{=0%0,, T(E®) +3[8,0 T(E) + Eq/ |[0% 0., T (E) + Eg! ]
—6T(¥)[00, T(E) + Ej]}el. (B.4)

Appendix C. Transformation of §? f

TGP ) = { (Lre, + L3 )T (", ap)] + 2L 75, [89 F (", ap™)]

H[T(RE) + 525 + 28T (R e 2L
.
HIT(RIT(REY) + SEsy 25T (RO e 5

ambomd
b_a O P -
+2T(Rz(,%¥)ﬂlmﬂfsl [f (¥, ap) ] +2L7 [Sf,];f ol ,ap“)]
0 Y
F2[T(RLY) + Sy T 550 fx ,ap“)}. (.1
These individual terms are explicitly given by

[T(RED) + 520 + 2500 T(RYY) =0 2L

om0
=[~(T?P +HT? + So(T, L) + 4@ (I + HT) +3(I" + HT)?
—20;Bd'(~T+L") — 3;(=T + L)' (— T+L)]n°af0, (C.2)
10 W0y , (00,  cW0( pON] 00T PT o
[T(Rux )T(Ro,x)+so.x So.x +250.x T(Rox )]” i 970870 8(,,0)2(” (T +HT ),
(C.3)
F]
b b
AT(REY) + S X 55 £ ap)
a5 s ) )
-2 f 7T’ +HT) — 5 ffno(fa‘T+3’L’)
a0 '’
aa“’
X f (w198, L +Hr'T), (C.4)

27 (R aiﬁrs.[f(x ap™)]

_ L[ e, 3T o] ,
= 2[3(770)2(” )+ ](T +HT)(®+T'+HT)
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*F oo , o*f
8( 0)2(” V' T)(D+T +9'-1T)72Ta Py 0(<1>+T +HT)
B o )
—2B—fn°(3‘ — T +3 Lo, T
af or . P
=2 [n/8'9;(E + L) +n! E\ + n (=¥ + HT)]5;T, (C.5)
8710 _ J _
9°F af )
(b v ’ i
e[SV an P bf(x ap")] = e °<I>T+2ﬁn0 (®'T +3;99'L)
027 a' .
2 fZ(nO)2+—fOJrO @ (T'+HT +n'0;T), (C.6)
3 (%) ar
2 N[ g <z)ﬁ f 20T ® ®
('CTEz""CTg,)[f(X ,ap")]1=T on om (TY +HT® +n'0,T?)
a 327 )
3 ’; f(TT’+8 To' L)+ f 72T (T + 1T +n'd;T)
PI o 2 /
e 0)2(;1 VR0 G THT +T )+ ' 8, TY(/ ;T + H>T> + 2HT T +(T")?]
0 orn 2 , oty i 252 i
+ o G T T W24 SHTT + Tn' T + T'n' 0, T + HT? + 2HTn' o, T
+; T/ L+8;TO L' +Hd;To/ L+ Ln';0;T +3/Tn'9;9;L + (T")*],
(i)
(l)f 88(1)]‘
2Lre [8%) f(x¥, ap*)] = 2(x°T + 77 d; T) +2° L + 7 9'8,L) X
a8 (l) 8“) 5(1) 95 (l)
+20'L x S o (9 f+ f?-t 0 X‘an' . (C.8)
ax' an i o'’

In the above formulae, we have omitted to write the fact that the derivatives with respect
to n or x' are taken at fixed 7.

Appendix D. Integral relations necessary to derive the fluid limit

The integrations on angular directions can be handled with the general formulae (see [43])

i i e .
n L —— =0 if k=2p+1 (D.1)
4
fn"' ...n"k—dZQ —(s“'". L lenin)) if k=2p. (D.2)
dr T k+1

By successive integration by parts, we also obtain the following useful results:
/f(X“, 7@ dn® d?Q = p(x™),

p 0
/ %(no)zx dr0 Q= —4p(x), (D.3)

82_ ;4.’ 0
/ %(no)i‘ a7 d?Q = 20p(x").
s
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Appendix E. The fluid limit for radiation

As explained in section 2.1, second-order quantities involve either purely second-order
perturbation variables or terms quadratic in first-order perturbation variables. As long as
the order of the quantity is known, we can omit the order superscript in order to simplify
notations.

E.1. Geometric quantities

In the Newtonian gauge, ignoring vector perturbations for simplicity, the non-vanishing
Christoffel symbols associated with the metric (1) are for the background

Orgy =, OT9 =0, Ory; =18 (E.1)

At the first order, we get

rey =@/, 1y, =0, Wi, =a'o, (E.2)
T =2HEji+ Ejy — QHO + W'+ 2HW)8 4, (E.3)
Ory, =E"; - v, (E.4)
Ori, =204 [E}) — W8] — 0" (Eji — W), (E.5)

where Ay = (A;; + Aj;)/2. At the second order, we obtain

Arh =o' — 40/, g, = 0,0 — 409, , (E.6)
@i, =8'd —4ET3; 0 +4Wd d, (E.7)
AT, = [-2HY — W' +40W — 2HD + 8HD (D +W)]5,
+2HEj — 8OHE i + Ey — 4DE',, (E8)
i i’ i /i /i i il
ATy, = Ej +4V'E, — W'§ —4WW's, —4E*E; + 4VEY, (E.9)

Orh, =200 [E}) — W8l — 8" (Ej — W8j)
+4(E" — s [0)(Ejx — Wo) + 0, (Ef — Ws})]
—U > kk— jj—> 11— — jk—1j > k]}. (E.10)

E.2. The radiation fluid equations

The conservation equation V, T for the stress—energy tensor (7) with a radiation equation
of state P = p/3 and where we assume /" = 0 are the conservation equation

(D p) +4H5Wp + 4p(Av) — 301 = 0,

(E.11)
P p) +418@ p + 3p(Av® —30@) = 5§,
and the Euler equation
Mp @)
vy =L 8 P _o. v‘2>’+¢‘2’+—5 _,o =S, (E.12)
4p 4p
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where the source terms in the second-order equations, which are quadratic in the first-order
perturbation variables, are given by

8 : . . .
S, = 5{6,0\[/’3+ 6PV — (P +8)pAv+0;v[—3'8p —2pd'v —2pd' P +3pd' W]}, (E.13)

B ' §
88, = —2 (Tpaiv> +100/8,0 + 430" — 20;(37v8,v) + 2000 — 2L 5,0 + 407, .
P P
(E.14)
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5.3 Traitement informatique des perturbations

5.3.1 xAct

Nous utilisons le paquet zAct [Martin-Garcia 04] spécialisé dans le calcul tensoriel formel.
Ce package est une librairie a rajouter dans Mathematica. L’objectif ici n’est pas de décrire la
syntaxe d’un tel paquet. Une documentation de plusieurs centaines de pages peut étre trouvée
sur le site ou le package peut étre téléchargé. Nous avons ici besoin de savoir qu'un tenseur de
type X¢ est représenté par X[a,-b], et que I’on dispose d'une fonction appelée ToCanonical qui
permet de simplifier les expressions tensorielles équivalentes. Par exemple les expressions A" B,
et A, B* sont équivalentes et il ne faut garder qu'un représentant de cette classe d’équivalence. La
fonction ToCanonical remplacera donc A" B, + A, B par 2A*B,,. Pour commencer a travailler
sur des quantités tensorielles, il faut commencer par définir une variété (M4) et sa métrique de
signature négative (gbar) ainsi que la dérivée covariante associée (CD). Il s’agit pour nous de
I'espace de fond et de la métrique de fond puisque toutes les quantités que nous allons définir
(les variables de perturbations) vivent sur l'espace de fond. On définit également le jeu d’indices
(a,b,c,d) utilisé pour les tenseurs.

DefManifold [M4,4 ,{a,b,c,d},ind];
DefMetric[—1,gbar[—a,—b] ,CD];

Automatiquement les tenseurs de Riemann (RiemannCD) de Ricci (RicciCD) le scalaire de Ricci
(RicciScalarCD), le tenseur d’Einstein (EinsteinCD) et les symboles de Christoffel (Christof-
£elCD) sont créés, ceci de fagon formelle puisque la métrique n’est pas explicitée.

5.3.2 Algorithme de perturbation

On réalise ensuite les perturbations des tenseurs de Riemann, de Ricci et d’Einstein par la
méthode de Palatini [Wald 84]. Nous suivons ici les méthodes exposées dans [Brizucla et al. 06].
On relie ces tenseurs associés a gy, a ceux associés a gu, = Guv + 09, en utilisant

L o =
(srﬁn = 5 (vVégn’ﬂ + Volgva — vaégwr)
0Ru, = Vabl%, — V,0T%, — 005,6T3, + 675,017, . (5.5)

Puisque [§"Y + 3 (9")] [Gav + 0gar] = 6, on peut relier la perturbation de I'inverse de la mé-
trique ¢ (g"*) & la perturbation de la métrique dg,, par

5 (g") = ~og", {Z [(—5g>k]“4 . on [~00)!]" = (-D%g5,00%, 00 (5.6)
k=0

On rappelle que (6g)" # & (g*) car les indices sont baissés et levés avec la métrique de fond
Juv ainsi que son inverse g"”. Dans les développements en perturbation d’'une quantité X, on
adopte comme évoqué dans la section 5.2, un développement ordre par ordre de la forme

o0
SR X
0X =) "1* o (5.7)
k=1
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Le parametre [ n’est 1a que pour pouvoir identifier I'ordre n a une puissance n de [. On prendra
ensuite [ = 1. On peut écrire des formules de perturbation générales en utilisant le concept de
partition arrangée. Cela est particulierement fructueux si 'on souhaite organiser le calcul de
perturbations de maniére recursive. L’ensemble des partition arlrangées1 {ki}mn est ensemble
des 27! combinaisons d’indices ki . . .k, positifs tels que ki + - - - + k,, = n. Avec cette outil on
peut récrire la perturbation a un ordre n de 'inverse de la métrique comme

" n!(=1)™ ; "
5 gy = 3 ﬁé(mgu& plhmvge sk gr 50 gor
{hiYmn T
nl (71)m+1 .
0, = X e 06 6B G,
Eimm m
n 1 Vi n v n Vi n
6Cp = 5 (V,ﬁ( Vg + V6™ g, — V00 ’)gw,)‘ (5.8)

La perturbation des symboles de Christoffel peut ensuite étre utilisée dans 1’équation (5.5) et

n—1 !

. o n _ N8 —k
3 Ry = Vb T, = 9,808, 4 3 g (0T8T, £ 60D, ).
k=1

k!

(5.9)

On construit ensuite en utilisant ’expression précédente les perturbations du tenseur d’Einstein.

La mise en place de cette méthode se fait en utilisant la librairie zPert qui s’ajoute a zAct. Une

fois chargée, on définit la perturbation de la métrique en définissant un parametre de perturbation

(1) qui servira & collecter les différents ordres de perturbation, puis on définit la perturbation de
la métrique dg (dg).

DefParameter [1]
DefMetricPerturbation [ghar, dg, 1]

Ceci crée automatiquement les différents ordres de perturbation de la métrique définis par la
décomposition (5.7), c¢’est & dire un ensemble de tenseurs dg[1,-a,-b] dg[2,-a,-b]...Cela crée
également de fagon similaire les perturbations a chaque ordre des tenseurs de Riemann de Ricci
et d’Einstein ainsi que ceux associés aux symboles de Christoffels, puis les met en relation avec
la perturbation de la métrique en suivant les relations (5.8-5.9).

Une fois ces développements obtenus, il nous faut séparer les coordonnées d’espace des co-
ordonnées de temps. Nous utilisons pour cela le formalisme 1 + 3 sur l’espace de fond. Les
observateurs comobiles de quadrivitesse @, = (dt) u suivent des géodésiques de l'espace de fond,
c’est-a-dire que @, = 0. De plus, afin de pouvoir définir des surfaces orthogonales aux observa-
teurs, ce flot est nécessairement irrotationnel, c’est-a-dire @, = 0. On obtient donc

Vot = Vi, = Ky . (5.10)

On définit le champ de vecteur 4, sur la variété M4, que I'on normalise par @/ %, = —1 en créant
une régle automatique, ainsi que la métrique induite hy,,, (mspat) par

DefTensor [u[a],{M4}]
AutomaticRules [u, MakeRule[{u[a] u[—a, —1}]]
DefMetric [1 ,mspat[—a,—b],cd,InducedFrom —> {gbar, u}]

1. Ceci n’a rien a voir avec les arrangements sur une partition.
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Cela génere tous les tenseurs associés comme pour la métrique globale gbar mais avec les suffixes
CD remplacés par cd. De plus cela génere automatiquement la courbure extrinseque associée
(ExtrinsicKmspat) et suppose implicitement que la vorticité est nulle ce qui fait que nous
pouvons parler de sections spatiales. Cela génere également I’accélération a, (Accelerationu)
et comme nous souhaitons que les observateurs de fond de quadrivitesse 7, soient en chute libre
nous demandons
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‘ Accelerationu [a_?TangentM4 ‘pmQ]=0;

D’apres la définition de K, (2.109), et la relation de Gauss-Codazzi (2.110), il suffit de choisir ©
et 0, ainsi que le tenseur de Riemann associé & fLW afin de caractériser I’espace-temps de fond.
La méthode est pour I'instant générale et permet de considérer des espaces-temps plus généraux
que des espaces de Friedmann-Lemaitre sans coubure. Afin de simplifier les explications, nous
nous restreignons pourtant & ce cas. Nous définissons donc le facteur d’échelle (a), le champ de
Hubble H = ©/3 (H) et explicitons I'expression de la courbure extrinseque par K,, = H 71,“,,
ainsi que le tenseur de Riemann des sections spatiales, c’est-a-dire associé a 71,“,.

DefTensor [a[], {M4}]

DefTensor [H[] , {M4}]

ExtrinsicKmspat [a_?TangentM4 ‘pmQ, b_? TangentM4 ‘pmQ] = H[] mspat[a,b]

Riemanncd [ a_?TangentM4 ‘pmQ, b_? TangentM4 ‘pmQ, c_ ? TangentM4 ‘pmQ),
d_?TangentM4 ‘pmQ]=0

Pexpression du tenseur de Riemann. Il nous reste a spécifier explicitement la forme de la per-
turbation de la métrique a tout ordre afin d’obtenir le développement perturbatif recherché. En
toute généralité on peut décomposer la métrique perturbée en suivant la décomposition (5.2)

g = —200,0, + 2a (DQB 4 Ba — 2K, AD*E) agh,
K, g = - .
4\1/# +2a*D,DyE + 2a°D,E,) + 20°E, (5.12)
avec
Dya=0, DFME,, =0, E* =0, DME,=0, D"B,. (5.13)

Nous justifierons dans le chapitre 8 pourquoi cette décomposition est trés générale en expliquant
en détail son intérét. On rappelle que les indices sont levés et baissés avec la métrique g,,,,. Sil’on
souhaite travailler dans la jauge Newtonienne en négligeant de plus les quantités vectorielles,
alors on suppose de plus que B = E' =0 et B, = E, = 0. C’est le choix que nous faisons ici et
nous définissons donc les champs de perturbations scalaires ¥ (Psi), ® (Phi) et E;; (Et) avec
leurs propriétés. Nous les utilisons ensuite pour expliciter 'expression de la perturbation de la
métrique, en nous restreignant ici par soucis de simplicité au premier ordre.

On relie ensuite le tenseur de Riemann associé a gy, au tenseur de Riemann associé & hy,, en
utilisant la relation de Gauss-Codazzi (2.110).

RuleRiemann = Flatten [{

MakeRule [{

RiemannCD [ a_? TangentM4 ‘pmQ, b_? TangentM4 ‘pmQ, c_ ? TangentM4 ‘ pmQ,
d_?TangentM4 ‘pmQ|=Riemanncd [a,b,c,d]+... }],

MakeRule [{

RicciCD [ a_?TangentM4 ‘pmQ, b_?TangentM4 ‘pmQ]=Riccicd [a,b]+... }],

MakeRule [{ RicciCD []=Riccicd [|+... }],

}H

DefTensor [Psi[] ,{M4}]

DefTensor [Phi[] ,{M4}]

DefTensor [Et[—a,—b] ,{M4},Symmetric[{—a,—b}],OrthogonalTo —> {u[a],u[b]},
ProjectedWith — {mspat[a,—c],mspat[b,—c]}]

dg[LI[1], a_?TangentM4 ‘pmQ, b_?TangentM4 ‘pmQ] :=
—2 Phi[Jula]u[b] —2 Psi[] ExtrinsicKmspat [a,b]/H[] +2 a[] 2 Et[a,b]

11 nous faut décomposer en 1+3 tous les tenseurs dont nous souhaitons calculer les perturbations.
Nous nous intéresserons ainsi par exemple & la perturbation jusqu’au premier ordre de Gop ou
bien la perturbation jusqu’au second ordre de Gjj, c’est-a-dire

(Gu,, + 6(1>G#,,) ata

_ 1 .
(Ga,; +0WGys + 55<2>Gaﬁ> he,hf,. (5.11)

D’apres les expressions (5.8,5.9), les perturbations des tenseurs de Ricci, d’Einstein, et des sym-
boles de Christoffel ne font intervenir au final que des dérivées covariantes de fond des per-
turbations de métrique. D’aprés l'expression (5.12), on constate qu'il va falloir connaitre les
dérivées covariantes des variables de perturbations ®, ¥ et E,, ainsi que celles de u, et EW.
Comme EW = Guv + Uyl et Va g = 0, il suffit de connaitre la dérivée covariant de i, pour
connaitre celles de fzuy. Or ceci est donné par la courbure extrinseque K, w = H ;l/w grace a la
relation (5.10). On définit donc la régle suivante qui permet de faire apparaitre u, plutot que
h

b -

Rulemspattogbar = Makerule [{
mspat [ a_?TangentM4 ‘pmQ, b_?TangentM4 ‘pmQ)] , gbar [a,b]4+u[a]u[b]

1

Gdd00[]=ToGeneral [ Perturbed [ EinsteinCD[—a,—b,1]]u[a]u[b]//ToCanonical;
Gddij[—a_?TangentM4 ‘pmQ, —b_?TangentM4 ‘pmQ]=ToGeneral [Perturbed [
EinsteinCD[—c, —d],2]] mspat[c, —a]] mspat[d, —b] //ToCanonical;

La fonction ToCanonical a ordonné dans les expressions précédentes les dérivées covariantes
doubles et fait apparaitre pour cela le tenseur de Riemann en utilisant les relations de commu-
tation des dérivées covariantes. C’est la raison pour laquelle nous avons eu besoin de spécifier

A ce stade du calcul nous avons des expressions faisant intervenir des dérivées covariantes (V,,)
de ®, ¥ et Fy ainsi que de a et H. En utilisant le fait que a et H sont constants sur les
sections spatiales, on transforme les dérivées covariantes de a et H en dérivées directionnelles
puisque V,a = —aHiy, et V,H = —u,H. En ce qui concerne ® ¥ et E,y, il nous faut séparer les
variations spatiales des variations temporelles des variables de perturbations, on réalisera une
projection 1 4+ 3 des dérivées covariantes. On utilisera donc les formules de projections 1 + 3
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suivantes qui sont restreintes au cas @y, =0 a, =0

VoS = —uaS+ DuS
VaDsS = DaDpS —tiaDp8 + 2K ,tisyD"S
?uﬁgs = u(ﬂLsS + D(IDﬁS + QKV(aﬂg)DWS — Q’H(QDﬁ)S — f(aﬁS

vaT;u/ = _U(quu + DaTuu + 2RQAT)\(,,71N)
VaDgTyy, = DaDpTyy — taDsTyy + 2K, (o g D Ty + 2K, DT, 0,y (5.14)

On créera donc des champs de tenseurs correspondant a H , U, (P, <i>, et @ puis une regle de
remplacement qui permettra de mettre en place les décomposition 1 + 3 précédentes. De plus,
le facteur d’échelle et le parametre de Hubble sont constants sur les sections spatiales. Nous
utiliserons donc le fait que Dya = D, H = 0.

DefTensor [Hp[] ,{M4}]
DefTensor [Psip [| ,{M4}]
DefTensor [Psip2 ] ,{M4}]
DefTensor [Phip [] ,{M4}]
DefTensor [Phip2 [] ,{M4}]

RuleNabla = Flatten [{
]

MakeRule [{CD[b][a[]], —a[]H[]u[b] }],

MakeRule [{CD[b] [H[]] , —Hp[Ju[b] }],

MakeRule [{CD[b][Psi[]], —Psip [Ju[b] +cd[b][Psi[]] }],

MakeRule [{CD[b][Phi[]], —Phip[]Ju[b] +cd[b][Phi[]] }],

MakeRule [{CD[a]CD[b][Psi[]], Psip2[Jula]u[b] +cd[a][cd[b][Psi[]]]
—ExtrinsicKmspat [ab] Psip [] + ... }],

1

Nous souhaitons ensuite pouvoir interpréter les résultats en termes de dérivées ordinaires.
Les dérivées spatiales (Du) vont correspondre a des dérivées ordinaires spatiales dans le cas
plat. En revanche la dérivée directionnelle ﬂ“v# ne correspond pas a une dérivée par rapport a
la coordonnée de temps si la quantité dérivée n’est pas un scalaire. Il faudra alors utiliser une
dérivée de Lie, afin d’utiliser la propriété (2.114). On utilisera donc les relations

T = LT — 2K, TS, (5.15)
j:';u/ = ‘C%T/w - 4'677,Ta(ui(a,,) + QT{"{:’K(V/AX,BV + 2Ta(uku)ﬁkaﬁ - QT(’(“I?V)av (516)

et on définira une liste de regles de remplacement correspondante pour E,;, puisqu’il s’agit de la
seule quantité tensorielle.
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spatiales (D,,,) sur les variables de perturbation de la métrique, ainsi qu’en termes de dérivées
directionnelles selon #, pour les scalaires a H ® et ¥, ou de dérivées de Lie selon u, pour
le tenseur Eg,. Toutes ces dérivées correspondent a des dérivées ordinaires, et ’on obtient le
résultat recherché.

Si l'on ne souhaite pas que les sections spatiales soient plates, alors il faudra utiliser 1’équa-
tion (1.2) pour spécifier le tenseur de Riemann des sections spatiales. Les dérivées spatiales
(Du) correspondront alors & des dérivées covariantes associées a EW. Si on souhaite de plus que
I’espace puisse étre anisotrope alors il faudra tenir compte de 7, dans 'expression du tenseur
de courbure extrinséque. Pour un espace de Bianchi de type I (voir partie III) le tenseur de
Riemann des sections spatiales est nul, tandis qu’il faudra 'exprimer en fonction des constantes
de structures de l'espace de Bianchi considéré | | pour le cas général. En
appliquant la méthode décrite précédemment, la seule différence sera ’expression de la courbure
extrinseque, et ses dérivées directionnelles feront apparaitre en plus des dérivées directionnelles
selon i, du cisaillement . On utilisera alors a profit la relation

", = Laot,, (5.17)

pour pouvoir interpréter les résultats en termes de dérivées ordinaires par rapport a la coordonnée
temporelle. Nous avons utilisé cette méthode afin de calculer tous les développements au second
ordre de cette these dans le cas homogene et isotrope ainsi que dans le cas d’un espace de
Bianchi I dans le partie III.

5.3.3 Un exemple simple : la perturbation au premier ordre du scalaire de
Ricci

Jusqu’a présent nous n’avons présenté que la mise en place de l'algorithme en définissant les
quantités tensorielles nécessaires, ainsi que des regles de remplacement permettant de mettre en
forme les quantités perturbées recherchées. Afin de rendre 1’explication plus visuelle, nous allons
décrire les étapes principales de Ialgorithme pour le cas le plus simple, celui de R pour le cas
de perturbations scalaires. On suppose que toutes les champs nécessaires ont été définis ainsi
que les regles de remplacement nécessaires, mais que la forme de la métrique perturbée n’a pas
été explicitée. On commence par définir la quantité que l'on souhaite perturber et qui va étre
exprimée en fonction de la perturbation de la métrique.

R1[] = ToGeneral[Perturbed [RicciScalarCD [1]]// ToCanonical

RuleToLie = Flatten [{
MakeRule [{u[a]CD[—a][Et[—b,—c]]| ,LieD [u[ind || [Et[-b,—c]]
—ExtrinsicKmspat[—d,—b]Et [d,—c]—ExtrinsicKmspat[—d,—c|Et[d,—b] }],

""" 1}

Une fois appliquées ces regles, toutes les dérivées covariantes auront été projetées en 1 + 3
si bien que 'on obtiendra les perturbations des quantités recherchées en termes de dérivées

Il est possible de préciser pour toutes les quantités une forme affichée qui sera lisible. On de-
mandera donc que CD soit formaté en V, Psi en V¥, et ainsi de suite. Le résultat de P'affectation
précédente renvoie donc un résultat de la forme suivante.

R (a9l R+ V'V agly) — 9'0,5007)

On spécifie ensuite la métrique perturbée en nous restreignant a des perturbations scalaires.

dg[LI[1], a_?TangentM4 ‘pmQ, b_?TangentM4 ‘pmQ] :=
—2 Phi[Ju[a]Ju[b] —2 Psi[] ExtrinsicKmspat [a,b]/H][]
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‘ —2uqup® — 2V (gap + uqup) ‘

Une fois le tenseur de Ricci et le scalaire de Ricci remplacés, la quantité recherchée prend alors
une forme développée qu’il faudra simplifier.

‘ Collect [ ContractMetric [R1[] /. RuleRiemann] /. Rulemspattogbar// ToCanonical, 1] ‘

12H? + 6H

+[~6HD — GH2® + 18H2Y + 6¥ — 2V, VD + 47,V
—20uV,Vyu — 20uV,Vyub — 28(V,u®) Vyu® — 20(V,u®) Vyu®
—4u“(vaub)vb\ll - 4u“(vaub)vb¢' — 20UV Vub — 200V, V,ub — 4u“(va\11)vbub
20U’V Vo U — 2uubVp V@ — 20(V ) Viu® — 20(V,ul) Viyut — 4u“(va¢’)vbub]

On transforme les termes du type Vqup en utilisant le fait qu’ils sont égaux a la courbure

extrinseque. Ceci est réalisé grace & la fonction GradNormalToExtrinsicK qui est fournie par
zAct.

ContractMetric[%//GradNormalToExtrinsicK]
/.Rulemspattogbar//GradNormalToExtrinsicK ;
Collect[% // ToCanonical, 1]

12H% 4+ 6H
+1 [76H<1> — 6H2® + 18H2U + 6HU — 2V, Ve® + 4V, VU — 6 HDuV, H
—6HUu'V,H + 12Hu V@ + 12HuV, ¥ — 2uubV, V¥ — 2uuV,V, ]

Il ne reste plus qu’a réaliser la projection en 1 + 3 des dérivées covariantes grace a la fonction
RuleNabla.

‘ Collect [%//.RuleNabla//ToCanonical , 1]

12H? + 6H + 1 |-12H® — 24H?® — 6HU — 24HV — 6V — 2D,D*® + 4D,D"¥

Comme nous n’avons pas de quantité tensorielle, ceci parce que nous ne les avons pas considérées
dans cet exemple mais aussi parce qu'on montre qu’elles n’interviennent pas dans R4 si on les
prend en compte, toutes les dérivées directionnelles s’identifient & des dérivées par rapport au
temps cosmique. On peut ensuite, si on le désire, exprimer le résultat en temps conforme, ce
qui revient a considérer des dérivées dans la direction du quadrivecteur au, plutot que u,

[ J-
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Dynamique au second ordre
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6.1 Etat des lieux

Lors que j’ai débuté ma these en 2005, ’étude de la dynamique des perturbations au se-
cond ordre était essentiellement réalisée pour des échelles super-Hubble [Bartolo el al. 04D],
dans l'approximation fluide, pour un univers dominé soit par la matiere soit par la radia-
tion, ou pour des échelles sub-Hubble dans le régime Newtonien [Bernardeau ef al. 02]. La
construction de quantités conservées ainsi que leur utilisation venait d’étre réalisée en gé-

néralisant les résultats du premier ordre [Malik & Wands 04, Vernizzi 05] de maniere per-
turbative, puis cette procédure a éte étendue a tous les ordres au cours de ma these
[Rigopoulos & Shellard 03, Lyth et al. 05, Langlois & Vernizzi 05, Enqvist et al. 07]. Je me suis

donc intéressé a la dynamique lorsque les modes deviennent sub-Hubble, pendant ’ére de ra-
diation puis pendant ’ére de matiere. Ensuite je me suis concentré plus particulierement sur
la transition entre les deux, toujours dans l'approximation fluide, en étudiant plus précisément
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les oscillations baryoniques au second ordre dans le but de comprendre les effets non-linéaires
sur la surface de derniere diffusion . Par ailleurs la théorie cinétique, qui permet de décrire cor-
rectement la radiation et les baryons et de justifier rigoureusement le terme de collision entre
les baryons et les photons, n’avait pas été étudiée au second ordre. Des travaux on été réalisés
sur ce sujet au cours de ma theése [Bartolo et al. 06, Bartolo et al. 07], et je me suis basé sur
cette étude pour en approfondir les fondements théoriques. Une fois décomposée en multipoles,
I’équation de Boltzmann fait intervenir une infinité (pour chaque ¢) d’équations toutes couplées
entre elles. La résolution numérique n’est donc pas aisée et ceci justifie I'utilisation de I'approxi-
mation fluide que nous exposons dans ce chapitre, dont le but est d’extraire le comportement
dominant des solutions. Cette étude permet d’entrevoir les sources de non-gaussianité dues a
I’évolution non-linéaire des perturbations, qui viennent s’ajouter a la non-gaussianité primor-
diale déterminant les conditions initiales. Dans le chapitre suivant, nous nous intéresserons alors
plus particulierement a la non-gaussianité primordiale dans le cas de I'inflation & un champ.

6.2 Approximation fluide

6.2.1 Equations d’évolution des perturbations

Comme nous 'avons déja indiqué, toutes les quantités perturbées sont décomposées en ordre
de perturbation selon la relation (2.17). Les perturbations du tenseur d’Einstein et du tenseur
énergie-impulsion correspondant & la métrique (2.11) sont rapportées dans I’appendice B. Les
équations peuvent étre écrites ordre par ordre, et nous utiliserons la notation compacte

£139.7) = S[dg.o7). (6.1)
Cela signifie que ordre par ordre, elle se lit
€[V, 6T =0, £[6®g,6%T) = S[6Wg, 6T, (6:2)

car les variables de second ordre satisfont les mémes équations linéaires £ que les variables du
premier ordre, mais avec un terme de source S quadratique dans les variables de premier ordre.

Dans les équations présentées ci-dessous, nous ne considérons que les modes scalaires dans les
termes de source des équation du second ordre. Nous avons vu en effet que les modes vectoriels et
tensoriels sont décroissants au premier ordre et qu'’il est par conséquent justifié de les négliger .
Nous reportons néanmoins dans l’appendice B les termes de source en incluant les perturbation
tensorielles. Nous allons également nous restreindre au cas simplifié d’'un mélange de matiere
noire et de radiation.

Modes scalaires

Les équations d’Einstein scalaires sont données par

- ([SG()() - F;[ST()()) = 0,

— la trace de (6Gyj — kdTj;) =0

— le mode scalaire de la partie sans trace de (6G;; — kdTj;) =0

1. Les modes tensoriels ne sont décroissants que lorsqu’ils sont sub-Hubble. Lorsqu’ils sont super-Hubble, ils
sont constants et il est justifié de les négliger dans les termes de source car ils n’interviennent qu’avec une dérivée.
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— le mode scalaire de (6Go; — k6Tp;) =0
pour obtenir respectivement les équations

1
(A+3K)W —3HY —3H*® — = > kpde = S (6.3)
2 e=r,m
T+ H2P + %A(@ —U) + HY +2HTY — KV +2H'® — %mar = S (6.4)
-3 = 53 (6.5)
1
W+ H + o :Zm kpe(l+we)ve = Sy (6.6)

Les termes de source sont donnés par

Si = —8WAW - 3D;UD'W —3¥% + Y kp(1+we)DiveD've — 12H*¥>  (6.7)

e=r,m

Sy =AMV 4+ gDi\I/Di\IJ + gpr\p + 8HUY 4+ 8H' T2 + T2

1 .

+3 2 #pe(l+we) DiveD've, (6.8)

e=r,m
S5 = —402 - A1 {QDi\I/Di\II + Z Kpe(l+ we)DweDivy}
e=r,m

+3(AA)T'D;D; [2D' DI + Y Hpe(l-l—we)DiveDjve} , (6.9)
Sy = 2HV? — 4V + 2D (W' D;¥)

+ Y #peD; (14 we)¥Dive — (14 ¢, )3 Dive)] - (6.10)

Pour des fluides sans intéraction, ce qui est le cas si on traite uniquement un mélange de radiation
et de matiere noire, nous obtenons deux équations scalaires d’évolution du fluide en considérant
?HTf ', = 0 ainsi que le mode scalaire de VT, = 0. 1l s’agit respectivement de I'équation de
conservation de chaque fluide ainsi que de I’équation d’Euler de chaque fluide. Dans le cas ou w

est constant et donc w = cg ces équations sont
S+ (14 we) (Ave —3T) = S, (6.11)
2
cs
v+ H(1 =32 )ve + P + I +w S = See (6.12)

Les termes de source de ces équations sont donnés par

See = 2(1+we) {36V + 60V — (® +6.)Av,

+Djve [-D6 — (1 — 3we)HD've — 2D, — 2D'® + 3D'W]} , (6.13)
DiSee = —2(6.Dive)' — 2H(1 — 3c2, )6 Dive + 2H(1 — 33 .)(® + 2) Dyve + 109’ Dyve
+4V D), — 2D; (DIveDyve) + 20Dy, — 20D;® + 49 D;® . (6.14)
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Dans le cas ou w n’est pas constant c’est-a-dire pour w # c2, les équations de conservation sont
données en appendice D.1 tandis que les équations d’Einstein sont données en appendice D.2.
Si de plus les perturbations ne sont pas adiabatiques, c’est-a-dire si la pression ne dépend pas
uniquement de p, alors il faut considérer une composante non-adiabatique dans les équation pré-
cédentes. Nous ne considérerons pas cette situation et nous restreindrons dans ce qui suit a des
perturbations adiabatiques. Si de plus on souhaite inclure les baryons dans les équations précé-
dentes, il faudra considérer la force qu’exercent les baryons sur les photons (et réciproquement)
au second ordre. Celle-ci ne peut étre justifiée qu’a partir de la théorie cinétique et sa forme est
donnée dans [Bartolo et al. 06]. Tout comme au premier ordre, nous étudierons la dynamique
des perturbations gravitationnelles sans considérer cet aspect étant donné que la matiere noire
froide est dominante.

Modes tensoriels

Les équations d’Einstein tensorielles sont données par le mode tensoriel de (0G;; — k0T;5) = 0
EJ + 2HE}; + (2K — A)E;; = SIT, (6.15)
ol
SEL =Pyl Dy @ D@ + 265(1 + w) Dyw Dy (6.16)
Dans lexpression précédente, nous avons utilisé qu’au premier ordre ® = ¥ pour un fluide
parfait d’apres 'équation (6.5).

Nous utiliserons les solutions trouvées pour les équations homogenes satisfaites par les va-
riables de perturbation de premier ordre afin de résoudre les équations du second ordre avec la
méthode de la fonction de Green.

6.2.2 Loi de conservation

En suivant la méme procédure qu’au premier ordre, on peut montrer (voir section 7.5.2) que
pour des modes super-Hubble, la condition d’adiabaticité du mélange radiation-matiere noire
froide est encore satisfaite au second ordre, et on peut exprimer les contrastes de densité au
second ordre en fonction du contraste de densité du fluide total par la version au second ordre
de Péquation (2.76). Le fluide total & ces échelles peut étre considéré comme un fluide parfait de
parametre d’état variable. De fagon plus générale, pour un fluide parfait, on montre en suivant
la méme procédure qu’au premier ordre & partir des équations d’Einstein de I'appendice D.2,
que l’équation d’évolution pour U2 s%écrit

1
U W3H(1+ ) +30(c2 —w) — 2AY = Sy — 251 + 3085+ 383(c2 —w) +HS; = S. (6.17)
De facon équivalente, cette équation s’écrit en fonction de @@ et ¥
1
U+ HE + HY' (2 + 3¢2) + 30(c? —w) — AU = Sy — 28 + A3 (6.18)

On peut montrer alors (voir Pappendice E) qu’en utilisant la perturbation de courbure en jauge
comobile au second ordre dans sa limite super-Hubble

2
R = ¢@ _ % (w’(z) +HO® — 4H v — %) + (143c2) (Q6)? — 4QoW, (6.19)
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ol on rappelle que Q = —1/[3(14w)], on peut récrire cette équation pour les modes super-Hubble
sous la forme
—H __ oy
R ~0. 6.20
0 (6.20)

Nous utiliserons donc cette loi de conservation pour établir les liens entre les variables de per-
turbations du second ordre avant et apres un changement d’ere pour des modes super-Hubble,
et en particulier pour fixer les conditions initiales dans I’ére de radiation a partir des prédictions
inflationnaires.

6.2.3 Ere de radiation

En suivant la méme méthode qu’au premier ordre, mais en gardant tous les termes de source
quadratiques dans les variables de premier ordre, nous pouvons dériver 1’équation d’évolution
pour les perturbations scalaires du second ordre dans le cas ou l'univers est dominé par la
radiation

1 1 1
U+ AHY — gA\I/ =5 — 551 + gASg +HS,=S,. (6.21)

Cette équation peut étre convertie en une équation satisfaite pour ® en utilisant la contrainte
¥ — & = S3. Afin que équation (6.21) soit une équation différentielle uniquement sur le temps,
nous passons en espace de Fourier. Les termes de source ne font intervenir que des termes
quadratiques dans les variables de perturbation du premier ordre. On relie la transformée de
Fourier d’un produit XY & celle de X et Y par

[XY](k) = / Ak d®kadd (kg + ko — k) X (k;)Y (ko) . (6.22)

(2m)3/2
Afin de simplifier la notation nous n’utilisons pas de notation différente pour une variable et sa

transformée de Fourier. Nous omettrons également de spécifier la dépendance en k 1a ou aucune
confusion ne peut étre faite. On utilisera également dorénavant la notation compacte

1 I
C(ky, ko) = @ / d*k;d®kod3 (k1 + ko — k). (6.23)

Cette expression fait intervenir nécessairement toutes les valeurs de k; et ko ce qui entrera en
contradiction avec la notion de limite super-Hubble ou sub-Hubble pour lesquelles on souhaite
comparer k & 1/n, mais aussi k1 et k2 & 1/n. Cependant le but sous-jacent & nos calculs au
second ordre est d’obtenir une expression pour le bispectre et nous verrons alors que 'intégrale
représentée par C(kq, ko) n’est jamais réalisée, et dans ce cas, il y a bien un sens pour les limites
sub-Hubble et super-Hubble. Nous présenterons donc les résultats au second ordre dans les
limites super-Hubble et sub-Hubble avec C(ki, ko) en facteur en nous souvenant que cela & un
sens uniquement lorsque 'on utilise ces expressions dans le calcul d’un bispectre. Nous notons
Uy et Wq les solutions de 1’équation homogene associée a ’équation (6.21) que nous souhaitons
résoudre. On définit alors la fonction de Green par

v ) el o) - v ) v )
W ) e o) — w8 )9 )

Gr(n,n) = (6.24)
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La solution générale est alors de la forme
n
W) = Cova(a) + Cota(n) + [ Gy, ) (6.25)
0

La fonction de Green associée a I’équation (6.21) s’écrit explicitement

G (n,7) = \k/i'f; {(sz +3) sin {L\;g"/)} —V3k(n — 1) cos {k("i\/%”/)} } . (6.26)

Modes super-Hubble

Pour les modes super-Hubble, nous pouvons soit utiliser la limite super-Hubble du résultat
précédent, c’est-a~dire en ne gardant dans S, que les termes dominant dans cette limite qui sont

Sy ~ SHUW + W2 + 30" + HS,, (6.27)

soit utiliser la conservation de R(?). Cette derniére méthode est une intégrale premiére d’une
équation du second ordre et est donc une équation du premier ordre comme on peut le voir
directement sur expression de R, Si & la fin de I'inflation la valeur de R est R?), alors on
peut utiliser cette valeur comme condition initiale au début de ’ére dominée par la radiation.

L’évolution de W) est ensuite obtenue en résolvant R (n) = Rgz), c’est-a-dire

o 2 : ; ; 2 , U
@ g (qﬂ“) + H<1>(2>) =R — (1+3c2) (Q5)? +4Q5W — WQ <4H\1ﬂ + 7) . (6.28)
Nous avons vu au premier ordre que pour des modes super-Hubble dans une ¢re dominée par un
fluide de parametre d’état w constant, une fois la solution décroissante négligeable, c’est-a-dire
quand ¥ « HUD | nous pouvons relier ¥ a4 RM par la relation (2.86). Dans ce cas nous
pouvons également relier v & ¥ d’aprés I’équation (2.24) par

1
W _ _—2e®

T3H(Itw)’ N

v
et négliger § devant W. On applique la méme méthode au second ordre. Une fois la solution dé-
croissante négligeable, ¢’est-a-dire la solution de I’équation homogene associée a I’équation (6.28),
et donc que U@’ « HU®@ | nous pouvons déduire une relation entre ¥ et R(IZ). En utilisant
I'équation (6.29) et en exprimant ®®2) en fonction de W2 grace & la contrainte (6.5), cette
relation qui correspond & la solution particuliere de ’équation (6.28) s’écrit

1 : 543w _(1)2 _1 | 10+ 6w 1) aiyp (1

\I/<2) — 1 (2) 4 \I/( ) —2A 1 L\I’( ) l\p( )

i (w) el RSl BT ran A 30+ w0 9

9 10 + 6w (1) mivp, (1)
6A2070; | ———— 0,V 00 . 6.30
+ |:3(1 + w) J=T I ( )
Dans le cas de ’ére dominée par la radiation
2) 22 1)2 - 1) i, (1 9, 1) i, (1

o) = SRE + w -t [aef)onel)] + sai, [o,ef)o'e])] . (63)
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ol nous rappelons que \Il(l) 27?,(11) /3. 11 faut remarquer qu’au second ordre ®? £ ¥ et donce
d’aprés I’équation 6.5), on les relie dans le cas super-Hubble par

10 + 6w
3(1+w)

10 + 6w

o = o) 14w At T

aiqﬂ,”ai\p?)] —3A7290; { 0,uVowV| . (6.32)

Modes sub-Hubble

Lorsque nous souhaitons étudier la rentrée d’'un mode sous I'horizon, il n’est plus possible
d’utiliser la méthode intégrale précédente et nous utiliserons donc la méthode générale de la

fonction de Green. La solution dominante de 1’équation homogene, notée \IJ( ) a la forme donnée

par la fonction (2.37) avec une valeur limite quand k7 > 1 donnée par \IJ(Q)

\11(2) \I/IQT) (gk\gg [sin (kn/\/§> - %cos (kn/\/g)] . (6.33)

p 1 2, 1 H N 1" 2, l H <, A \11(2) Q 3 B A aQ d 3
Quant a la solution particuliere, ou solution sourcée ¥g’, nous pouvons nous intéresser dans un
but de simplification & son ordre dominant en kn qui est

n
OO (k) = C(ky, ko) F (K, ko, K) U (k)04 (k) / T (K1, ko, k,,7) dof (6.34)

JO

ou
27v/3k1 ko 11 ki.ko\ 2
Fki ko, k) = ZLV2RF2 04 4 9 ki k .
( 1, K2, 777) k3n2 |: + <k2 k2> 1- 2+3<k’1k2) ) (635)
ki kot k(n' —n)

I(k1, ko, k,m,7') = sin <W> sin <%> sin {T} . (6.36)

Afin de dériver ce résultat, nous avons utilisé le fait que dans le terme de source S, les termes
dominants sont les termes quadratiques en v qui sont tous du type ~ H29*vd;v ~ n~2, tandis
que les autres termes se comportent asymptotiquement au mieux comme k’277’4.
On peut calculer I'intégrale sur I, et on obtient alors pour les modes sub-Hubble (kin >
1 1

1, ko > 1, kn > 1), en notant p = kq.ka/(k1ks2)
1o (L L)k oo Kk ’
2202 (1 — i2) 2TRE) Frks

o (4g)en(3) o (3) ()= (30)]om

La solution totale \IJ( est la somme de \Ilg ), qui vient de ’évolution, et de \II( ) , qui porte une

information sur la perturbation de courbure & la fin de I'inflation Rg ). Outre la dépendance
dans la configuration de ki, ko et p ainsi que le comportement oscillant, on remarque que
I'amplitude des perturbations du second ordre décroit comme (kn)~2. On conlut donc que le
premier ordre comme le second ordre est amorti lorsqu’il rentre sous I’horizon dans I’ére dominée
par la radiation. On peut ensuite en déduire le comportement asymptotique du contraste de

U (k) =~ Clky ko)
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densité grace a léquation de Poisson (6.3). Comme les termes dominants dans le terme de
source sont de 'ordre de k2\11<1>2/(k77)4, on peut les négliger devant AT® et 56(). On en déduit
qu’asymptotiquement I’équation de Poisson s’écrit dans ’ére de radiation

62 = (kr) Yo, (6.38)

6.2.4 Ere de matiere

Dans le cas ol 'univers est dominé par la matiere,

1
U + 3HY = S5 + gASg +HS, =S (6.39)
La fonction de Green associée est
1 T]/()
Gm (7],7]’) == (n’ — 7]5> . (6.40)

Modes super-Hubble

Pour les modes super-Hubble, on suit la méme démarche que pour 'ére de radiation. Une
fois la solution décroissante négligeable, U2 converge vers \1152)(10 = 0), c’est-a-dire

4 ) . )
v = R<2> + 3\1/“)2 A <§6i\1122n61\11?3n> + A2, (4aj\1/(,}3,181\1131;)} . (6.41)

avec \Il(l)

w = 0.

372(]1) /5. On relie cette valeur & <I>(122n en utilisant 1 ’équation (6.32) évaluée en

Modes devenant sub-Hubble pendant 1’ére de matiéere

Dans la limite kn > 1, k1n > 1, kan > 1, une fois le mode décroissant du premier ordre
négligeable, U est constant et le terme de source S, s’écrit

S = Clk1, ko) W{) (k)W) (ko)

14k2k2 (5 1 1 1 2 (ky.ko)?
2 g (4 L)y 2later 6.42
e [Frake\ptg) e 0 62

ol nous avons utilisé la relation (6.29) valable quand ¥ est constant. On en déduit en utilisant
Pexpression (6.40) de la fonction de Green pour I'ére de matiere que
k2 k3n? 1 1 2 (ki.ko)?

“kiky |5+ ——5—|. (643
32 [7+ v Z(kf+k§>+7 K2k2 (6.43)

Quant a la solution de 1’équation homogene \IJ; ), elle est égale a ¥

U = —Cky, ko)UY (k)WL) (ko)™

(2)

I.m Puisque I’équation homo-

gene ne dépend pas de cette approximation. La solution totale \115,3) est la somme de \11(2) et \I!(IQT)n7
mais asymptotiquement cette derniere va devenir négligeable. On procede de méme que pour
I'tre de radiation afin de déduire le comportement asymptotique de 2. Nous pouvons négliger

le terme de source de 'équation de Poisson (6.3), qui est de Pordre de k2012 devant AT et



Approximation fluide 119

6@ qui sont de I'ordre de k2(k77)2\1/(1)2. On en déduit alors le comportement asymptotique du
contraste de densité par

1
Om = —E(kn)Q\I/m (6.44)
valable a la fois pour le premier et le second ordre. Ceci nous permet alors de retrouver le résultat
standard de I'effondrement gravitationnel en régime Newtonien [Bernardeau et al. 02]
1 5 1 1 1 2 (ky.ko)?
0 =Cki, ko) = + skiko [ 5 + 5 |+ 2o | 089 (k1)OCY (k). 6.45
50m’ = Clk, 2)7+212k§+k§ R m’ (k)05 (k2) (6.45)

6.2.5 Transition radiation-matiere

Nous décrivons la transition radiation-matiere comme nous l’avons fait au premier ordre en
la paramétrant par le facteur d’échelle normalisé & l'unité & I’égalité y. L’équation (2.57) au
second ordre s’écrit

2@ 647y dv®  1de®? 2 1

Q
+ - Ro® 4 ms@ - o) =g, (6.46
W T3ty dy 'y dy +3(1+y)k§q 227 Ty y) s (6:46)
avec S k2S
2 1 3
_ _P1_ RTOs 4
Srm 1+y <SZ 3 3 > (6 7)

ott @ est relié & TP grace a Péquation (6.5). Comme au premier ordre, il faut déterminer
le contraste de densité afin de pouvoir intégrer cette équation. L’équation de conservation et
I’équation d’Euler au second ordre peuvent étre combinées afin de donner

o2 =85 | (6.48)

a2 243y A8 a20@ [ 6+ 9y } @ o2

Jri —
dy?  2y(1+y) dy dy? 2y(14+y)] dy — (1+y)k2,

avec

Ss,, =

2
V2 dSe | S 2k S . (6.49)
kgq

keqVT+y \dy y (I+y)
De fagon similaire au premier ordre nous avons un systéme d’équations différentielles couplées.
De plus, il nous faut déterminer des conditions initiales pour 55,%). Le mélange de fluides parfaits
n’étant pas a priori parfait, on suppose de plus que le mélange du fluide de radiation et du fluide
de matiere se comportent comme un seul fluide parfait jusqu’au second ordre, c’est-a-dire que le
fluide total dont les quantités thermodynamiques sont données par les relations (2.47) satisfait
2
0P = %(51) + %%(5/})2

1de?

— 2 - 2
- (’36/)+ 2 d/) (6/J) ) (650)

ol ¢, est donné dans les relations (2.55). On obtient alors que les contrastes de densité doivent
satisfaire la condition d’adiabaticité donnée par

2
4 37 4 3 4 ’ ’
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On utilisera donc cette condition car on supposera des conditions initiales adiabatiques. On
peut montrer en utilisant 1’équation de conservation (6.11) que cette condition adiabatique est
conservée aux échelles super-Hubble.

Nous allons étudier plus particulierement des modes rentrés sous 1’horizon suffisamment avant
I’égalité pour que le potentiel W) ¢réé par le contraste de densité di & la radiation soit devenu
plus faible que celui dua a la matiere froide. Il s’agit donc d’établir 'effet Mészaros au second
ordre. Dans ce cadre d’approximation, 1’équation de Poisson se réduit a

. 3 .
Bo® ~ 2o ~ 74—yk§q6§3). (6.52)

On a négligé S; dans cette relation car les termes dominants de S /kgq sont de l'ordre de
(keq/k)? < 1. Quant aux contributions dominantes de Ss,,, elles proviennent de

S, ~ —20; (602@) , 0;Se ~ =2 (Oj'uajf),-v) , (6.53)
et contribuent de l'ordre de (keq/k)° & Ss,,. Finalement 1'équation de Mészdros au second ordre
s’écrit

22 243y AP 3
_ 5@ = gy, 6.54
Q" 2y(1+y) dy  2y(1+y) ™ M (6.54)

avec (en notant § = (5%) et § = % pour simplifier)

905+ 282+ —90 | 1[5 o524 0
y(1+y)

S = C(ky, ko) {

(6.55)
L’équation de Green associée a I’équation (6.54) est

LSS I N (VST SR ST ER |
243y 243y 6" [((VITy-DWITyrD))

3
Gl ) = ST T3 2430 {

(6.56)
La limite asymptotique quand y >> 1, ' > 1 de la fonction de Green est
9 y/ 5/2
G N Zyl1= (2 6.57
(v:y) =~y { ( ) ) ; (6.57)
tandis que la limite asymptotique de Sps s’obtient en utilisant 66 < 62 et d~ 6 /y
5 1 11 2 (k1.ko)?7 6(k1)d(k2)
Su~Cki,ko)7 =+ zkiko | 5 + | —. 6.58
v == C(ky, k) {7+2 1 2<k%+k§> TR " (6.58)

On retrouve bien a partir de ces deux limites le comportement asymptotique sous I’horizon en
ére de matiére donné par 1'équation (6.45). Proche de '’équivalence cette limite asympotique
n’est évidemment pas valable.

11 KKy -
—— | ki1 .k 7+7>+2 0
2y<1+y>} e (i 75) 25

} |
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6.2.6 Intéractions baryons-photons

Nous venons donc de voir qu’au second ordre pour des modes sub-Hubble, le potentiel ¥(2) ~
B2 est croissant a cause de l'effondrement de la matiere noire froide, et de plus se nourrit des
perturbations du premier ordre qui ont subi une croissance logarithmique a la fin de 'ére de
radiation. Dans les termes du second ordre, on s’attend donc a ce que les termes quadratiques
dans les variables de perturbation du premier ordre soient de magnitude inférieure au potentiel
du second ordre. Nous allons donc étudier de plus pres le systeme couplé baryons-photons pour
les modes tels que k/keq > 1, en supposant que les caractéristiques dominantes du potentiel du
second ordre sont dues & ’effondrement de la matiere noire froide. Les baryons étant minoritaires
dans la matiere totale, cette approximation est justifiée si 'on désire comprendre la forme des
solutions numériques de ce probleme. Nous allons donc négliger tous les termes quadratiques dans
les variables de perturbation du premier ordre dans les équations de conservations et d’Euler.

On pose de méme qu’au premier ordre Q) = %2) — U@, dont I'équation d’évolution est donnée
d’apres 'approximation faite par
/ k2 k2
[(1+R)QPT + ggm ~ (2 R)3®. (6.59)

La différence essentielle par rapport au premier ordre réside dans le fait que ¥ ne peut plus
étre supposé constant mais est au contraire croissant comme (k7)2. Le systéme possede donc la
méme analogie qu’au premier ordre sauf qu'une solution WKB ne va plus étre possible dans le
cas ol I'amplitude de Q® est de Pordre de celle de @@, 11 s’agit d’un systéme largement forcé
dont le comportement est approximativement

) @, 60+ R)2+R)
0@ ~ —(2+ R)®? + )2

De méme, la version au second ordre de I’équation (2.91) est dans ce cadre d’approximation &
lordre le plus bas dans le parametre de couplage fort

@ 4+ o/ (kY. (6.60)

’ (2)
1+ Rp®] = -2~ _ 04 Rjo®. (6.61)
4
On en déduit l'ordre de grandeur de vg)
kv (y) ~ ,w\p@)_ (6.62)

k\2y
On rappelle que cette solution n’est valable que lorsque le potentiel au second ordre dirige les
oscillations baryoniques. En pratique, I'intervalle de temps entre I’équivalence et la recombinaison
(yLss =~ 3.3) n’est pas assez grand pour que ce régime soit atteint, méme en considérant la
pression anisotrope, sauf pour des modes plus grands que kp.

6.2.7 Physique du fond diffus cosmologique

Nous suivons la méme démarche qu’a l'ordre linéaire. La perturbation de ’énergie d’un
photon se définit alors jusqu’au second ordre par £ = £(1+dg) = &€ (1 + 69) + %5?)). On

obtient par le méme type de raisonnement qu’au premier ordre [Mollerach & Matarrese 97]

52 = 62 + 0@ — e0i® — 282 4 200" — 20;0¢’ — 4B 00E + 4\IJviéi] . (6.63)
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Tout d’abord la perturbation de température sera définie de la méme fagon que pour la théorie
linéaire en utilisant la loi (3.9). Au second ordre on obtient donc que la température est définie
a partir du contraste de densité d’énergie selon

3
0@ (s, x(nuss)] = 012 [nuss, x(ss)]/4 — E&l)g[nLSS,X(ans)L (6.64)

méme si la distribution des fréquences ne suit pas nécessairement celle d’un corps noir. Afin de
relier 6‘(52) a I’émission avec sa valeur a la réception, il faudra suivre la méme démarche mais en
tenant compte des difficultés suivantes. Tout d’abord le point d’intersection entre la géodésique
suivie par un photon et la surface de derniére diffusion, de coordonnées [nrss,x(nLss)] n’est
pas confondu avec le point d’intersection de la géodésique avec la surface de derniére diffusion
moyenne de coordonnées [7]Lss, X(7Lss)]. Il faut le prendre en compte si 'on souhaite se ramener
a la surface définie par 7jr,gs. De plus il faudra tenir compte du fait que la géodésique au premier
ordre se distingue de la géodésique obtenue & l'ordre le plus bas dans I’équation (3.6), ce qui en
plus d’affecter le point d’intersection avec la surface de derniere diffusion va modifier I'intégration
de la version au second ordre de I’équation (3.4). En effet, les variables du premier ordre seront &
évaluer sur la trajectoire du premier ordre. De plus, si on integre le long des géodésiques avec le
parametre affine A, il faudra tenir compte du A nécessaire pour partir de la surface de derniere
diffusion jusqu’a arriver a I'observateur. Ceci peut étre contourné en paramétrant la géodésique
par 7. Enfin cette méthode repose sur le fait que le spectre de corps noir n’est pas modifié, c’est-
a-dire que les intéractions fortes avec les baryons ainsi que le libre parcours sur une géodésique
affecte de la méme maniére des photons ayant des énergies différentes (le rapport de leurs énergies
reste constant). Ceci est vérifié pour ce qui concerne le parcours sur des géodésiques nulles mais
n’est pas a priori vérifié en ce qui concerne les intéractions avec les baryons. Au premier ordre,
les diffusion Compton avec les électrons ne changent pas I’énergie des photons et il est justifié de
caractériser la distribution des photons par une température de corps noir. En revanche ce n’est
plus le cas au second ordre ou il y a une distorsion spectrale méme dans la limite de la diffusion
Thomson, qui pourtant n’induit pas de distorsion spectrale dans le référentiel des baryons, mais
induit tout de méme une distorsion spectrale une fois ramené au référentiel des observateurs
comobiles [Dodelson & Jubas 95, Bartolo ef al. 06]. Parler de température n’a de sens que via
Dénergie totale et 1'équation (3.9) qui constitue alors une définition de la température, sans
qu’elle puisse étre associée a un corps noir. Cette approche, essentiellement Lagrangienne, qui
consiste & intégrer selon les cones de lumiere est donc complexe, tandis que la théorie cinétique,
qui consiste a regarder un point de ’espace I’évolution de la fonction de distribution, ce qui
est une approche Eulerienne me semble plus prometteuse au second ordre, et permet de décrire
correctement la recombinaison.

Cependant aux grandes échelles (super-Hubble) on peut négliger la vitesse des baryons et donc
la distorsion spectrale. De plus la variation du contraste de densité d’énergie lorsque la radiation
peut étre traitée comme un fluide pendant un temps An est jusqu’au second ordre donnée par
&' An. Or toujours dans la limite super-Hubble, la variation du contraste de température pendant
ce méme temps le long d’une géodésique est jusqu’au second ordre —¥’An d’apres 1’équation (3.8)
évaluée pendant le temps An. On en déduit que pour une distribution de corps noir, le contraste
de densité d’énergie lorsque les photons sont en propagation libre évolue pendant un temps An
selon —4W’'An (jusqu’au second ordre). Comme on sait que §' — 4P’ ~ 0 aux échelles super-
Hubble d’aprés 'équation de conservation (2.25), peu importe qu’on ne sache pas exactement ot
se situe la surface de derniere diffusion ni son épaisseur au premier ordre dans les perturbations
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de la coordonnée temps, puisque le fluide de radiation ou ’ensemble des photons en propagation
libre donnent la méme évolution du contraste de densité d’énergie. On peut donc considérer
pour des échelles super-Hubble que la surface de derni¢re diffusion n’est pas perturbée? et
correspond partout au temps 7,gs. Ceci n’est évidemment plus valable si on ne considére plus
des échelles super-Hubble et I'équation (6) de [Bartolo et al. 04c] n’a donc de sens que pour
des modes super-Hubble. Etant données ces considérations, le contraste de température aux
grandes échelles en ne prenant en compte aucun effet intégré® est donné par [Bartolo ef al. 0dc,
Mollerach & Matarrese 97, Pyne & Carroll 96]

1 3 1

O — @ _ M2 L 52 _ 2 512 4 ~g)s1) .

(C] + 46T 165T + 3 oy, (6.65)
ou le membre de droite est a évaluée sur la surface de derniere diffusion de 'espace de fond.
Nous utiliserons ce résultat dans la section 7.5.2, lorsque nous chercherons a caractériser la
non-gaussianité dans le CMB aux grandes échelles.

6.3 Théorie cinétique au second ordre

Nous suivons la méme démarche qu’au premier ordre et I’étendons au second ordre. Nous
étudions donc ’équation géodésique au second ordre puis le terme de Liouville de I’équation de
Boltzmann. Cette approche est nouvelle puisqu’elle est basée sur 'utilisation de tétrades tout
au long du calcul, et correspond au calcul détaillé de la dérivation de 1’équation de Boltzmann
que nous avons présenté dans la section 5.2. Nous considérons le cas général ou les particules
peuvent éventuellement étre massives sans étre pour autant non-relativistes.

6.3.1 Equation des géodésiques

On obtient d’apres I'équation géodésique (3.41), en utilisant les expression données dans
I’appendice B.2 pour les connections affines,

d7r0 (2) 0 ) ;. ’ .
am - e d® L v nin + (6:B® _ E@
< O ) =7 [ n'9;®'% + ' n'n; + (dlBj E;; ) n'n’
+2(® — U)n'9;® + 20’ B0
+an'nd (EfEY) - VE); - W'E; + w05 |. (6.66)

2. Nous l'avons expliqué jusqu’au second ordre mais on s’attend & ce que ce résultat soit valable & tout ordre.
En effet dans le formalisme 1+ 3, ’évolution du fluide de radiation est donnée par p+ %Gp = 0 tandis que pour un
photons de direction e* la variation de son énergie dans la direction u* + e/ est donnée par % (u* +e*) V. E =
7% — ouvele”. Pour des échelles super-Hubble on négligera le terme e#V,. Alors, on en déduira les propriétés
de la densité d’énergie correspondante en utilisant p = [ f(E,e)E?dEd’e (voir la section suivante). Pour une
fonction de distribution de corps noir (vue dans le référentiel comobile avec u"), on en déduira que la densité
d’énergie correspondante évolue de la méme fagon que le fluide de radiation, puisque par isotropie des directions
des photons, la moyenne sur toutes les directions de o,,€"e” va étre nulle.

3. On s’attend a ce que les effets intégrés contribuent aux petites échelles sauf pour le cas de effet Sachs-
Wolfe tardif da a la présence d’une constante cosmologique. Nous négligeons donc ces effets intégrés, mais il reste
& montrer rigoureusement que cela est correct.
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On rappelle que le développement utilisé est

dﬂo dﬂ'o (0) d7(0 (1) 1 dﬂ'o (2)
— ) == —_— e . 6.67
<d77> (dn> +(dn> +2<dn> " 560
Nous précisons les variables qui sont du second ordre en perturbations mais pas celles qui sont
du premier ordre en perturbations afin de simplifier les notations. Les variables du premier ordre

apparaissent uniquement sous forme quadratique et il n’y a donc pas de confusion possible.
On peut récrire ’équation (6.66) sous la forme

A0\ @ N ) , 9 DN i
(W) = 208] - w00 + 5 [v + (9B — EY ) iti|

+2(® — U)A'9;® + 20 By 0"
48RRI (E,;(iEkj) —WE, - \I/’Eij) T 45@'], (6.68)

le cas de la radiation correspondant & 3 = 1. L’évolution de la norme de la vitesse se déduit de
la méme maniére que pour I’équation (3.52). On remarque que pour les particules complétement
froides, c’est-a-dire sans impulsion (8 = 0), I’énergie est conservée & tout ordre comme on
peut le constater sur l'expression générale de I’équation géodésique (3.41) évaluée pour une
particule satisfaisant 7* = 0. Dans ce cas, 'énergie se réduisant & I’énergie de masse, cela traduit

uniquement le fait que la masse de la particule est conservée, ce qui était une hypothese.

6.3.2 Terme de Liouville

L’équation de déviation au premier ordre (3.54) est suffisante car la fonction de distribution de
fond ne dépend pas des directions des particules mais seulement du module de leurs impulsions.
On utilise également

i\ () NOE o
(%) - (%) = (B 1 W) — Eind, (6.69)
pour obtenir dans le cas général
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Cette formulation présente l'avantage de séparer clairement la dépendance dans la direction
7' des particules et celle dans leur énergie 7¥. On relie ensuite la dépendance en énergie & la
dépendance dans la norme de I'impulsion (87°) en utilisant % = f. Si enfin on souhaite

(6.70)

of
om0’
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exprimer les dérivées partielles en fonction de Pimpulsion 7* = 379, on utilisera 2 anf = dﬂl [37r0

et ()(27&) gﬂln On peut alors mettre I’équation de Boltzmann sous la forme

a6 f
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Cette formulation est plus pratique lorsque on veut intégrer 'équation de Boltzmann sur d3z?,

car il suffit alors de faire de simples intégrations par parties.
Le cas de la radiation auquel nous nous intéressons plus particulierement s’écrit en prenant 8 = 1

Lo = +719;60 f — Hr
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6.3.3 Hiérarchie de Boltzmann et lien avec les observations

Dans le cas de la radiation, on mesure ’énergie intégrée dans toutes les longueurs d’onde.
On définit donc la brillance ordre par ordre par

T (2", n') = 4rr / 50 £, 70, n®) B(x0)3dr®. (6.73)
Pour le second ordre on obtient
P 7 N
g - ) i9.4(2) _ 2 ED" pind
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Nous n’avons pas encore déterminé le terme de collision au second ordre. Une étude a déja
été réalisée dans [Bartolo et al. 06]. L’étape suivante consiste & trouver des méthodes efficaces
numériquement pour intégrer 1’équation de Boltzmann au second ordre une fois décomposée en
multipoles. Une étape intermédiaire permettant de capturer ’essentiel de la physique consistera
a d’abord en considérer la limite fluide.

6.3.4 Limite fluide de ’équation de Boltzmann

En négligeant la pression anisotrope, et en définissant une approximation de fluide parfait
a partir du tenseur énergie-impulsion, on retrouve ’équation de conservation puis 'équation
d’Euler, depuis les deux moments les plus bas de ’équation de Boltzmann, ce qui est attendu
puisque nous avons montré dans la section 3.3.7 que la théorie cinétique impliquait la conserva-
tion du tenseur énergie-impulsion. Cependant une telle méthode fera apparaitre la vitesse dans
la base de tétrades U®e,, et si on souhaite retrouver les équations (6.11-6.12), il faudra effectuer
le changement de base. Cette démarche est détaillée dans [Pitrou 07]. Quant aux conséquences
observationnelles sur la surface de derniere diffusion qui peuvent étre tirées de cette approxi-
mation, nous les aborderons au chapitre suivant. Auparavant, tout comme au premier ordre, il
nous faut déterminer les conditions initiales loin dans I’ére de radiation. Celles-ci résultant de la
phase d’inflation primordiale, nous devons étudier les effets non-linéaires pendant 'inflation et
ceci est également traité dans le chapitre suivant.
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Chapitre

L’inflation au dela de I'ordre linéaire et
signature a grande ¢chelle
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7.1 Généralités

Dans le modele le plus simple d’inflation & un champ en roulement lent, on ne peut avoir
que de tres faibles niveaux de non-gaussianité. En effet, afin d’avoir un roulement lent le poten-
tiel doit étre suffisamment plat ce qui limite considérablement I’amplitude des termes quadra-
tiques. On montre ainsi [Bernardean & Uzan 02, Maldacena 03] que le parameétre caractérisant
la non-gaussianité, fnr,, est nécessairement de l'ordre des parametres de roulement lent. Les
modeles d’inflation pouvant générer des taux significatifs de non-gaussianité font nécessairement
intervenir un contenu matériel plus sophistiqué, par exemple avec plusieurs champs couplés,
un terme cinétique non standard, ou bien permettant de ne pas étre toujours en roulement
lent grace a un potentiel bien spécifique. Nous avons vu que pour des perturbations adiaba-
tiques, la perturbation de courbure comobile était conservée ce qui revient a établir une loi de
conservation pour l'ordre de grandeur des non-gaussianités. Lorsqu’il y a plusieurs champs, il
existe un degré de liberté qui n’est pas adiabatique, dit isocourbure, si bien que cela relache
cette contrainte sur le taux de non-gaussianité. On peut ainsi construire un modele d’inflation
a deux champs exploitant ce degré de liberté isocourbure avant de revenir a des perturbations
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adiabatiques [Bernardean & Uzan 02]. Dans ce cas on peut obtenir de fagon générique une non-
gaussianité tres forte, souvent non paramétrisable par le parametre fyr. Une autre source de
non-gaussianité primordiale se situe pendant le réchauffement, c’est-a-dire lors de la transition
entre la fin de l'inflation et I'dre dominée par la radiation [Bartolo et al. 04a]. En effet, le ou
les champs présents pendant l'inflation doivent se désintégrer en d’autres champs, éventuelle-
ment ceux du modele standard des particules. Ce processus, appelé réchauffement, peut éven-
tuellement générer des non-gaussianités via une désintégration inhomogene du champ scalaire
[Kofman 03, Bernardeau et al. 04b]. 11 existe deux manieres de traiter les effets non-linéaires
pendant l'inflation. Soit on traite quantiquement les perturbations linéaires comme dans le mo-
dele standard de l'inflation, pour ensuite considérer les effets non-linéaires dans les équations
d’Einstein, en remplacant les variables de premier ordre par des variables stochastiques. Soit
on traite les termes non-linéaires quantiquement des le début afin d’étre plus cohérent dans la
démarche, et alors les termes non-linéaires sont pris en compte en utilisant la représentation
en intéraction de la théorie quantique. La premiere approche est celle qui a été considérée dans

[Rigopoulos et al. 06a, Rigopoulos et al. 06b], tandis que la seconde approche est considérée dans
[Maldacena 03, Seery & Lidsey 05b, Seery & Lidsey 05a, Chen et al. 06, Chen et al. 08]. Dans le
cas d’un champ test, on peut montrer que ces deux approches donnent le méme résultats pour
les échelles super-Hubble [Bernardeau ef al. 04a].

7.2 Ondes gravitationnelles générées par des effets de second-
ordre pendant l’inflation (article)

Nous allons présenter dans Darticle qui suit les résultats obtenus a propos des ondes gravi-
tationnelles générées au second ordre lorsque 'on traite l'interaction au second ordre de fagon
classique. Nous montrerons alors que la dépendance en k; est différente du traitement comple-
tement quantique, tandis que 1'ordre de grandeur en fonction des parametres de roulement lent
ainsi qu’en fonction de I’échelle d’inflation H est le méme. Ce résultat était déja connu pour
les perturbations scalaires [Rigopoulos el al. 05, Acquaviva el al. 03]. On montre ainsi que le
bispectre avec un degré de liberté tensoriel et deux degrés de libertés scalaires, (ERR) est de
méme amplitude que le bispectre & trois scalaires (RRR). Nous effectuons également une com-
paraison du formalisme en coordonnées avec le formalisme 14 3. Nous montrons que lorsque 1’on
développe le formalisme 1+ 3 autour d’un espace homogene et isotrope, on retrouve les résultats
de lapproche en coordonnées. Cependant nous montrons que la notion d’onde gravitationnelle
est dépendante de I'approche, selon qu’on la définit & partir d’observateurs de I’espace physique
ou & partir d’observateurs (fictifs) de l'espace de fond. Ceci peut avoir une importance pour
montrer la correspondance formelle entre les deux formalismes.
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1. Introduction

he generation o gra itational a es is a general prediction o an early in ationary
phase heir a plitude is related to the energy scale o in ation and they are
potentially detecta le ia o ser ations o B ode polari ation in the cos ic icro a e
ac ground i the energy scale o in ation is larger than ~ x 1% ¢
uch a detection ould eo pri aryi portance or testing in ationary odels
A ong the generic predictions o one eld in ation  are the e istence o adia atic
scalar and tensor pertur ations o quantu origin ith an al ost scale in ariant
po er spectru and aussian statistics E en i non linear e ects in the e olution

o pertur ations are e pected a si ple calculation con r ed y ore detailed
analysis sho s that it is not possi le to produce large non aussianity ithin
Journal of Cosmology and Astroparticle Physics 04 (2007) 003 (stacks.iop.org/JCAP /2007 /i=04/a=003) 2
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single eld in ation as long as the slo roll conditions are preser ed throughout the
in ationary stage De iations ro aussianity can e largerin eg  ulti eld in ation

scenarios and are thus e pected to gi e details on the in ationary era

As ar as scalar odes are concerned the de iation ro aussianity has een
para etri ed y a scale dependent para eter fyr arious constraints ha e een
set on this para eter  ainly ro analysis see or are ie on oth
theoretical and o ser ational issues De iation ro aussianity in the can arise
ro pri ordial non aussianity ie generated during in ation post in ation dyna ics
or radiation trans er It is1i portant to understand the all in order to trac do n

the origin o non aussianity i detected
A ong the other signatures o non linear dyna ics is the act that the scalar ector
and tensor odes o the pertur ations are no longer decoupled  his i plies in
particular that scalar odes can generate gra ity a es Also ector odes that are
usually ashed out y the e olution can e generated In particular second order scalar
pertur ations in the post in ation era ill also contri ute to B ode polari ation
or to ultipole coupling in the and it is thus i portant to understand this
coupling in detail
In this paper e ocus on the gra itational a es generated ro scalar odes ia
second order dyna ics econd order pertur ation theory has een in estigated in arious
or s and a ully gauge in ariant approach to the pro le as recently gi en
in econd order pertur ations during in ation ha e also een considered in
pro iding the prediction o the ispectru o pertur ations ro in ation
o ain or alis sha e eende eloped to study pertur ations and hence second
order e ects the co ariant or alis in hich e act gauge in ariant aria les
descri ing the physics o interest are rst identi ed and e act equations descri ing their
ti e and space e olution are then deri ed and appro i ated ith respect tothesy  etry
o the ac groundtoo tain results at the desired order and the coordinate ased approach
o ardeen in hich gauge in ariants are identi ed y co ining the etric and
atter pertur ations and then equations are ound or the at the appropriate order o
the calculation In this paper e carry out a detailed co parison o the t o approaches
up to second order highlighting the ad antages and disad antages o each ethod thus
e tending earlier or on the linear theory ur paper also e tends the or o in
hich the relation et een thet o or alis sonsuper u le scalesisin estigated In
particular e sho that the degree o success o one or alis o er the other depends on
the pro le  eing addressed  his is the rstti e aco plete and transparent atching
o tensor pertur ations in the t o or alis s at rst and second order is presented e
also sho  using an analytical argu ent that the po er spectru o gra itational a es
ro second order e ects is uch s aller than the rst order on super u le scales
his is in contrast to the act that during the radiation era the generation o I0)
pri ordial density uctuations can e large enough to e detected in principle though
this requires the in ationary ac ground o to esu ciently s all
his paper is organi ed as ollo s e egin y re ie ing scalar eld dyna ics in
section ithin the co ariant approach In section e or ulate the pro le
ithin the co ariant approach ollo ed y areor ulation in the coordinate approach in
section A detailed co parison o thet o or alis sis then presented in section In
section e study gra itational a es that are generated during the slo roll period o
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in ation In particular e introduce a generali ation o the fyp, para eter to ta e into
account gra ity a es and e co pute the three point correlator in ol ing one gra iton
and t o scalars A ong all three point unctions in ol ing scalar and tensor odes this
correlator and the one in ol ing three scalars are the do inant inally e conclude
in section

2. Scalar field dynamics

et us consider a  ini ally coupled scalar eld ith agrangian density®
L =—/=g[5VapVi0 Vo],

here V' ¢ 1is a general e ecti e potential e pressing the sel interaction o the scalar
eld he equation o  otion or the eld ¢ ollo ing ro £ is the lein ordon
equation

vava¢7 V/ ¢ = 5

here the pri e indicates a deri ati e ith respect to ¢ he energy o entu tensor
o ¢iso the or

Tup = VadVid = g [Ve0VG V6 |
pro ided ¢, # equation ollo s ro the conser ation equation
VT =

e shall no assu e that in the open region U o space ti e that e consider the
momentum density V¢ is timelike

V.oV <

his require ent i pliest o eatures rst ¢ isnot constant in U and so {¢ = constant}
speci es ell de ned sur aces in space ti e  hen this is not true ie ¢ is constant in
U then y

Vo= & Typ=—guV ¢ =V = constant,

in U the last eing necessarily true due to the conser ation la and e ha e an
e ecti e cos ological constant in U rather than a dyna ical scalar eld

We use conventions of [30]. Units in  hich h = = = 1 are used throughout this paper, Latin indices
a, , ...prun from 0 to 3, hereas Latin indices , , ... run from 1 to 3. The symbol V represents the usual
covariant derivative and  corresponds to partial differentiation. Finally the Hilbert Einstein action in presence
of matter is defined by

— 4 7_71
7/(11 [1671' R+ ]
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2.1. Kinematical quantities

ur ai  is to gi e a or al description o the scalar eld in ter s o uid quantities

there ore e assign a  elocity ector u® to the scalar eld itsel his ill allo
us to de ne the dot deri ati e ie the proper time deri ati e along the o lines
Tw b, 4= ueV T 4 0 gi en the assu ption e can choose the elocity
eld u® as the unique ti eli e ector ith unit agnitude wu®u, = — parallel to the
nor als o the hypersur aces {¢ = constant} 6

u' = 47V,

here e ha e de ned the eld ¢y = ¢ = —V,0V% /2 to denote the agnitude o the
o entu density si ply o entu ro mno on he choice de nes u* as the
unique ti eli e eigen ector o the energy o entu tensor 7
he ine atical quantities associated ith the o  ector’ u® can e o tained y
a standard ethod e can de ne a pro ection tensor into the tangent spaces
orthogonal to the o  ector

ha,b = GJab UqUp = habhbc = ham ha,bub =
ith this e deco pose the tensor Vyu, as
Vg = Vyu, — uquy, Vitlg =% hay Oap,

3

here V, is the spatially totally pro ected co ariant deri ati e operator orthogonal to u®

eg Vof =hV,f seetheappendi o or details 1w, is the acceleration wuyu’ =
and oy, the shear 0%, = ou’ = . hen the e pansion shear and acceleration are gi en
in ter s o the scalar eld y
=V TV == [V wl,
Oab = 7¢71 h(tzchb)dvc Vg,
Aq = 7“‘“}71 Vo = 77#71 VW ua/’/} 5
here the last equality in equation ollo s on using the lein ordon equation
e can see ro equation that 1 is an acceleration potential or the wuid o

ote also that the orticity anishes

Wab = _hachbdv[d (dflvqﬁf)) = 5

n the case of more than one scalar field, this choice can still be made for each scalar field 4-velocity, but not
for the 4-velocity of the total fluid. A number of frame choices exist for the 4-velocity of the total fluid, the most
common being the energy frame, here the total energy flux vanishes (see [32] for a detailed description of this
case.

The quantity ill be positive or negative depending on the initial conditions and the potential ~ in general
could oscillate and change sign even in an expanding phase, and the determination of u® by (7) ill be ill-defined
on those surfaces here V, =0 = 0 (including the surfaces of maximum expansion in an oscillating
Universe). This ill not cause us a problem ho ever, as e assume the solution is differentiable and (5) holds
almost every here, so determination of u® almost every here by this equation ill extend (by continuity) to
determination of u® every here in
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an o ious result ith the choice so that V, is the co ariant deri ati e operator in
the spaces orthogonal to u® ie in the sur aces {¢) = constant} As usual it is use ul
to introduce a scale actor @  hich has di ensions o length along each o line y
a
L=
here H is the usual u le para eter i the ni erse is ho ogeneous and isotropic
inally it isi portant to stress that

Va¢ =

hich ollo s ro our choice 0 u* ia equation a result that ill ei portant or
the choice o gauge in ariant I aria les and or the pertur ations equations

1 _
;3 =1

2.2. Fluid description of a scalar field

It ollo s ro our choice o the elocity that e can represent a ini ally coupled
scalar eld as a per ect uid the energy o entu tensor ta es the usual or or
per ect uids

Ta,h = HuqUp phuln

here the energy density p and pressure p o the scalar eld wuid’ are gi en y
p=5" Vo,
p=30*-V ¢.

I thescalar eldisnot ini ally coupled thissi ple representation is no longer alid ut
it is still possi le to ha e ani perect uid or or the energy o entu tensor

sing the per ect uid energy o entu tensor in one o tains the energy
and o entu conser ation equations
povt o=,
wzua Vap =
I eno su stitute g and p ro equations and into equation e o tain
the or o the lein ordon equation
o b Vo=,
an e act ordinary di erential equation or ¢ in any space ti e ith the choice or
the  elocity ith the sa e su stitution equation eco es an identity or the
acceleration potential ¢ It is con enient to relate p and p y the indexr v de ned y
o o p_ Y
p=o- opey=T =

his inde  ould e constant in the case o asi ple one co ponent uid ut in general
ill ary ithti ein the case o a scalar eld

gl v’
= ¥ - [
gl (4
inally it is standard to define a speed o sound as
gl o -2
1t ¥
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2.3. Background equations

he pre ious equations assu e nothing on the sy  etry o the space ti e e no
speci y it urther and assu e that it is close to a at ried ann e atre space ti e
hich e consider as our ac ground space ti e  he ho ogeneity and isotropy
assu ptions i ply that

c?=topo® =,  wa=, Vif=,
here f is any scalar quantity in particular

Var=Vip= = Vb=, ag =
he ac ground ero order equations are gi en y

H H'= 7G[V ¢ -],
H? = 7TG|:*’$2 V¢},

v OHG Vg = ep HY=

here all aria les are a unction o cos ic ti et only

3. Gravitational waves from density perturbations: covariant formalism

3.1. First order equations

he study o linear pertur ations o a ac ground are relati ely straight or ard

et us egin y de ning the first order gauge invariant I aria les corresponding
respecti ely to the spatial uctuations in the energy density e pansion rate and spatial
cur ature

Xo= Vth
Za = Va )
C, = a*V,R.
he quantities are I ecause they anish e actly in the ac ground space
ti e It turns out that a ore suita le quantity or descri ing density uctuations

is the co o ing gradient o the energy density
a
a — /[1, Xa7
here the ratio X,/p allo s one to e aluate the agnitude o the energy density
pertur ation relati e to its ac ground alue and the scale actor a guarantees that it
is di ensionless and co o ing
hese quantities e actly characteri e the inho ogeneity o any wuid ho e er e
speci cally ant to characteri e the inho ogeneity o the scalar eld this cannot e done
using the spatial gradient V,¢ ecause it identically anishes in any space ti e y irtue
o our choice o elocity eld u® It ollo s that in our approach the inho ogeneities
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in the atter eld are co pletely incorporated in the spatial ariation o the o entu
density V,¢ soit a es sense to de ne the di ensionless gradient

a
a= aval/@
hich is related to , y
wZ
a= "7 a=7 a
I
here e ha e used equation and v is gi en y equation co paring
equations and e see that , is proportional to the acceleration it is a gauge
in ariant easure o the spatial ariation o proper ti e alongthe o lineso u® et een
t o sur aces ¢ = constant see he set o lineari ed equations satis ed y the 1

aria les consists o the evolution equations
Xa - - HXa - wQZav

Zo=— HZ,— nGX, V.,divu,
Tab — V(a”b) =— Houw — Eu,
Eqg — curl Hyy = — 7707,92%1; - Ealn

Hab curl Eab = — HHab

and the constraints

_ O dvE,

_2 ;
= 37, — divo,,
=divH,,

= Hy, — curlog,

= curl X,

= curl Z,.
he curl operator is de ned vy curlt,, = curly 4 = scdmvw;j) here €4 is the
co pletely antisy  etric tensor ith respect to the spatial section de ned vy €. =
Eabcdl”  €apeq  €ing the olu e antisy  etric tensor such that ego3 = /—g he
di ergencedivo aran ntensorisaran n— tensorde ned y dive i 4 = Vit 4
ecause the ac ground is ho ogeneous and isotropic each I ector ay e

uniquely split into a curl-free and divergence-free part usually re erred to as scalar and
ector parts respecti ely hich e rite as

‘/H = ‘/;a Wm
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here curlV;, = and div{ = i ilarly any tensor ay e in ariantly split into
scalar ector and tensor parts
Tflb = Eab 7—“/ab ﬂab
here curlZs,, = divdivly = and divly, = It ollo s there ore that in the a o e
equations e can separately equate scalar ector and tensor parts and o tain equations
that independently characteri e the e olution o each type o pertur ation In the case
o a scalar eld the orticity is e actly ero so there is no ector contri ution to the
pertur ations
et us no concentrate on scalar pertur ations at linear order It is clear ro the
a o ediscussion that pure scalar  odes are characteri ed y the anishingo the agnetic
part o the eyl tensor H, = so the a o e set o equations reduce to a set o t o
coupled di erential equations or X, and Z,
Xa HX, = —1/12Za7

Zy  HZ,=— 7GX, — ¢ 2V2X,,

and a set o coupled e olution and constraint equations that deter ine the other aria les

Oab = 7w_2v<aXb) — How — Ealn
Egp=— ﬂ—Gd}z Oab — HEHb7

dive, = — Z,,
curloy, =
dvE, = ¢ x,

3.2. Gravitational waves from density perturbations

he preceding discussion deals ith rst order aria les and their eha iour at linear

order Itisi portant to eepin ind that e erea letoset Hy, = only ecause pure
scalar pertur ations in the a sence o orticity i plies that curlo,, = at rst order
he anishing o the agnetic part then ollo s ro equation o e er at second
order curl o, # e denote the non anishing contri ution at second order y
b = curlogp.
he ne aria le is second order and gauge invariant I as it anishes at all lo er
orders It should e noted that the ne  aria leis ust the agnetic part o the eyl

tensor su ect to the conditions entioned a o eie
ab = Hab|u.}:()~

e are interested in the properties inherited y the ne aria le ro the agnetic part
o the eyl tensor In particular it can e sho n that the ne aria le is trans erse
and traceless at this order and is thus a description o gra itational a es It should e
stressed that in ull generality there are tensorial odes e en at rst order y assu ing
that there are none e e plore a particular su set in the space o solutions ro the
iterati e resolution’ point o ie this eans that e constrain the equations in order to

ocus on second order sourced y ter s quadratic in scalar pertur ations In doing
so e arti cially s itch o pertur ations at rst order
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3.3. Propagation equation

he propagation o the ne second order aria le no mneeds to e in estigated using a

co ariant set o equations that are lineari ed to second order a out e aeuseo
equations and the ollo ing e olution equations hich are up to second order
in agnitude
2 8
Eg=— Ly curl ab — WG?/) Tab Uc(aEb)r:
=- —curl By, — ¢ By
ab = ab — CUrl Lgp €cd(aW Lop)

together ith the constraint

a —2v7a H a
u® = —y *Vip=— —div £,
‘ P TGY?
nli e at rst order here the splitting o tensors into their scalar ector and tensor
parts is possi le at second order this can only e achie ed or [ aria les

e ay isolate the tensorial part o the equations y decoupling ., since it is
di ergence ree it is already a pure tensor ode hereas Fy, is not  he a e equation
or the gra itational a e contri ution can e ound y rst ta ing the ti e deri ati e
0 and a ing appropriate su stitutions using the e olution equations and eeping
ter s up to second order he a e equation or , then reads

ab—v2 ab H H? — 7TG¢2 ab = Sabp

here the source is gi en y the cross product o the electric eyl cur ature and its
di ergence or acceleration

S = — u°V. H- HZ (—WGW €eaa By div Eﬂ) .

0 o tain this e ha e used the act that itha at ac ground space ti e
aurleurl Ty, = —V?Ty, 3V, divTy,

and used the co  utation relation

curl T, - = curl Ty, — % curl Toy — €ca@o®D Tb>d €ed(a u“de % u"'Tb>d .
e ha e also used equations and to eli inate ¢/¢) ro the source ter It
can also e sho n that Sy, is trans erse illustrating that equation represents the

gra itational a e contri ution at second order  ote that this is a local description o
gra itational a es in contrast to the non local e traction o tensor odes y pro ection
in ourier space ince 4 contains e actly the correct nu er o degrees o reedo
possi le in any other aria le e ay choose to descri e ust e related y
quadrature  a ing this a suita le aster aria le  he situation is analogous to the
description o electro agnetic a es should e use the ector potential the electric eld
or the agnetic eld or their description athe atically it does not atter o course
each aria leo eysa a e equation and the others are related y quadrature Physically
ho e er it is the electric and agnetic elds hich dri e charged particles through the
orent orce equation the electro agnetic analogue o the geodesic de iation equation
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In order to e press the gra itational a e equation in ourier space e de ne our
nor ali ed tensor har onics as

Qab o fab eik~m
T g 3/2

here €% is the polari ation tensor  hich satis es the ac ground tensor el holt
equation V2Qu = — ¢°/a® Qu, As g, is required to satis y ¢,u® = in the ac ground
it can thus e identi ed ith a ector and ill su sequently ritten in old hen
necessary e denote har onics o the opposite polari ation ithano er ar A plitudes
0 g ay ee tracted ia

Kt :/d%[ wat Q" ka ],

ith an analogous or wula or the opposite parity —hisi plies that our original aria le
ay e reconstructed ro

ab:/dSk[ kot Qu kox kit Qu ko]

he sa e relations hold or any trans erse tensor  ence our a e equation in ourier
space is

" k~77 H ! kl’f] k.2 H2_ ﬂ-G,[/}z k777 :Sk7ﬁ7

ith an identical equation or the opposite polari ation e ha e con erted to con or al
ti en here a pri e denotes deri ati es ith respect to n and e ha e de ned the
conor al u le para eter as H = d'/a he source ter is co posed o a cross
product o the electric part o the eyl tensor and its di ergence At rst order the
electric eyl tensor is a pure scalar ode and can there ore e e panded in ter s

o scalar har onics o de ne these let Q¥ = e4®/ 732 e a solution to the

el holt equation V2Q®) = — ¢?/a?> Q). eginning ith this asis it is possi le to
deri e ectorial and P tensorial har onics y ta ing successi e spatial deri ati es
as ollo s

A

Q%) =V VpQ® = —a (gags — tharg®) Q).

his sy  etric tensor has the additional property qaqng‘? =— ¢/ a® Q¥). sing this
representation e can e press our source in equation in ter s o a con olution in
ourier space y e panding the electric eyl tensor as

Eqn = /d3:c EaQE g, .
hen the right hand side o equation e pressed in conor al ti e acco panied

y appropriate ourier deco position o each ter and a ing use o the nor ali ation
condition or orthonor al asis yields

Sk,n:/di‘qu,k{ EqnEk—-qn' - HEqnEk-qn}
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here

A q.k Ecd(aQb)qd ke — qc |k - q|26ab k,

i
T 1Gady?

ith a si ilar e pression or the other polari ation
In principle ecanno sol e orthe gra itational a econtri ution , and calculate
the po er spectru o gra itational a es today or this ho e er e need initial
conditions or the electric eyl tensor or alternati ely

4. Gravitational waves from density perturbations: coordinate based approach

In this or alis e consider pertur ations around a uni erse ith Euclidean spatial
sections and e pand the etric as

ds? =a® g {f A dp?  widz'dy C & hiy da’ dacj}7

here 7 is the con or al ti e and a the scale actor e per or a scalar ector tensor
deco position as

and

here B; & aretrans erse D;£' = D;B" and &;j is traceless and trans erse &l = Djé']’: =
atin indices i, j, k... are lo ered yuseo thespatial etric eg B'=+7B; e
the gauge and or in the e tonian gauge de ned y B, =& = B = sothat =A
and = —C arethet o ardeen potentials Asin the pre ious sections e assu e that
the atter content is a scalar eld ¢ that can e split into ac ground and pertur ation
contri utions ¢ =¢n 0P n,x he gauge in ariant scalar eld pertur ation can e
de ned y

e C
Q=d0— 07

here H = d’/a = aH e denote the eld pertur ation in e tonian gauge y x so
that Q =x  ¢'/H Introducing

£ =

(b/Z
,77

the equation o state ta esthe or y=w = ¢/ e thus ha et o e pansions
one concerning the pertur ation o the etric and the other in the slo roll para eter €
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4.1. Scalar modes

ocusing on scalar odes at rst order in the pertur ation it is con enient to introduce

v =al@
and
/
zzaﬂ.
e

inter s o hich the action displayed equation in ootnote  ta es the or
2.
Seca = 7/d3a:d77 {v’ 2 9 ? —v2:| ,
z

hen e panded to second order in the pertur ations It is the action o a canonical scalar

eld ith e ecti e square ass m? = —z"/z v is the canonical aria le that ust e
quanti ed It is deco posed as ollo s

o d3k ik-x * —ik-x, t
vT,n = vane Qg v, e ag| -

ere vy is solution o the lein  ordon equation

"
z

vp (K="=
z

and the annihilation and creation operators satis y the co  utation relation ag, aL, =
o0 k—FK e de ne the ree acuu state y the require ent ax| ) = orall k

ro the Einstein equation one can get the e pression or the ardeen potential
recalling that =

= WG%,Z (g>,, (%),: rGzv

and or the cur ature pertur ation in co o ing gauge

R=—v/z.
nce the initial conditions are set sol ing equation ill gi e the e olution o
vp 1 during in ation ro hich ;7 and Ry n can e deduced using the pre ious

e pressions
De ning the po er spectru as
2
. T
(RiRy) = PRk 0 k—kK
one easily nds that

3 2
PRk :k—z‘v—k

ote also that z and € are related y the si ple relation

V 1Gz = av/e,

so that
o Q z Q £
a G
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4.2. Gravitational waves at linear order

At rst order the tensor odes are gauge in ariant and their propagation equation is
gien y

& HE - &=
since a ini ally coupled scalar eld has no anisotropic stress De ning the reduced
aria le

the action displayed equation in ootnote  ta es the or

"

, a
Stens = 7/d3$ d77 |: I’L:J P 816,“2] ’ — Mij :
a
hen e panded to second order De eloping &; and si ilarly p;; in  ourier space

” _ Z / 3/2 v k eik:.mi

A=+,x
here &7 is the polari ation tensor the action ta es the or o the action ort o
canonical scalar elds ith e ecti e square —ass m? = —a"/a

a//
Stons == 3 / d’zdy { ph 2= Oy ? ;ui} :
A

I one conbiders the asis ej,e; o the t o di ensional space orthogonal to k then

_ ol 2 §A 1.2 2.1 A
ey = ejej—eled & eled ele; 6

ix are the t o degreeb o reedo that wust e quanti ed and e e pand the
as

A3k e N ik
Hij @, = Z/ PR ,Uk,A n e T Hpam e ik wa’/\] 51’-}- k .

ik is solution o the lein  ordon equation

n
o <k2 - —) M =

here e ha e dropped the polari ation su script he annihilation and creation
operators satis y the co  utation relations by, b};,’)\, =0 k—k 6y and ay, b};,)\ =

e de ne the ree acuu state y the require ent by,| ) = orall kand A
De ning the po er spectru as

2
s
(€)= ﬁ,PT k6O k—EK o,
one easily nds that

B |2
Prk = 7G|

here the t o polari ations ha e the sa e contri ution
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4.3. Gravitational waves from density perturbations

At second order e split the tensor pertur ation as &; = Sl-(jl) Si(jz) / he e olution
equations o Ei(j-2> is si ilar to equation ut inherits a source ter quadratic in the
rst order pertur ation aria lesand ro the trans erse trace ree part o the stress
energy tensor
i TT ; T
@ [T] =" 9x0px

It ollo s that the propagation equation is

gi(]?)” HE}?'— 51'(]-2) — §TT

ij

here S%T is a tensor that is quadratic in the rst order pertur ation aria les
or ing in ourier space the part o any tensor can easily ee tracted y eans
o the pro ection operator

here k' = k/k note that 1;; k is not analytic in k and is a non local operator ro
hich e get
SET ko = |L9Lh —— 11| Sa Ky

=P¥ k Sa k. .

he source ter isno o tained as the pro ection o the second order Einstein tensor
quadratic in the rst order aria les and o the stress energy tensor

(2) (2) (2)
Sap = Sab,ss Sab,ST Sab,TT-
he three ter s respecti ely indicate ter s in ol ing products o rst order scalar

quantities  rst order scalar and tensor quantities and rst order tensor quantities  he
e plicit or o the rstter is

St =0 0 TGO .

he rst ter as considered in and the second ter as sho nto ethedo inant
contri ution or the production o gra itational a es during preheating In ourier
space it isgi en y
SPs=— || & k— G| d& k —
ab,SS = qdqqa g7 q,1n m qdqp9aX 9,7 X q,1n |-
ﬂﬁf) x,n can e deco posed as in equation using the sa e de nition at any
order het o polari ations e ol e according to
"
(2 2 @ (2 _ @ pabo(2) _ij
0% (k - ;) K™= *mpij SabssEA -

Journal of Cosmology and Astroparticle Physics 04 (2007) 003 (stacks.iop.org/JCAP /2007 /i=04/a=003) 15

Gravitational waves generated by second order effects during inflation

ince the polari ation tensor is a tensor it is o ious that Pj}bsg\j =& so that

@ _ @ ij

"
@n szai) _ .
K ( p e et
X/d3q(1iq1' an q—kn wGxaqnxq—kn

ro the equation e deduce that the source ter deri es ro an interaction
agrangian o the or

Sint = /dnd3w

L0 0 wGOoNOn u.
vV G
It descri es at o scalar one gra iton interaction In ull generality the interaction ter
ould also include at lo est order cu ic ter s o three scalars t o scalar gra itons
and three gra itons  hey respecti ely correspond to second order scalar scalar odes
generated ro gra itational a es and second order tensor odes As e phasi ed
pre iously e do not consider these interactions here

5. Comparison of the two formalisms

e ore going urther it is instructi e to co pare thet o or alis s and understand ho
they relate to each other  ote that ego eyond here a co parison o the aria les

as ade at linear order ere e in estigate ho the equations ap to each other and
e tend the discussion to second order or the tensor sector At the ac ground le el the
scale actors a and e pansion rates H introduced in each or alis agree hich e plains

hy e adeuse o thesa e notation

he pertur ations o the etric around  space ti e has een splitinto a rst order

and a second order part according to

X=x0 1x®

e a easi ilar deco position or the quantities used in the co ariant or alis
As long as e are interested in the gra itational a e sector e only need to consider
the  elocity o the per ect uid descri ing the atter content o the uni erse hich e
deco pose as

W= v
a

Its spatial co ponents are deco posed as
Vi=o'v V'

Vi eing the ector degree o reedo and V the scalar degree o reedo  As V* has

only three independent degrees o reedo since u/ satis es w,u" = — its te poral

co ponent is lin ed to other pertur ation aria les e assu e that the wuid has no
orticity V' = as it is the case or the scalar uid e ha e in ind and consequently
e il also drop the ectorial pertur ations &; =
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5.1. Matching at linear order

At st order the spatial co ponents o the shear acceleration and e pansion are
respecti ely gi en y

o) = a0V &),
u;l) ) ( O gy V(l)/) ,

g W =_ (, [CO/ VAN V(l)) .

a

he electric and agnetic part o the eyl tensor ta e the or

W
By =0:0) V-3(& &),

H( 777;61@8’“5( "= curlgWr -

ote that ng; is the co  pletely antisy  etric tensor nor ali ed such that 7123 = hich
di ers ro g4 e deduce ro the last e pression that

s ), o )]
ij ij

here e ha e used si pler notation y riting curl& ;; as curl &; e also note that
the deri ati e along u, o atensor 7o ran mn,m  anishing in the ac ground ta es
the or

Tn \in 7ath| “in n—m HT“ \in

Ji.Jm Jiegm Ji-dm
at rst order or alternati ely

m—n Zl 177 N
(a TJl ]m) 8T11 Jn

am—n Ji-gm”

Again recall that a dot re ers to a deri ati e along u# Indeed at rst order it reduces to
a deri ati e ith respect to the cos icti e ut this does not generali e to second order
0 equation can e recast as

-2 (CLZH”) curl El] HHIJ =

sing the e pressions and or the geo etric quantities this equation ta es
the or

curl [—a (SZ HE]; — 57;1)} -

i ilarly equation can e recast as
2 - 2 .
a“H, b a*H, b
= H a H?> H Hy —V*Hy, =
a? a?

so that it reduces at rst order to
(W (1y o\'| _
curl [? <5¢j HE;" — & )] =
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hus equation aps to equation ith the identi cation i there is

no ector odes his can e understood ro the act that in the ardeen or alis
—1
equation is o tained ro the Einstein equation as curl ~ curl G;; =
In the case here there are ector odes equation has to e replaced y
1 .
Hl%) = aurl &V L0t o,EN!

and H,, is no longer a description o the ie directly related to the part o the

space ti e etric and the atching is not alid any ore

5.2. Matching at second order

At second order the atchingis uch oreintricate ainly ecause the deri ati e along
ut does not atch ith the deri ati e respect to cos ic ti e any ore
et us introduce the shorthand notation

X XY =Xty

or any tensors X* and Y™ 1 Y™ = 9'9™Z or X* = O*W e also use the shorthand
notation Y = 002X = oW

A ong the ter s quadratic in rst order pertur ations those in ol ing a rst order
tensorial pertur ation can e o itted as e are only interested in second order e ects
sourced y scalar contri utions At second order the geo etric quantities o interest read

HE = (e @) — (av x 00 ©),

ij i

(curl E(z))u = {(curlg(m")” (curl 50))'}
ij i

— [0 Wxaa W) (VD x00 D),

a

_ (1) 1y
(v a0 @, ].

ro the latter e pression e re ar that Hi(]?) has a ter quadratic in rst order
pertur ations in ol ing V() and ) his ter s arise ro a di erence et een the
t o or alis srelated to the act that geo etric quantities such as H;;E;; etc li e on
the physical space ti e hereas in pertur ation theory any pertur ation aria le at any
order such as V() EZ-(-Z) etc are elds propagating on the ac ground space ti e
It ollo s that the splitting into tensor ector and scalar odes is di erent In the
co ariant or alis  the splitting re ers to the uid on the physical space ti e hereas
in pertur ation theory it re ers to the co o ing uid o the ac ground solution Indeed
this di erence only sho s up at second order as the agnetic eyl tensor anishes in
the ac ground he one to one correspondence at rst order et een equations o oth
or alis s disappears as the second order equations o the co ariant or alis contain
the dyna ics o the rst order quantities
hen eeping ter s contri uting to the second order equation has an additional
source ter and reads

Hyp curlEy  HHgp=— 6cd<auch)d'
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I rst order tensorial pertur ations are neglected then H,, anishes at rst order and

equation still holds hen applied to H,, hus equation can e recast as
2 .
a’H, H
—Zab curl By —Hy = — ecd<auCEb>d.
a a
u stituting the geo etric quantities or their e pressions at second order and
a ing use o equation to handle the deri ati es equation reads at second
order

ij

curl [—a (51.(].2)” Hgi(]?)' _ gz_(]?))} -— {(3 W x99 M)

_ (3v<1) % 90 (1)/)

ij ij

—H (VD x 00 M) ]
sing the o entu and constraint equation at rst order
W gy W _ (’H' o ’HZ) v
and the ac ground equation H' — H? = — 7Gpu w a® that e deduce 1o the
aychaudhuri equation and the auss odacci equation at rst order e can lin it to
equation as it then reads

2

—curl {f (5-<2)N ’Hgi(jz)/ - &(jz))} =—curl [ 9, Wo; ©
a a

7Ga®> u P 81"/(1)8]"/(1)} .

hen applied to a scalar eld this is e actly the gra itational a e propagation
equation ith the source ter

5.3. Discussion

In conclusion e ha e atched oth the pertur ation aria les and equations at rst
and second order in the pertur ations  his e tends the or o hich considered
the linear case and has not een pre iously in estigated
E en though e restrict to the tensor sector this co parison is instructi e and
illustrates the di erence o approach et eenthet o or alis s inaclearer ay than at
rst order In the ardeen approach all pertur ation aria les li e on the unpertur ed
space ti e At each order e rite e act equations or an appro i ate space ti e In
particular thisi plies that the ti e deri ati es are deri ati e ith respect to the cos ic
ti eo the ac ground space ti e In the co ariant approach one deri es an e act set o
equations assu ing no pertur ation to start ith hese e act equations are then sol ed
iterati ely starting ro a ac ground solution hich assu esso esy  etries heti e
deri ati eis de nedinter so the o ector asu®V, Indeed at rst order or scalars
this deri ati e atches e actly ith the deri ati e ith respect to the ac ground cos ic
ti e At second order this is no longer the case irst the o ector at rst order does
not coincide ithits ac ground alue hisi pliesa rst order di erence et een the
t oti ederi ati es hich wust e ta en into account hen the geo etric quantities
such as H;;E;; etc 1i e on the physical space ti e hereas in pertur ation theory

any pertur ation aria le at any order such as V() El-(jz) etc li e on the ac ground
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space ti e hise plains hyeg Hf]?) has a ter quadratic in rst order pertur ations
in ol ing V) and ™

he aster aria les and corresponding a e equations in oth or alis s are also
di erent in nature In the etric approach the a e equation ith source is de ned
non locally in ourier space in the co ariant approach e are a le to deri e a local
tensorial a e equation hich ecause it is di ergence ree represents the gra itational

a e contri ution course e can a e a non local deco position in ourier space
as required  urther ore on one hand the part o the etric in a particular gauge
is a pertur ati e approach used to descri e and this tells us the shear o spatial

lengths ith respect to a ho ogeneous and isotropic ac ground re erring i plicitly to
a hypothetical set o a eraged o ser ers  n the other hand the co ariant description
using H,, hich is uilt out o the eyl tensor and the co o ing o ser er’s elocity
directly descri es the dyna ically ree part o the gra itational eld up to second
order hen rotation is ero as seen y the true co o ing o ser ers  his is part o the
dyna ic space ti e cur ature hich directly induces the otion o test particles through
the geodesic de iation equation and it accounts or e ects due to the non ho ogeneous
co o ing uid elocity

here is one ore di erence et een the t o or alis s concerning the initial
conditions In the ardeen approach as e recalled in section  there is a natural ay to
set up the initial conditions on su ~ u le scales y identi ying canonical aria les oth
or the scalar and tensor odes and pro oting the to the status o quantu operators
In the co ariant or alis such aria les ha e not een constructed in ull generality see
ho e er or a proposal onsequently this sets li itations to this or alis since it
cannot account or oth the e olution and the initial conditions at the sa e ti e

6. lllustration: slow-roll inflation

6.1. Slow-roll inflation

In this section e ocus on the case o a single slo rolling scalar eld and e introduce
the slo roll para eters

B

£ = = ——

w’ Hy'
sing the ried ann equations these para eters can e e pressed in ter s o
the u le para eter as
H 2 H"
E=——7 ¢ , 0= —— ¢ .
G | H ¢ 7G H ¢
Interestingly equation ta es the or

HZ( 775):EV¢,

hich i plies
- = —¢H%
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he equation o state and the sound speed o the equi alent scalar eld are thus gi en y

w=—  —g, ad=—- -4

he e olution equations or € and 6 sho that € and § are o order in the slo roll
para eters so that at rst order in the slo roll para eters they can e considered
constant  sing the de nition o the con or alti e and integrating it y parts one gets

an :—H—T] —

assu ing € is constant ro hich it ollo s that

H=aH = —— e O |
n

here n aries et een —oo and his i plies that
a’ € 2 e— 0
a 2 z n?
he general solution o equation is
v =/ —7n/ [(;1 H,(,l) —kn CQH,SZ) —kn } ,
ith [c1]? — |eo|? = here HS" and H{? are an el unctions o rst and second ind
and v = / e—0 A ongthis a ily o solutions it is natural to choose the one
ith ¢y = hich contains only positi e requencies It ollo s that the solution ith

these initial conditions is

™
v N = £\/77]H,S1> —kn .

nsuper u lescales |kn| < eha e
U — v=3/2 v/ J /2 —kn —vt1/2.
0 using equation to e press 7 and equation to replace z in e pression
e nd that

; 2 —20+41 —2043
Pak = I [vsn_ v I, N (N
® m M2e / al '

here e ha e set ]Wg =G™' Atlo est order in the slo roll para eter it reduces to

H2 k2674
Pk = (LY

aH
he e olution o the gra itational a es at linear order are dictated y the sa e
equation ut ithwvp= / & sothat

™
w oy = i\/—_nH,Ep —kn .
i ilarly as or the scalar ode e o tain

H? [k \°
7’”—?1»73(@) :
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6.2. Gravitational waves at second order

he couplings et een scalar and tensor odes at second order i ply that the second
order aria les can e e panded as

2 2 2
R-RY L(RG RE =)

and a si ilar e pansion or & here eg Rg)g stands or the second order scalar odes
induced y the coupling o rst order scalar and tensor odes etc  he de iation ro

aussianity at the ti e 7 o the end o in ation can e characteri ed y a series o
coe cients ff\}ﬁ” de ned ore a ple as

“RY by = /53 ky ky—Fk E ki,n € kayn f55° Ky, ko, EPRid k.

7 3/2

hese si coe cients appear in di erent co  inations in the connected part o the three
point correlation unction o R and £  or instance

(€ R Rashe = | S boeos ks Pr by Proky  f5°R e ka ey P ks P o |
X 53 kl kQ k)g
and fIZf]LRR is the standard fyp para eter ne can easily chec that (Ry, Re,Ris)e

: R,RR : EER R,EE : £ E€
in ol es fyr " (EkiEryRiy)e in ol es fyi ™ and fi7™° and (Eg, Ek,Eky)e in ol es [y

6.3. Expression for fE’RR

ro our analysis e can gi e the e pression o ff,LR R tarting ro the act that
—R = € '/H and ro the e pression e get that ~ —eR — '/Hor
=—en [ R/n* dy andV 7Gx ~— R— '/H It ollo sthat the source ter
reduces at lo est order in the slo roll para eter to
ST = coROR™T.

he interaction agrangian is thus gi en y

S = [ dpdPe —2 c OROR i,
t / ] \/TG J M

hich reduces to

Sint :/dndg.’b 811)83@8”

his is the sa e e pression as o tained in
In ull generality during in ation e should use the in in’ or alis to co pute
any correlation unction o the interacting elds As as sho n e plicitly in or a
sel interacting eld and ore generally in the quantu co putation agrees ith the
classical one on super u lescales atlo est order oteho e erthat othco putations
ay di er see ersus due to the act that in the classical approach the change
in acuu is ignored he di erence does not a ect the order o  agnitude ut the
geo etric k dependence In order to get an order o  agnitude e thus restrict our
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analysis here to the classical description  his description is also alid hen considering
the post in ationary era
In the classical approach e can sol e equation y ean o a reen unction
ince the t o independent solutions o the ho ogeneous equation are /—knH, ,E}/ 2 —kn
the rons ian o hichis i/ 7k the reen unction is gi en y

T
G ko =—i=/my [HY —kn H? —kn' — HY —kn H? —kn |.

It ollo s that the e pression o the second order tensor pertur ation is gi en y

/

n
@
Fea " = —3; mdn

an i
\/%60 ko' /daq (q;eY) Rqg 0 Ri—q ' -

e thus o tain

€
Rl ki G2 = Re, nRgyn ' —
an
g L.
X / dn'an' Gk (quajey k )Rq, 0 Re, ' .
—00
I e ant to esti ate equation in the squee ed li it ky < kg, ks the

contri ution co ing ro the ter in ol ing ff,LRR k,q.,q.,m can e co puted y use
o thesuper u leli it o the reen unction

o = [ -(2)]

vr Ul
his contri ution ill e proportional to H4/]W;16 ky kzikzjsi\j P ki ke kg hich
is the sa e order o agnitude as in ut do not ha e the sa e geo etric dependence
as it goes li e ky°k;® instead

6.4. Orders of magnitude

hen e ant to esti ate (5,(3 n 5,(?; n) e ha e to e aluate the unconnected part o

(Rqg ' Re—qn Rpn" Riy_pn” ) here g and p are the t o internal o entu and
7" and n” the t o integration ti es ro the ic theore this correlator reduces to
R q,n R* ¢,n" R |k—q|,n R* |k—ql|,n" § k=K dq—p 0k—q—p and ecause
kie;; = the t o ter s gi e the sa e geo etric actor hus the integration on p is
easily done and e can actori e § k — K’ o note that the ter s in the integral
in ol e only the odulus o g and k — g so that it does not depend on the angle ¢ 0 ¢q
in the plane orthogonal to kK hisi plies that the integration o ¢ ill act on a ter o
cos? ¢ sin® ¢ and cos @sin ¢ respecti ely or xx and X so that it gi es a ter
moyv In conclusion de ning the second order po er spectru 737(“2)
T

2
(ERE) = P k6 kK b
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it can e e pressed as

k.3

T 3m2a?

Pk = /dn’dn”a nan" &G kny G ko
i\ 2 * *
x /d3q (2;5Y) Rqanf R q.n" R |k—ql,n R* |[k—ql|.n" .

etting k - ¢ = kqu this reduces to

3
@, __k 6 2\2
PPk = 7r3mz/qdq( — ) dp
n 2
x / dy’an' eGknn Rqn R|k—aql1y
—oo
a ter integration o er ¢ hich gi es a actor 7 — p? 2¢*

e can no ta e the super u le li it o this e pression at lo est order in the

slo roll para eters In order to doso e a e use o the super u leli it o the

reen unction gi en a o e and e peror the ti e integral ro /k to n and eep
only the leading order contri ution

GPH'F €,6 LS -
) oH )

PY k=

4 371—2
here ith the de nitions y = q/k and n = k/k
Fes E/ yln —y| P y0dy (- ) dp

is a nu erical actor In this appro i ation the ratio et een the second order po er
spectru and the rst order po er spectru at leading order in the slo roll para eters

isgien y
Pk H\*
© =— |+ ) Fed.
Pyl k ™\ M,
Indeed there are ultra iolet and in rared di ergences hidden in F' €6 e e pect
the in rared di ergence not to e rele ant or o ser a le quantities due to nite olu e
e ects see or instance he ultra iolet di ergence on the other hand has to e

care ully di ensionally regulari ed in the conte t o quantu  eld theory seeeg

7. Conclusions

In this paper e ha e in estigated the generation o gra itational a es due to second
order e ects during in ation e ha e considered these e ects oth in the co ariant
pertur ation or alis and in the ore standard etric ased approach  he relation
et een the t o or alis s at second order has een considered and e ha e discussed
their relati e ad antages his co parison leads to a etter understanding o the
di erences in dyna ics et een thet o or alis s

As an illustration e ha e ocused on generated y the coupling o rst order
scalar  odes o characteri e this coupling e ha e introduced and co puted the
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o order H/M, */c as (Rp,Ri,Ris)e

re

i portant to include in order to constrain the de iation ro

Gravitational waves generated by second order effects during inflation

SRR 1t enters in the e pression 0 (Ep R, Ri,)e that as sho n to e

n the other hand the po er spectru o
ains negligi le

his sho s that the contri ution o (Ek, Rk, Ris)e to the ispectru is
aussianity e g in order

to test the consistency relation
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7.3 Le formalisme in-in

Nous allons maintenant résumer les idées essentielles du traitement complétement quantique
des effets non-linéaires, initié dans [Maldacena 03]. Sil'on souhaite obtenir des prédictions infla-
tionnaires au dela de l'ordre linéaire, alors il faut perturber I'action jusqu’au troisieme ordre et
traiter les termes cubiques comme une perturbation au lagrangien quadratique [Weinberg 05].
On utilise la représentation en interaction, car on ne peut trouver de solution analytique simple
des équations d’évolution si on inclut le terme cubique. On traite alors H® = —£®) comme
un Hamiltonien d’interaction. Pour tout opérateur construit a partir de v et # on peut relier
sa valeur Q(n) obtenue s'il est évolué avec le Hamiltonien libre H® & sa valeur Q(n) si son
évolution est donnée par le Hamiltonien total H® + H®) + ... On montre alors que

Qn) = U ™" (n, —00) Qs (U (n, —o0), (7.1)

U (n, —oc) = Texp <7i /”oo H(S)(n’)dn') . (7.2)

La notation 7T signifie que 'exponentielle est définie & partir de son développement en série et
que les champs intervenant dans chaque terme de ce développement doivent y étre ordonnés en
temps croissants de droite & gauche. Ce formalisme s’appelle in-in car il donne les corrélations de
deux états entrants plutot qu’une probabilité de transition comme dans une expérience standard
de physique des particules. La premiere utilisation qui peut en étre faite consiste a calculer le
corrélateur a trois points qui nécessite un Langrangien cubique. Cette contribution va venir
uniquement du Langrangien d’intéraction. En termes d’équations d’Einstein, elles provient des
équations écrites au second ordre. On obtient & l'ordre le plus bas en perturbations

(010, x1)9(n, x3)8 (1, x3)[0) = — / " ) [6(nx1)0(7,%2)0n, xa), HO ()] [0y (7.3)

Afin de sélectionner le vide en intéraction, on déforme le contour d’intégration en remplacant 7
par 1+ ieg|n|, ot € est un nombre infiniment petit qui permet de faire converger exp(—ikn).

7.4 Perturbations scalaires générées au second ordre

Les résultats obtenus sont présentés plus en détails dans [Maldacena 03]. En espace de Fou-
rier, on obtient dans le cas ou les impulsions k; ks et kg sont du méme ordre de grandeur

<0|7A€k1 (”/)’fzkz (/’/)kkx (T/) ‘O> =

5 (ki + ko + k : K2 4 k2 K2+ k2
dplatketks) [ ), 5 €f) 14; 2) 9 it
PEE 2 w2 o (

Pr(k1)Pr(k2) +(1—>2—23)+(1>3—2).
Dans la limite dite squeezed, on k3 < k1, ko on obtient

(5% (k1 + ko + ki)
(2m)3/2

C’est a partir de ces résultats que nous pouvons conclure que

(0| Ruc, (1) Ry (1) Ry (m)|0) = (=4 + 26 — de) Pr(k1)Pr(ks) . (7.5)

Ry

Lo —R\2 4 0(e,5), (7.6)

k1 +k2+k3)
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et ceci peut étre utilisé dans la conditions initiale (6.31). Cette méthode a été généralisée au cas

d’un terme cinétique non-standard dans [Seery & Lidsey 05b] puis au cas multi-champs dans
[Seery & Lidsey 05a]. On peut pousser le calcul perturbatif jusqu’aux corrections & une boucle.
Ceci a été étudié dans [Weinberg 05, Seery 07, Sloth 06, Sloth 07].

7.5 Les signatures observationnelles

7.5.1 Statistiques sur des champs

Nous avons vu précédemment que les champs stochastiques résultants de la quantification des
perturbations linéaires avaient une statistique gaussienne. Par conséquent il suffit de caractériser
la fonction de corrélation a deux points pour caractériser toutes les propriétés du champ. En
espace de Fourier !, en utilisant ’hypothese d’homogénéité et d’isotropie statistique de I'univers,
on obtient pour le champ R

RORDY =63 (k + K) Pr(k) . (7.7)

) — Rilf(* Tous les autres

Le champ en espace réel sous-jacent R(l)(x) est réel si bien que Rf(l
champs de la théorie linéaire sont formés & partir de combinaisons linéaires de R() et présentent
donc également une statistique gaussienne. Nous avons cependant vu qu’en prenant en compte la
dynamique au dela de la théorie linéaire, le champ R développait nécessairement une statistique
non-gaussienne puisque le corrélateur & trois points est non-nul. Cela revient & considérer que
R possede une statistique gaussienne tandis que R nest pas gaussien et peut étre écrit sous
la forme

R

1 o
= G /d5k1d3k261%(k — ki — ko) fie (ki ke, )RR (7.8)

Ceci constitue une définition de fyr 2. En effet d’apres le théoreme de Wick, un telle décompo-
sition implique
63 (k1 + ko + k3)

<7ék1 (7))7%k2 (n)ﬁka (T])> (271.)3/2

[QfNL(k1, ko, k3) Pr (k1) Pr(k2)
+(1e2%3)+(1%3%2)]. (7.9)

On lit donc sur P'expression (7.4) que dans le cas d’une inflation en roulement lent & un champ

§ € k2 + k2 kg + k3
ko k) = |—142 € (4 1 2\ 1 2 . 7.10
vk, ko, k3) [ T3 4( + K2 > 6Icg(lirszrks) (r10)

On pourra éventuellement utiliser la variable R définie par

exp (27%) =1+2R. (7.11)

1. Toujours dans la convention qui équilibre les facteurs 27 entre la transformée de Fourier et sa réciproque.
2. Rigoureusement on doit soustraire la valeur moyenne de ce terme quadratique, mais ce terme supplémentaire
est proportionnel a §3 (k) et n’aura donc pas de conséquence lorsque 'on s’intéressera au bispectre.
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On y associera alors ~
Ian(ka, ko, ks) = fao(ki, ko, ks) + 1, (7.12)

et c’est donc pour cette variable que I'on pourra conclure que les effets non linéaires pendant
I'inflation sont négligeables puisque proportionnels aux parametres de roulement lent. De méme
on pourra définir un fnr, pour d’autres champs tels que ® et ¥ en utilisant une définition similaire
a (7.8).

Lorsque nous nous intéressons aux conséquences observationnelles, il faut non pas considérer
la fonction de corrélation a trois points dans les sections d’espace & trois dimensions mais sur la
sphere bidimensionnelle des observations. On cherchera donc plutot & caractériser les moyennes
d’ensemble de type

(f(1) f () f(B3)). (7.13)
Nous présentons ici des idées tirées de [[Komatsu 02, Bartolo et al. 04a]. Nous avons déja vu que
I'espace de Fourier associé est celui des harmoniques sphériques et on utilisera la décomposition

fn) =

LM
3

4
Z aémYZm(ﬁ)' (7'14)
——¢

Lorsque I'on considere la fonction de corrélation & deux points sur la sphere observée, on considere

(aflmr1a22m,2> = 0515f1[25m17712 (7'15)

ou le présence des symboles de Kronecker provient de l'isotropie statistique supposée, 1'égalité
définissant donc la variance Cy des agy,. On vérifie bien qu’en utilisant la propriété des harmo-
niques sphériques

‘
PR 2041
D Yo (80) Y, (A1) = 1 Do), (7.16)

m=—~{

on retrouve la relation (3.12).
La fonction de corrélation a trois points dans l’espace des harmoniques sphériques sera ca-
ractérisée par le bispectre By, ¢,¢, défini par

[ ég)

mp mz mg

(Gtam Gtamytyms) = B2 = By, ( (7.17)
Le symbole a droite du second membre est un Wigner-3j qui est directement relié au coefficients
de Clebsch-Gordan et caractérise le couplage de deux moments cinétiques (€1,m1) (¢2,m2) en
un moment cinétique(?3, mg). Les ¢ doivent donc satisfaire I'inégalité triangulaire ainsi que les
propriétés {1 + o + 03 = 2n et my + may + m3 = 0 imposées par la parité. On peut montrer que
les Wigner-3j assurent l'isotropie statistique ainsi que I'invariance par parité. On peut inverser
la relation (7.17) en utilisant

S (8 bY(6 6 L) S
T ,_ my mh my my mhy M' ) 2L+1 ° .
m17712
On obtient alors , , ,
1l 43
By to0s = Z ( my ey )BZ&;W' (7.19)

mimams
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De plus on définit le bispectre réduit by, s,¢, par

(201 +1)(202+ 1) (2034 1) [ 4y by (3
Bédzég = \/ An 0 0 0 b21i233’ (7'20)
c’est-a-dire
By = G by, a0 (7.21)
ol on a utilisé 'équation (7.18) ainsi que la définition
G = [ QY (88 () (.22

\/(2@1+1)(242+1)(243+1)(e1 by L3 >< Lo by 3 )

47 0 0 0 mp ms mg

L’intérét du bispectre réduit réside dans le fait qu’il contient autant d’information que Byrj7>™

du fait de I'invariance statistique rotationnelle. De plus, dans la limite du ciel plat le lien avec le
bispectre réduit est plus immédiat. Nous ne détaillerons pas plus la construction d’estimateurs
pour le bispectre ainsi que l'influence d’'une couverture partielle du ciel sur ces estimateurs.
Plus de détails peuvent étre trouvés dans les références [Yadav et al. 07a, Komatsu et al. 05,
Creminelli et al. 07a, Yadav et al. 07b].

Une question se pose maintenant. Comment relie t'on les fyr, prédits par différents mo-
deles d’inflation aux bispectres observés en prenant en compte les effets de I’évolution. Nous
aborderons cette question dans la section suivante, en nous focalisant sur les grandes échelles.

7.5.2 Le bispectre aux grandes échelles

Dans la limite des grandes échelles, 1'effet dominant des anisotropies de température est effet
Sachs-Wolfe propre. Nous avons déja calculé l'effet au premier ordre, c’est-a-dire relié la pertur-
bation de courbure comobile via les potentiels gravitationnels aux fluctuations de température.
Cependant nous devons encore relier les fluctuations de courbure comobile au second-ordre avec
les fluctuations de température au second ordre. En effet la fonction f dans la définition (7.13)
doit étre reliée facilement & une mesure physique du CMB. On peut donc prendre le contraste
de densité de 1’énergie de la radiation regue depuis une direction n ou bien le contraste de
température. On rappelle que la température est alors définie via la relation (3.9) et que l'on
peut linterpréter comme une température si le spectre de corps noir de la radiation n’a pas
été déformé. Ceci n’est pas garanti au second ordre sauf si 'épaisseur de la surface de derniere
diffusion est infiniment fine et si ’'on peut négliger la vitesse des baryons, ce qui est le cas lorsque
Pon s’intéresse aux grandes échelles. En effet on considére dans ce cas qu’avant la surface de
derniére diffusion le couplage avec les baryons était fort et donc la radiation en équilibre ther-
mique, puis que les photons ont instantanément continué sur des géodésiques sans interaction et
que le spectre n’a donc pas été déformé.

Aux grandes échelles, d’apres 1'équation de Poisson (2.21,6.3), on a pour le contraste de
densité du fluide total

s =200 5@ = _29® 4 gp1)2, (7.23)

On utilise ensuite les conditions initiales adiabatiques (6.51) afin de déterminer 57(3) et §$2> a
partir de 6. Aux grandes échelles on montre, en utilisant les équations de conservation (6.11)
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pour la matiere et pour la radiation, que les conditions initiales adiabatiques sont conservées.
D’apres I’équation (6.65), on en déduit donc que pour de telles conditions initiales aux grandes
échelles " @
[ D 5
oW =" o®¥=___Z2¢M02 7.24
3 3 9 (7:24)

On a utilisé dans les expressions précédentes le fait que le découplage a lieu au moment ou
l'univers est dominé par la matiere et donc ¢ ~ §,,. On peut utiliser les expressions (6.32-6.30)
évaluées dans 'ére de matiere pour en conclure qu’aux grandes échelles

2 ‘ v v
o = % (R<2> + 2R<1>2) + ‘I)T + gAfla@(Ua@(l) B YNEE) <ajq><1>alq><l>) . (7.25)

Dans le cas de linflation & un champ en roulement lent, nous avons déjd vu que R =
R® 4+ 2RM2 qui correspond au bispectre primordial, était proportionnel aux parametres de
roulement lent et donc par conséquent négligeable. On en déduit que pour ce type d’inflation, 'es-
sentiel du bispectre en température est donc essentiellement 1ié a des effets d’évolution. Dans la
littérature [[Komatsu & Spergel 01, Komatsu ef al. 03, Bartolo el al. 04c] on définit le bispectre

en température par 3
o o MM
= = 9(k, nss)C (ke k) fun (ki ke )@y Dy (7.26)
" O (1)
g(k,n) = (k) (7.27)

Aux grandes échelles on a donc

5 - 1 k.k k.k;)(kk
Ik, ko, k) = {ngL(kl,kg,k) +5+ 22 2 ,3( 1}15 2)

(7.28)

L’avantage d’une telle définition est qu’elle permet de considérer une décomposition de la tem-
pérature en harmoniques sphériques jusqu’au second ordre selon

W _ oy [ K (ky mss) 8D ()Y (K)
Qy,y = Ami (Qﬁ)ii/?g[ 5 LSS m

(2) 3
a . d°k DDy« (L
% = dmi / Ww(k‘, nLss)C (ki ko) fxL (ki Ko, k)(PEq)q)]((Z)}/ﬁn(k)' (7.29)
Historiquement, il s’agit d’une extension de la formule au premier ordre [[Komatsu & Spergel 00]

aux grandes échelles. On a donc d’abord supposé que la formule au second ordre était la méme
qu’au premier ordre aux grandes échelles (dans cette limite g(k,nLss) = 1/3) en écrivant

oM
= oM
3
16® o® 1
55 = o = Clki k) A (ko K)ol 0f) (7.30)

3. Plus précisément avec un signe opposé. Nous ne conservons pas ce signe.
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Il s’agissait de réaliser rapidement des analyses des données. Puis se rendant compte qu’il n’était
pas correct de transposer au second ordre des résultats obtenus au premier ordre, I'expression
de fl(\?L a été établie et il a alors fallu rebaptiser ®() en &2 dans les équations (7.30) qui sont
alors devenues des définitions dans lesquelles on a remplacé ff\ifL par fl\% Pour ensuite pouvoir
étendre cette définition & des modes pas nécessairement super-Hubble on a alors utilisé la défini-
tion (7.26), c’est-a-dire remplacé 1/3 par g(k,nrss). Finalement cette définition permet d’avoir
une similarité dans les expressions (7.29) des agy,. Une dépendance géométrique supplémentaire,
qui n’est pas justifiée, a été suggérée dans les références [Bartolo et al. 04a, Bartolo et al. 04c]
mais elle n’a pas été reprise dans les travaux qui y succedent.

En utilisant la définition du bispectre réduit (7.21-7.17) ainsi que la décomposition en har-
moniques sphériques (7.29), la propriété (7.9) avec ® a la place de R et les relations

d
S(k) = / 92 ep (k) | (7.31)
2m
exp (ikr) = 4m Y i jo(kr)Yin, (K)Yom(F) , (7.32)
tm
on montre [Creminelli et al. 06, Komatsu & Spergel 01] que si fg;, ne dépend que des modules

k1, ko, ks et pas des directions lAq, 1;2, 1237 alors

1 g 11 @ 1 1) 1 (2 1 ) 1) (@
buists = 5 (GEE™)  [(@f @y, + (@6, o,y + (@l 0l aEon,)
) 3
— <;> / k2 dki k3dkok3dksr2dr P (k1) P(k2)ge, (K1, m.ss)ges (k2, 18s) ges (K3, MLsS)
oy (k) gy (k) ey (ka) FQU(k1, Koy k) + (1 = 2 5 3) + (1 = 3—2).  (7.33)

Dans le cas ol 'on suppose de plus que & est constant et n’a aucune dépendance en k; ks ks,
NL
ceci se récrit sous la forme plus compacte

bistats = 259 / P2dr (B (M) (an () + (1> 2 3)+ (1> 3-2)]  (7.34)
avec
ag(r) = %/kzdkyz(k,mss)jé(kr%
pur) = 2 [ kgl mss)iolbr) P(8) (7.39)

Evidemment comme nous avons montré que cette approximation n’était pas possible, il faut
aller plus loin. On décompose alors fIE})L grace aux polynomes de Legendre selon

2
fRu(ki ko, ks) = fulky, ko, ks) Pa (ki ko). (7.36)

n=0

On peut alors généraliser la formule précédente au prix d'un accroissement du temps de cal-
cul. Nous ne reportons ni le détail ni le résultat de ce calcul mais il peut étre trouvé dans
[Liguori et al. 06].
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Une possible détection d’un bispectre primordial de type constant est reportée dans la
référence [Yadav & Wandelt 07] tandis que les études précédentes étaient compatibles avec
une absence de bispectre primordial de type constant [Komatsu el al. 03, Creminelli et al. 07b,
Spergel et al. 07].
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Chapitre

Théorie des perturbations autour d’un espace
de Bianchi [

Un probleme essentiel des prédictions inflationnaires réside dans le fait que I'inflation explique
I’homogénéité l'isotropie et méme la platitude de I'univers au niveau de l'espace de fond, mais
suppose ces conditions déja établies et que l'inflaton a atteint un régime de roulement lent
depuis un temps asymptotiquement petit afin d’obtenir des prédictions quantiques au niveau
des perturbations. Ceci suppose donc que le nombre de e-folds pendant 'inflation soit tres grand
de telle sorte que isotropie de I’espace de fond soit atteinte longtemps avant que 'on puisse
traiter les perturbations dans leur vide quantique. Si le nombre d’e-folds n’est que de I'ordre
de grandeur du nombre d’e-folds depuis la fin de 'inflation, ou si il est plus grand mais que
I'inflaton n’a atteint 'attracteur de roulement que tardivement, alors les conditions initiales des
modes devenant sub-Hubble aujourd’hui ne sont pas bien définies. Nous nous intéressons donc
dans article qui suit a la théorie des perturbations dans un espace anisotrope de type Bianchi I.
Le but est de pouvoir traiter les perturbations en méme temps que le processus d’isotropisation
de 'univers. La différence principale de la dynamique de fond avec le cas isotrope réside dans la
variation temporelle de la métrique spatiale ;;. On caractérisera cette phase avec le cisaillement
défini par

—_

0 =5 (v) o =oyo. (8.1)

Dans le cas d’un espace de Bianchi I, on montre que pour un contenu matériel ne comportant pas
de pression anisotrope, comme c’est le cas pour un champ scalaire, le cisaillement évolue comme !
o ~ a2, si bien que les effets d’une éventuelle anisotropie sont attendus uniquement dans la
phase primordiale de I'univers, c¢’est-a-dire pendant I'inflation. Formellement on va montrer que
les variables de Mukhanov-Sasaki se généralisent, puis dans le chapitre suivant nous montrerons
que leur quantification est spécifique au cas isotrope et qu'’il n’est plus possible d’obtenir des

prédictions robustes pour des modes trop grands.

1. Dans le cas général d'un espace de Bianchi quelconque, I'équation satisfaite par le cisaillement est (o*;)" +
2Ho"; = — ((S)R‘] - (3)R6;/3), Dans le cas d’un espace de Bianchi I, les sections spatiales sont plates et donc
(a*c) = 0.

ournal of €osmology and Astroparticle Physics

An IOP and SISSA journal

Theory of cosmological perturbations in
an anisotropic universe

Thiago S Pereira'?, Cyril Pitrou’? and Jean-Philippe Uzan®

! Instituto de Fisica, Universidade de Sao Paulo CP 66318, 05315-970

Sao Paulo, Brazil

2 Institut d’Astrophysique de Paris, Université Pierre & Marie Curie—Paris VI,
CNRS-UMR 7095, 98 bis, Boulevard Arago, 75014 Paris, France

E-mail: thiago if.usp.br, pitrou iap.fr and uzan iap.fr

Received 12 July 2007
Accepted 1 August 2007
Published 7 September 2007

Online at stacks.iop.org/JCAP /2007 /i=09/a=006
doi 10.10  1475-7516 2007 0 006

Abstract. This paper describes the theory of cosmological perturbations
around a homogeneous and anisotropic universe of the Bianchi I type. Starting
from a general parametrization of the perturbed spacetime a la Bardeen, a
complete set of gauge invariant variables is constructed. Three physical degrees of
freedom are identified and it is shown that, in the case where matter is described
by a scalar field, they generalize the Mukhanov—Sasaki variables. In order to show
that they are canonical variables, the action for the cosmological perturbations at
second order is derived. Two major physical imprints of the primordial anisotropy
are identified: (1) a scalar—tensor ‘seesaw’ mechanism arising from the fact that
scalar, vector and tensor modes do not decouple and (2) an explicit dependence
of the statistical properties of the density perturbations and gravity waves on
the wavevector instead of its norm. This analysis extends, but also sheds some
light on, the quantization procedure that was developed under the assumption of
a Friedmann-Lemaitre background spacetime, and allows one to investigate the
robustness of the predictions of the standard inflationary scenario with respect to
the hypothesis on the symmetries of the background spacetime. These effects of a
primordial anisotropy may be related to some anomalies of the cosmic microwave
background anisotropies on large angular scales.

Keywords: cosmological perturbation theory, inflation, quantum field theory on
curved space, physics of the early universe

ArXiv ePrint: 0707.0736

¢ 2007 IOP Publishing Ltd and SISSA 1475-7516/07,/09006-+33$30.00



Theory of cosmological perturbations in an anisotropic universe

Contents

1. Cosmological dynamics of Bianchi I universes 4
eneral or o the etric
ac ground equations

2. Gauge invariant variables 7
ode deco position

De nition o the ourier trans or

Deco position o the ector and tensor odes

Properties o the pro ectors polari ation ectors and tensors

De ning gauge in ariant aria les

auge in ariant aria les or the geo etry
auge in ariant aria les or the atter

3. Perturbations equations 13

Deco position o the shear tensor
o ponents o the shear
i ee olution o the co ponents o the shear

lein  ordon equation

Einstein equations
calar  odes
ector odes
ensor odes

4. Reduced equations and Mukhanov—Sasaki variables 17
calar  odes
ensor odes
u o ary
u u leli it

5. Perturbation of the action 21
AD or alis
Action at eroth and rst orders
Action at second order

6. Discussion and conclusions 25
Acknowledgments 26
Appendix A. Details on Bianchi I universes 26

A co etrical quantities in con or al ti e

A ianchi I uni erses in cos ic ti e

A ianchi I uni erses in the or alis

A eneral solution o the ac ground equations
Appendix B. Properties of the polarizations 29
Appendix C. Perturbed quantities 30

Journal of Cosmology and Astroparticle Physics 09 (2007) 006 (stacks.iop.org/JCAP/2007/i=09/a=006) 2

Theory of cosmological perturbations in an anisotropic universe

Appendix D. Details concerning the expansion of the action 31

References 31

In ation see or a recent re ie o its status and lin s ith high energy physics
is no a cornerstone o the standard cos ological odel esides sol ing the standard
pro le s o the ig ang odel ho ogeneity hori on isotropy atness it pro ides
a scenario or the origin o the large scale structure o the uni erse In its si plest
or in ation has ery de nite predictions the e istence o adia atic initial scalar
pertur ations and gra itational a es oth ith aussian statistics and an al ost scale
in ariant po er spectru ther ariants hich in general in ol e ore elds allo
e g orisocur ature pertur ations non aussianity and odulated uctuations
All these eatures let us hope that uture data ill allo a etter understanding o the
details and physics o this pri ordial phase
he predictions o in ation are in agree ent ith ost cos ological data and in

particular those o the cos ic icro a e ac ground y the AP satellite

he origin o the density pertur ations is related to the a pli cation o acuu quantu
uctuations o ascalar eld duringin ation In particular the identi cation o the degrees
o reedo that should e quanti ed mno n as the u hano asa i aria les
has een peror ed assu ing a ried ann e atre ac ground spaceti e his
eans that ho ogeneity and isotropy and e en atness are in act assu ed ro the
start o the co putation In the standard lore one assu es that in ation lasts long
enough so that all classical inho ogeneities  ainly spatial cur ature and shear ha e
decayed so that it is per ectly usti ed tostart itha at ried ann e atre ac ground
spaceti e hen dealing ith the co putation o the pri ordial po er spectra or the
cos ologically o ser a le odes hisis ac ed up y the ideas o chaotic in ation and

eternal in ation ote ho e er that a e en s all de iation ro atness or
isotropy ay ha e an i pact on the dyna ics o in ation It ould ho e er e
ore satis actory to start ro an ar itrary spaceti e and understand under hich

conditions it can e dri en to ard a ried ann e atre spaceti e during in ation and
hat are the e ects on the e olution and quanti ation o the pertur ations
he st issue has een addressed y considering the onset o in ation in

inho ogeneous and spherically sy  etric uni erses oth nu erically in and se i
analytically in he isotropi ation o the uni erse as also in estigated y considering
the e olution o our di ensional ianchi spaceti es and e en  ianchi

rane orld o study has ocused on the second issue ie the e olution and the

quanti ation o pertur ations during a non ried annian in ationary stage e en though
the quanti ation o test elds and particle production in anisotropic spaceti e has een
considered uch an analysis ould shed so e light on the speci city o the standard
quanti ation procedure hich assu esa at ried annian ac ground see ho e er
ro an o ser ational perspecti e a de ate concerning possi le ano alies on large
angular scales in the AP has recently dri en alot o acti ity A ong these ano alies
e count thelac o po erinthelo est wultipoles thealign ento thelo est ultipoles
and an asy etry et een the t o he ispheres see eg he last t o  hich
point to ard a departure ro the e pected statistical isotropy o the te perature

Journal of Cosmology and Astroparticle Physics 09 (2007) 006 (stacks.iop.org/JCAP/2007/i=09/a=006) 3



Theory of cosmological perturbations in an anisotropic universe

eld appear uch stronger arious e planations or these ano alies esides an
understood syste atic e ect that ay e related to oreground seeeg ha e een
proposed such as eg the i print o the topology o space the rea do n o
local isotropy due to ultiple scalar elds or the e istence o a pri ordial pre erred
direction

he ro en statistical isotropy o the te perature uctuations ay also e related to
a iolation o local isotropy and thus ro adeparture ro the ried ann e atresy

etries  his can arise either ro alateti e e olution o the uni erse seeeg

in  hich it is argued that the su traction o a ianchi 1I, lea es a statistically isotropic

sy or ro thepri ordial dyna ics hich ould ha ei printed the ro en statis
tical isotropy in the initial conditions  he latter has recently een ad ocated on the asis
o a cylindrically sy  etric ianchi I in ationary odel In these odels the shear
decays as the in erse o the third po er o the scale actor so that it can play a signi cant
role only in the early stage o the in ationary period Isotropy is asy ptotically reached
during in ation and the hole su sequent cos ological e olution can e appro i ated y
a ried ann e atreuni erse It ollo s  that the anisotropy is only i printed in the
largest a elengths and that the constraints on the shear o the o ser a le uni erse
ro the isotropy o the or ig ang nucleosynthesis are satis ed

he pri ordial ianchi I phase odi es the e olution o the odes in particular
gra ity a e and scalar pertur ations shall e coupled through the shear and initial
conditions and thus the quanti ation procedure has to e per or ed in a consistent ay

ith the sy  etries o the ac ground spaceti e during in ation see ho e er or a
proposal in a locally rotational in ariant and ho ogeneous spaceti e o the anto s i
achs a ily

In this paper e in estigate the general theory o gauge in ariant pertur ations

a out a ianchi I ac ground spaceti e during in ation ianchi uni erses are spatially
ho ogeneous spaceti es and are thus o rsti portance in cos ology since they e press
athe atically the cos ological principle  he study o pertur ations in ianchi I as

roughed out in here the ardeen or alis as used see also and or
the case o higher di ensional alu a lein odels A si ilar or as underta en
in the co ariant or alis ut the identi cation o gra itational a es and
the quanti ation procedure as not addressed see or the generali ation o the

u hano asa i aria les in this or alis
hus starting ro a general para etri ation o the pertur ed spaceti e a la

Bardeen e il de ne in section a scalar ector tensor deco position and
construct gauge in ariant aria les ontrary to the ried ann e atre case these
three types o pertur ations ill e coupled through the shear In section e deri e the

pertur ation equations e then sho in section that they can e reduced to a set o
coupled reduced equations ith a 1 ing et een scalar and tensor odes special care
ill eta ento ector odes his or ill allo usto generali ethe u hano asa i
aria les and pa es the ay to the study o the cos ological signatures o a pri ordial
anisotropy

1. Cosmological dynamics of Bianchi | universes

ianchi spaceti esen oy agroup o iso etriessi ply transiti e on spaceli e hypersur aces
see or a athe atical e positions on ianchi spaceti es hus they are
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ho ogeneous It ollo s that the cos icti et is the only essential dyna ical coordinate
and Einstein equations ill reduce to ordinary di erential equations  he di ension o
their group o isotropy that is the group o iso etries lea ing a gi en point  ed is

q =
1.1. General form of the metric

ianchi [ spaceti es are thesi plest anisotropic uni erse odels heyallo ordi erent
e pansion actors in three orthogonal directions Inco o ingcoordinates the etric ta es
the general or

3
ds? = g, do# da” = —d¢t? ZX,Q t da’ 2
i=1

It includes ried ann e atre spaceti es as asu case hen the three scale actors are
equal  he a erage scale actor de ned y

at = Xt Xot Xgt 3,
characteri es the olu e e pansion It ollo sthat e can recast the etric as
ds? = —dt®? a*t Vij t dztda’.

he spatial etric’ v;; is the etric on constant ti e hypersur aces It can edeco posed
as

vi=ep Bit oy,

ith the constraints

3
> fi=
i=1

et us e phasi e that f; are not the co ponents o a ector so that they are not su ected

to the Einstein su  ation rule  ote also that all italic indices ¢, j,... are lo ered ith
the etric 7 he deco position i plies that v;; = fi7;;  here a dot re ers
to a deri ati e ith respect to the cos ic ti e and it can e chec ed that the spatial
hypersur aces are at  his relation together ith the constraint i plies that the

deter inant o the spatial etric is constant
) _
VY= =
his si ply eans that any co o ing olu e re ains constant during the e pansion o
the uni erse e en i this e pansion is anisotropic e de ne the shear as

0ij = 3%
and introduce the scalar 6 = 0,0  his de nition is usti ed ro the relation to
the co ariant or alis  see appendi A et us e phasi e at this point that
Yo =—og"di ers to Y= 7“’7-7’€%k = oY
Introducing the con or al ti e as dt =adn the etric can e recast as

ds? =a® 5 —dnp? Yij M dztda’ .
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e de ne the co o ing u le para eter y H = d//a here a pri e reers to a
deri ati e ith respect to the con or alti e he shear tensor no de ned as
1.
Oij = 3%j»
1 — M ! /o 7, 4
is related to o;; y 0i; = ao;; 1o the relation ~;; '=1;; = Bjv; the de nition
o’ = oijot!

is e plicitly gi en y

3
=87
i=1
and is related to its cos icti eanalogous y o =oa Again e stress that 79 /= — g%
di ers to o V= ’yi”’yjk'y;k - i

1.2. Background equations

e concentrate on an in ationary phase during hich the atter content o the uni erse
is assu ed to e descri ed y a ini ally coupled scalar eld ¢  ith stress energy
tensor

Tm/ - u@auw - % a@aa@ 14 Guv-

a ing use o the e pressions A and A see appendi A e easily o tain the
ried ann equations

K
22 =" {780/2 Ve az} ~o2,
K

7—{’:77@’271/ L,O(lZ 770_27

i i
o; = 7-[@,
here kK = G he rst t o are si ilar to the ones usually used in a ried ann
e atre uni erse up to the contri ution o the shear  hich acts as an e tra assless
eld he latter equation arises ro the trace ree part o the ij” Einstein equations

and gi es an e tra equation co pared to the ried ann e atre case e can easily
integrate it and conclude that the shear e ol es as

i
LS
i a2
here S} is a constant tensor S’ = his i plies that
2 2
2_ S 2_ S
0" =—F =0 = —,
a* ab

ith S?=SiS! 10 hich e deduce that
o =— Ho.
et us note that these equations can e co ined to gi e

H H = rkd®V, ko 2= H - H —o>
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hese equations are co pleted ya lein ordon equation hich eepsits ried ann
e atre or

(70// HQOI GQVw —

he general solution or the e olution o the scale actor ro these equations is detailed
in appendi A

2. Gauge invariant variables

his section is de oted to the de nition o the gauge in ariant aria les that descri e the
pertur ed spaceti e e ollo a ethod d la Bardeen In order to de ne scalar ector

and tensor odes e ill need to use a ourier trans or e start in section y
recalling its de nition and stressing its di erences ith the standard ried ann e atre
case In section e per or a general gauge trans or ation to identi y the gauge

in ariant aria les

2.1. Mode decomposition

. Definition of the Fourier transform. e deco pose any quantity in ourier odes
as ollo s irst e pic up aco o ing coordinates syste {z'} on the constant ti e
hypersur aces hen e deco pose any scalar unction as
: d3k; :
d — ? ik;xt
fI777_/—3/2fki7776l7

™

ith the in erse ourier trans or
) A3zt ; ik
fkjn :/W‘fﬂfiel’z'

In the ourier space the co o ing a e co ectors k; are constant ki = e no

de ne k' = ~"k; that is o iously a ti e dependent quantity —ontrary to the standard
ried ann e atre case e wust e careul not to tri ially identiy k; and k' since

this does not co  ute ith the ti e e olution ote ho e er that z;k* = z'k; re ains

constant so that there isno e trati e dependence entering our de nitions and

In the ollo ing o this paper e ill orget the hat’ and use the notation f 2/, n and

f kj,m oth or a unction and its ourier trans or

It is easily chec ed using the de nition that
k' =— 0%k,

his i plies that the odulus o the co o ing a e ector k? = k'k; = vk;k; is no
ti e dependent and that its rate o change is e plicitly gi en y

54
E - 70“kik“j7
here e ha e introduced the unit ector
ki
k
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his ector ill turn to e particularly use ul or our analysis and e note that it e ol es
as

K= oPkyk, K — o'k

-
Indeed e nd that in the standard ried ann e atreli it oy = k' and k are
constant

Decomposition of the vector and tensor modes. e shall no deco pose the

pertur ations in their scalar ector and tensor odes
Any three di ensional ector eld V' can e deco posed as

Vi=oV V, ith 9'V; =

ote that e ha e chosen orthogonal ut not artesian coordinates on the Euclidean
spatial sections in particular spatial atness and ho ogeneity i ply that in these

coordinates the hristo el sy ols anish and that dy7;; = It ollo s that its ourier
co ponents can e split as
Vi=kV V, ith &'V, =,

so that Vi es in the su space perpendicular to k' hisisat o di ensional su space
so that V; has een split into scalar V and t o ector odes V; that correspond to
trans erse odes et usno consider the ase {e!,e?} o the su space perpendicular to
k' y construction it satis es the orthonor ali ation conditions

a ij a b ij __ cab
eikiy" =, efey =46

uch a asis is de ned up to a rotation a out the a is &% o the ector odescan e
deco posed on this asis as

Vi ki,n = Z Vi ki ef ki,

a=1,2

hich de nes thet o degrees o reedo V, hich depend on k’ since the deco position
di ers oreach aenu er het o asis ectorsallo ustode neapro ection operator
onto the su space perpendicular to k' as

P;= e}ejl» e?e? = ij — kik;.
It tri ially satis es PIP] = P{ Piki = and PYy; = It is also the pro ector on ector
odes so that e can al ays a e the scalar ector deco position
Vi= WViki PV,
Analogously any three di ensional sy  etric tensor eld Vj; can e deco posed
as
tij = T’Yij ijS 8(77‘/]') Vij7
here ;; =0,0; — ~;;/ and
ARVi= | Vi= =09,V
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he sy  etric tensor Vj; is trans erse and trace ree  ence it has only t o independent
co ponents and can e deco posed as

Vij kin = > Vakime) ki

A=+,

here the polari ation tensors ha e een de ned as

11 2.2 1.2 2.1
N eiejy\ €; €] eiej(sA
gij = \[ + \[ X

It can e chec ed that they are traceless 55‘]-71'7 = trans erse sﬁjkz = and that the

t o polari ations are perpendicular 6%5}] = 6;) his de nes the t o tensor degrees o
reedo
In order to deal ith the properties o the polari ation tensors it is use ul to de ne
t omne quantities
Qi = e}e? — e?e}, and Moy = 5;{6: — 6:5;‘

he tensor @);; tri ially satis es

PiQ" =, QuQY= .
hey allo wus to si pliy the product o t o and three polari ation tensors as
Ak A A A _kj_i
5%%‘” = % Po™ Qun™ 5%5”]5}1/ =

Introducing the pro ector operator on tensor odes vy
b b1 b
iy = B — 5B PY,
and the trace e tracting’ operator
T! = kik? — 147,

the scalar ector tensor ter s in the deco position o equation are e tracted as
ollo s

Vii= 3Var™ v VT T,  ka PV 3V

In this e pression Vj; has een split into t o scalars 7" and S t o ector odes V;
and t o tensor odes Vj; hus e can al ays split any equation V; =  y pro ecting

along k' scalar ande ector and any equation V;; = y pro ecting along ¥ scalar
T scalar Pk’ ector and [} tensor

Properties of the pro ectors, polarization wvectors and tensors.  he pre ious
deco position atches the one used in the pertur ation theory a out a ried ann
e atre spaceti ¢ hereis ho e er ani portant di erence that e ill ha e to deal
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ith As e pointed out in a ianchi I spaceti e the spatial etric is ti e dependent 2.2. Defining gauge invariant variables
It 1 plies in particular that in order to re ain an orthonor al asis perpendicular to

k' during the ti e e olution the polari ation ectors and thus the polari ation tensors - - - Gauge invariant variables for the geometry. et us consider the — ost general etric

o an al ost ianchil spaceti e It can al ays e deco posed as

ust ha e a non anishing ti e deri ati e Indeed since k;’ =  the ector ¢! ' is _ L
orthogonal to k; and is thus a linear co  ination o e! and €2 that is ds* = a* — Adp?  Bida'dy vy hyy datda’.
e, = Z Ravh- B; and h;; can e urther con eniently deco posed as
b

. . .. . . . . B, =0,B B,
In each ti e hypersur ace thereis are aining reedo in the choice o this asis ecause o °

o the rotational in ariance around k' e can continuously  the choice o the asis y hy= C (%j Jij ) 00,E  OuE) E,.

i posing H
Ry = - ith
he orthonor ali ation condition i plies that cie? = and thus that OB = =0,F, El = =§E".
R = - : e’t e] : . e . . .. . . .
“® 5% ote that this deco position o h;; in ol es the shear  his udicious choice is usti ed a
onsequently the ti e deri ati e o any polari ation ector is gi en y posteriori y thesi plicity o the trans or ation properties o the pertur ation aria les

ar_ b j as e shall no see
€ = E Ravel  0ij€, . . . .
5 et us consider an acti e trans or ation o the coordinate syste de ned ya ector
. eld he coordinates o any point change according to
ro hich e deduce ¢ yp 8 5
. . n no_ o wov
i al_ _pip _a =t =t =
k' ef "= oPkpef. S
his allo sustoderi ethee pressiono theti ederi ati e o the polari ation tensor so that the spaceti e etric trans or s as
rting heir nitions sasil in the
tarting ro tf de t};A ;j eas 210 tak f at G = G L G
€ij '=—o0 i R] — 0" Py €ij 0'(%5”16, ) . . ) ) .
: ’ here £ g, is the ie deri ati e 0 gy, along & At rst order in the pertur ations e
ro hich e can deduce so e use ul alge ra deco pose the etric as g, = g g and it ollo s that
- A LA = i) A
k'K e , V7 € ey, ke P kyes;. 59u = 0gu L G

e also ha e that
he ector eld £ isno deco posed into a scalar and ector part as

e = o e e
. i i __ O J i g
e gather in appendi so e other use ul relations concerning the polari ation ectors &=Tan, ¢=0Lan L',
and tensors ith ;L' = ith the use o the e pressions e deduce that the pertur ations
or the sa e o co pleteness e shall de ne here t o i portant atrices or the o the etric transor as in ourier space

ollo ing o our co putation /
M = Aeie A—A T HT
ab — “ij%a®b

27 1
hich is  ani estly sy et.ric in ab and B—B-T kkf
Nap = Qijelel,
hich is antisy  etric in ab e stress that a and A are not indices ut only la els It ¢—C HT
can easily e chec ed that ESE I
Méb = 7 ( _ ) 51 7 ( ) 5i~, or the scalar aria les and as
and that B, = B; i - ikjalj P'L
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or the ector aria les e alsoo tain that the tensor odes are readily gauge in ariant

Ei]‘ — EU
ad e not included the shear in the deco position this ould not e the case
et us also note that the trans or ation rule o the ector odes is di erent ro
the one deri ed in here the non co  utati ity et een the pro ection and the ti e

e olution has een neglected

ro the gauge trans or ations e can construct a set o gauge
in ariant aria les or the scalar sector  nly t o degrees o reedo re ain the t o
other eing a sor ed y the scalar part o the gauge trans or ation e de ne thet o
gra itational potentials

KE T’
) ;{Q[B_ - }}

kK*E "’
a1
ro the gauge trans or ations and e deduce that a gauge in ariant ector
pertur ation is gi en y
= Bl — Yij Ej ! iij[jPilE.

It is o ious 1o these e pressions that hen ~7;; is ti e independent that is

—c-u|p-

hen 0;; = these aria les reduce to the standard ardeen aria les de ned in the
ried ann e atrecase yanalogy ede nethe e tonian gauge y the conditions
B=B'=FE=,
so that
A= | C=-, ‘= F’
the latter condition eing equi alent to ; = —FE| o, F
Gauge invariant variables for the matter. e ocus our analysis on the scalar eld
case  hich is the ost rele ant or the study o in ation nder a gauge trans or ation
o the or it transor sasyp —¢ £ ¢ At rstorder in the pertur ations e
get
dp —dp L p,
that is
dop—d6p £p=06p T,
ith use o equation hus e can de ne the t o gauge in ariant aria les
C
=0p— —¢
Q=0p— ¢
and
kKB’
X =0p {B — 7} o

hey are related y
_ )
Q=x ¢
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3. Perturbations equations

nce the gauge in ariant aria les ha e een de ned e can deri e their equations o
e olution he ode deco position ill require a deco position o the shear tensor in a

asis adapted to each a enu er  estart y de ning this deco position and then e
deri e the pertur ed lein ordon and Einstein equations

3.1. Decomposition of the shear tensor

he shear o;; is a sy  etric trace ree tensor and as such has e independent
co ponents In the coordinates syste it as e pressed in ter s o only
t o independent unctions o ti e f; n he three re aining degrees o reedo are
related to the three Euler angles needed to shi t to a general coordinate syste

.. . Components of the shear. As entioned eore hen or ingout the pertur ations
in ourier space it ould e ruit ul to deco pose the shear in a local asis adapted to
the ode e are considering he shear eing a sy  etric trace ree tensor can e
deco posed on the asis {k;, e, €3} as

3 1 A
Oij = 2 k‘lk] — g’%‘j g Z o ak(ie?) Z o >\Eij'
a=1,2 A=+,X

his deco position in ol es e independent co ponents o the shear in a asis adapted
tothe aenu erk; e wuststressho e erthat o ,0 ,,0 » ustnot e interpreted

as the ourier co ponents o the shear e en i they e plicitly depend on k; his
dependence arises ro the local anisotropy o space
sing equation it can e easily or ed out that
ot =,

i __ . a KON -
oiik' =0 k; E 0 o€, oik'k =0,
a

and
Py kel =
OijEy =0 oijk'el =0 4.
he scalar shear is e plicitly gi en y

2 ij _ 3.2 2 2
o’ =007 =30 E o, E 0%y,
a A

hich is independent o k; e e phasi e that the local positi ity o the energy density
o atteri plies that 02/ < H? and thus

-0 —o <H.

va

his in turn i plies that
o < H,

a property that shall turn to e ery use ul in the ollo ing o our discussion Analogously
e ha e that

O')\<\/_H.
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he ollo ingderi ations illin ol e the contraction o the shear ith the polari ation
ectors

i j_ 1 A
Tij€u€y = —50 Oab E o MGy,
)
ro hich e deduce that
Ui]'P” = —0 .

It ill also in ol e the contraction o the shear ith the polari ation tensors

lj _ 1 JA a_lj w lj
OiEy = —50 & g o Jkicjey E o uEEY,
a 1
hich i plies that
Ij pi _ Gip _ 1 sA
oueN P =0, oueye] = —30 5#.

o nish e ill a euseo the ollo ing e pression

b _j Im __ 1 A 1ca 1 X +
eeloimeyt = =50 My, 5050 x  sNa o 165 —0 6y .

. Time evolution of the components of the shear. In the pre ious paragraph e detailed
the de nition o the co ponents o the shear in a asis adapted tothe a e odek; he
ti e e olution o these odes is easily o tained ro equation

o Ho =- E a2,
a

a . HO’,II%O'GO'*E 0 40 AMDY,

bA

/ A
oy Ho= E Mo a0,
a,b

here the atri Mﬁb is de ned in equation
hese equations allo us to deri e so ei portant constraints on the rate o change
o ¢ and o , ince equation i plies that

s o | = 2020<02< H?,
e can conclude that
2 2
2 a‘o | < Ho.
Identically equation i plies that
—(20)\),: ZM)‘O' (7b<0—2
[L2 ” ab a \/’7
so that
— (a0 ,) | < VI
he t o relations and ill ei portant at the end o our analysis
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3.2. Klein—Gordon equation

he lein ordon equation ¢ =V, can ere ritten under the or
9"V 0 =V, @ .

hen e panded at 1st order in the pertur ations the rhsis tri ially gi en y V,, ¢
Voo @ x It ollo sthat the lein ordon equation at rst order in the pertur ations is
then o tained to e

X// HX/ _ 'Yijaiajx GQVWQX _ <‘0// ng/ Lp/ / / ,
here V,, is the second deri ati e o the potential ith respect to the scalar eld
urprisingly it has the sa e or as in the ried ann e atre case his can
e understood i e re ind that the d’Ale ertian can e e pressed as ¢ =
0y /—99" 0 //—g and i e reali e that \/—g does not in ol e the shear hus
at rst order in the pertur ations the only place here the shear o;; could appear ould
e associated ith dg¥  ut thenit ould ultiply d;0 hich anishes onsequently the
lein  ordon equation is not odi ed  his result is not speci ¢ to the scalar eld case
as the conser ation equation in the uid case is also thesa eas ora ried ann e atre
spaceti e indeed only as long as the anisotropic stress anishes see equation A

3.3. Einstein equations

he procedure to o tain the ode deco position o the Einstein equations is so eho
si ple e start ro the general pertur ed equation 0GY = rOTF ith the
e pressions and respecti ely or the stress energy tensor and
the Einstein tensor and e then pro ect the as descri ed in section

pecial care ust ho e er eta en Inthe ried ann e atrecase the pro ections

on the scalar ector and tensor odes co  ute ith theti e e olution his no ore
the case in a ianchi I uni erse as e plained in section et us ta e an e a ple
and consider the e traction o the ector part o an equation in ol ing a ter o the or

i/ H ' epro ect this equation on the polari ation tensor e? to get

a i i oa i i
€ H ' = ¢ - € H ..
e then use equation to re rite ‘e?’ and e de elop the shear in the asis

adapted to the ode k'  his i plies in particular that contrary to the ried ann
e atre case the scalar ector and tensor odes 1ill e coupled

his eing said the e traction o the ode deco position o the Einstein equation
is a lengthy ut straight or ard co putation that e carry in the e tonian gauge
It reduces to ourier trans or ing the Einstein equations pro ecting the on
the odes co  uting the pro ection operators and the ti e e olution in order to
e tract the e olution o the polari ations and nally e pressing the deco position o
the shear
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.. . Scalar modes. here are our scalar Einstein equations he rst is o tained ro
0GY = KkOTY and gi es

2 CTRY 7ﬁ(¢/2 *%’X’*V¢(L2X):*U2 X —

kz
_%U ——kQZcra "’__ZU )\E;\ (7/)\ HO’)\E)\7
a A

here e ha e de ned the e tre ely use ul aria le

!
X = — |,
(=)
and the quantity

o o =iko .

Asane a ple the only tric y ter hich appears hen deri ing this equation is 0’;- E!
hich is o tained ro

Y R Qg ! g / J i /
a]-Ei —a]-El- - B 0; —g o \F\ —Ei—'HCf]- —E o \E\ Ho \E,

here e ha e used equation to co pute o} ! e ill not detail these steps in

the ollo ing
he second equation is o tained ro k'0G? = kkST? e nd

/ K. _ 2
H ——@X———,Ho -0 X —z}\:U)\E/\‘

he t ore aining equations are o tained ro
516G = koYSTY, K'kj — 305 0G! = & K'k; — 367 6T
and ta e the or
U VR VA W OHE — k2 — K 2 — X Veax

kZ
=X - i 7k’zza:aa a

1 !’ ’
3> 0 AE, o, Mo, Ey,
A

Aab a
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It can e chec ed that indeed equations and reduces to their ell

no n ried annian or hen the shear anishes

ector modes. he t o ector equations are o tained ro
€LoGY = | k;ief;(;Gz» =
hey respecti ely gi e
a=— 0 X Y Myo B,

bA
and
! 5 E A U § : A !
a H u—§(7 a Ma,bg AN b=— 0O [LX /\/laba bE)\
bA bA
X +
E Nuo b((r -0 xéA)E,\,
bA
here the atri N is de ned in equation It can e sho n that equation
results ro the ti e deri ati e o equation once equations are used

to e press the ti e deri ati es o the shear  his a consequence o the ianchi identities

Tensor modes.  he equation o e olution o the tensor odes is o tained ro

EfAéG} = osi pliy e shall use the shorthand notation — A or the opposite
polari ationo A ie it eansthati A= then — A =X and ice ersa  ith the
use o equation e o tain

E\  HE, KEy =0, {kg (ﬁ) X’} K2y Moo a
a,b
— k;ZZ(rzaEA7 o xo 1Eq_y (7%(1_A)E)\.

It can esho nthatinthelong a elengthli it the or er equations
and are equi alent to the ones o tained in a ore general
gradient e pansion o Einstein equations on large scales

4. Reduced equations and Mukhanov—Sasaki variables

he pre ious equations and or a coupled
set o equations or the scalar ector and tensor odes In a ried ann e atre
spaceti e the three ind o pertur ations decouple and one can ar itrarily set one o
the contri utions to ero to ocuson a gi en typeo ode hisisno ore possi le here
and in particular it is not possi le to neglect the ector odes  heir contri ution as
e shall see isin act central to get the correct set o reduced equations
irst e introduce the u hano asa i aria les or scalar and tensor odes
as

v =aQ, Vi = aky,
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e actly in the sa e ay asin a ried ann e atre spaceti e  hese three aria les
ere sho nto e the canonical degrees o reedo that shall e quanti ed during in ation
hen a ried ann e atre uni erse is assu ed

4.1. Scalar modes

et us introduce these aria les in our analysis and start y ocusing on the scalar odes
irst e note that equation can e recast under the ore co pact or

K
H—-—0 X=—¢ E.
g a(,OU 2}\:0')\)\

I eno co ine equation ith equation replace the ector ode vy its
e pression and use the ac ground equations e o tain
k2 k?
HX' H  HEX kaVpy K =— - T
o using equation to si pliy the rhs and again replacing the ector ode y
its e pression e get
k? .
H—o0o (X’ N ) ka*VX  kaVou = k* ZJ‘Z,GX - ZMévaaO'\/bE)\ .
a a,b,\
hen orcing @ in the lein  ordon equation using also its ac ground ersion
e o tain
k,2
Q" HQ KQ d*V,,Q PV, X —¢ (X/ 3 ) =
o e can replace the last ter  y using equation and the ne t to last y using
equation to get

Q" HQ  KQ aQVwQ a2V¢X

/
= "HL [ k2 (E o2, X — E MébJVaavi)) — kd®VX — kaV'v
-0

a,b,\

Introducing the de nitions eo tain aterso ealge ra hich requires in particular
equations to e press ter s such as ab/\/lébavﬂo‘/b

" 2,2 ! 2,4 !
" 2 @ 2 _ a~y apao y
! (k ) V)“(ﬁ) " Z‘(ﬁ) Vi,

v

his equation is the rst central result o this section
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4.2, Tensor modes

he scalar contri ution o the tensor equation ise actly gi en vy the relation
so that it reduces a ter replacing the ector ode vy itse pression to

!
a/l GQWIU A
1 (kz - ;) HA= = Ha-2)0 +0 x H/\UQ(un 2 ( Vv

H—o
2 ! 2 ’
P -
— =" Hx-
a? H—o0o a?
14

his equation is the second central result o this section

4.3. Summary

¢ ha e reduced the pertur ation equations to a set o three coupled equations or the
aria les v and py de ned in equation I ede net one unctions z; and z, y

!
Z: a// 5 aQF{/S&lQ
— 0.k ——a Ve, — | —
Zs a a H—o0o

!
" " 2 .2
Apk =L 52 2o | — [T
z a =2 g2 a2\ H—0o )’

the syste reduces to

!/
" 2,
" 2 Zs _ a~p oy N
i *2)“‘2 (m) Vi,

a’c o l
a\ T | oo raen

or ally it can e re ritten as
V"RV V=1,

here V = v, iy, pix he atrices and are de ned y
e
. " +  x
% k2 -+ V= 4 V,
+ i ’
k‘2 o X
and the unctions , n,k; and n,k; can e read on equations and his

is one o the central results o our study
hen the shear anishes these equations decouple and e reco er the usual
equations or the aria les v and py so that e only ha e three physical degrees o
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reedo o the anisotropy o space is at the origin o so e interesting e ects irst the
unctions z; and z, are not unctions o ti e only hey depend on k; e plicitly through
the co ponents o the deco position o the shear econd the t o types o  odes are

coupled through a non diagonal ass ter he ass ter and the e olution operator
cannot e diagonali ed at the sa e ti e so that e e pect the equi alent o a seesa
echanis he i portance o the ector odes that cannot e neglected has to e

e phasi ed again  ad e neglected the the ass ter ould not e correct

4.4. Sub-Hubble limit

et us consider the eha iour o the asster appearing in equations and
inthesu u leli itin hich k/H > e introduce the t oslo roll para eters as
A2 "
€= 507, o= — (p—,
S0/2 a2V ng/
inter so hich the ried ann equations ta e the or
K
= Va®  —o?, -0 HY Vea=
—€
and
’ 2 € 2
H= —€eH ( ) o°.
eno ocus on the eha iour o the unctions 2!/ z and z/z, in the su
u leregi ¢ edenex=oc/v H and use the act that since o / /v see
equation there e ists @ <  such that x < « due to the positi e energy
condition see equation tarting ro the de nition or , ehae
!/
/ /
EYRY. VEp VY
< |= la"o X |\ o X - yE— .
[l aQ( ) H—o [0l (HU)
o the property i plies that the rstter o theright hand side o the inequality
is s aller than
NET: VEg
H—o0o |
hen
k' VH? =02 x
VHe =V € / Ve .
H—-o0o H—0c/ -

o since z aries in the range z < a e deduce that / z/ —=x
Vi a/ -« Equation then i plies that the second ter o the

inequality is s aller than

(57)
H—0o ’
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hen the a solute alueis ounded y

!
NG _|LvE Veg || H =o'
H—-o H-o H-o H-o
sing the act that equation i plies|o’|< H? |o/|< H® | Ho| eo tain

that
vie \| vy _al o - -4
H—o0o NARVEE) —a '

athering all these ter s e thus conclude that

m|<¢zw\/;z f( e :Z/f )}

osu arie eha esho n that
| )\‘ < ZHZ‘,

here Z is a nite constant  his constant can in principle e quite large since o can e
ar itrarily close to unity in the orst caseo ane pty uni erse A large Z also corresponds
to a ery ellipsoidal u le radius and this e plains hy the short a elength li it has
to eta en wuchs aller than the a erage u le radius

hesa ereasoning can e applied or| | |z!/z]and|2/z\| hus it ollo sthaton
su u lescales the three physical degrees o reedo decouple and eha e as har onic
oscillators

V"RV =
5. Perturbation of the action

In order to construct canonical quanti ation aria les and to properly nor ali e the
a plitude o their quantu uctuations one needs to deri e the action or the
cos ological pertur ations e illno de onstrate that the pre ious equations

and can e o tained ro the e pansion o the action ritten in the AD
or alis at second order Another si pler route ould ha e een to iner the
action ro the equations o  otion hich is al ays possi le up to an o erall actor that
could then e ed y considering asi pleli iting case till e preerto or out the
action at second order since it pro ides a chec o the pre ious co putations

5.1. ADM formalism
In the AD  or alis e e pand the etric as
ds> = — N? — N;N? d¢? N;da' dt Jij dat da?
and the Einstein il ert action or a ini ally coupled scalar eld ta es the or
§=— / dtd*z /=g NR® N K ;K7 —K? —kN ¢98,08;0 V¢
KN™' o — N'owp ?,
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here R®) is the icci scalar constructed ith the etric gi; and Kj; is the e trinsic
cur ature de ned as
Nt .
Kij=——g;— VilNy , K= Kj.

E ery spatial inde is no anipulated ith the etric g;;; he AD etric is designed
insuch a ay that the constraints arising ro the Einstein equations can ei  ediately
deri ed ro the action arying equation ith respect to the lapse N and the shi t
N; eget the a iltonian and o entu constraints respecti ely

R® — KyK7 — K? — V= kg¥0,00;0 N2k op— NiOip 2=,

V; (KZ] fKéf) —~ N7 o — N9 Oip =

o paring the or o the etric in e tonian gauge ith equation e
conclude that the lapse N and the shit V; are gi en y
N2 - 5 NZ -

and that the etric g;; is

gij = a’ |:A/z'j - (%‘j %) ouky By
It ollo s that the a iltonian and o entu constraints reduce at rst order to
Zcr;ai i (7;- E]Z — kV,0p — kpdp =

calg) e ()] o w

- i o0, Ey — o' 0, By — rpdidp =

respecti ely  nce ourier trans or ed ritten in con or al ti e and pro ected along
its scalar and ector co ponents e reco er precisely equations and
In order to e pand the action up to second order in all rst order pertur ed quantities
e e pand the spatial etric as

gij=a vy hi .
he in erse etric and its deter inant are then gi en y
gV =a " —h7 w' . Jg=d  Lh Ln*—1nih],
here

hij = — “/7;]‘ Ui]'/H 8(1EJ) EZ]
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5.2. Action at zeroth and first orders

he e pansions o the action at eroth and rst orders are

SU:—/dtd3:Ea3—H2 o — KV k¢?
K

:—/dtd3x {— 4 a3H},
K, dt

S = — /dt Pra® R(lg) Jijhij — Jijalihﬂ H H? — o2 KV — ko?
K

—o?— KV —k¢® — KV,op  kpdp

HZ
——/dtd?’q‘ a0 o 0% ‘
ok T H
d a 35iip,. 3 3,08
dt[ (H) a’c" hij a’H a’kpdp| ¢,

here e use the notation X,, or the nth order ter o the quantity X hen e panded in
pertur ations ote that e ha e used the ac ground eld equations to go ro the rst
line to the second line in equations and As can e seen these t o ter s
can e re ritten in ter s o total deri ati es It i plies that the only non tri ial ter
ill arise ro the e pansion o the action at second order

5.3. Action at second order

A lengthy ut straight or ard co putation sho s that the e pansion o the action at
second order is

So=— / dt d*z a® {Rf) NRY  -hRP . b =R

— %h;-hg o— Ny 1 — %Nlh 0 N12 0 K —a 20000 60 — VW&,;Z
— NV,dp — hV 0 — RN,V — ith %hjh{V 5p? — Nipdyp
N2p?*  hodp — %h]\h(pz 1p2p% — ih;-h{goz ,
here
790,
QR(3) — _ 07 0i0j
a’ Ry —F

a®RY) = —qh o0, — B9k — 8 9 — LohTd hy; — Loihi; 0 hY
— (97 hjiaj 561(91 hjlhjl s

0= - H2 027
1= — Hh O'Z'7hij — O'ijO";h,“7

Journal of Cosmology and Astroparticle Physics 09 (2007) 006 (stacks.iop.org/JCAP/2007/i=09/a=006) 23



Theory of cosmological perturbations in an anisotropic universe

o= Hhyh — Hoyh'hl — olh™hy ool k™l Lhiihy;
0ijomh ™R — 1h?.
he construction o the action at second order shall e pursued in ourier space since
any non local operators appear such as in erse aplacian ! or Jij@ﬁj ~1 hen
using the constraints Also it si pli es the use o the ac ground equations
or the co ponents o the shear ¢ o , and o , hich ere de ned in ourier
space e recall that these co ponents are not the ourier trans or s o the shear ut
its deco position in a asis adapted to a gi en ode k;
he integral o any di ergence is clearly eroin ourier space or instance let us
consider a typical ter li e d, 9  then

/dnd%al d :/dnd3kd3q ~k-k q « Pk q=

hus e rste press Spinter so the ourier odes and then use con or alti e
e t hy; is replaced y its e pression in unction o the aria les E; and Ej;
All ter s in ol ing Ej either anish or ha e the or  FE7 " and thus reduce to — 7 in
e tonian gauge hen edeco pose /and Ej; according to equations and
he constraint once e pressed in conor al ti e and in ourier space can e
pro ected onto its scalar and ector parts in order to o tain the scalar constraint
and the ector constraint hen e replace , in unction o X and F) using
the ector constraint and su stitute vy X — — /H' etheneli inate X using
the scalar constraint  inally e replace Ey and dp y their e pressions in ter s o the
aria les puy and v see equation
A ter a tedious calculation that strictly ollo s the recipe descri ed ust a o e the
action Sy can e recast under a or that contains only the physical degrees o reedo

!
n 2 ’
_ 3 s Zs 2), « a\/EQOO',, . .
SQ/dndk{w (Zik)” Z (IZ(HU) U o
~ ;oo 2" 12 .
E TN - — IAf
)\ IRPYBY PN [22Y20

I
a’oc o .
[ 0 x0 + 22 (H—Xa +> } /L(l—/\)ﬂ)\:l 7—}7

that is in a ore co pact ay as

szzg/dndi*k VE—RVE 'V - VT,
here T is a total deri ati e hich or the sa e o co pleteness is e plicitly gi en in
appendi D
It is clear under this or that the ariation o this action ith respect to the
physical degrees o reedo leads directly to the equations o  otion and

ore i portant it sho s that the o erall actor is unity It also ollo s ro this action
that the canonical o entu associated ith v and juy are m, = v™* and 7\ = p/}
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6. Discussion and conclusions

In this paper e ha e presented a ull and co plete analysis o the theory o cos ological
pertur ations around a ho ogeneous ut anisotropic ac ground spaceti e o the
ianchi I type e ha e descri ed the scalar ector tensor deco position and the
construction o gauge in ariant aria les e ha e reduced our analysis to a scalar eld
ut it can e easily e tended to include hydrodyna ical —atter
A ter presenting the ull set o e olution equations or the gauge in ariant aria les
e ha esho nthat the ector odescan e alge raically e pressed in ter so scalar and
tensor odes so that only three physical degrees o reedo re ain one or the scalar
sector and t o or the tensor sector  ontrary to the ried ann e atrecase the scalar
ector and tensor pertur ation equations do not decorrelate and it asi portant or the
consistency o the co putation not to neglect the ector odes e ha e sho n that
these physical degrees o reedo are the tri ial generali ation o the u hano asa i
aria les that ere deri edina at ried ann e atre uni erse
e ha e also constructed the action or the cos ological pertur ations up to second
order and de onstrated that a ter use o the constraints as ade it only contains the
physical degrees o reedo and ta es a canonical or e ha e also sho n that in
the su u le li it the scalar and tensor degrees o reedo decouple and eha e as
standard har onic oscillators It ollo s that one can apply the standard quanti ation
procedure and properly de ne the nor ali ation o the a plitude o their quantu
uctuations
he anisotropy o the underlying space induces t o physical e ects the equations
o otion e plicitly in ol e the a enu er k; and a non diagonal ass ter that
descri es the coupling et een scalar pertur ation and gra itational a es is at the origin
0 a scalar tensor seesa echanis
ince the shear decays as the in erse o the second po er o the scale actor the
uni erse isotropi es and tends to ard a ried ann e atrespaceti e he odes that
e it the u leradius during in ation hile the shear is non negligi le ill e perience the
seesa echanis and ill ha e the pri ordial anisotropy i printed on their statistical
properties  odeso s aller a elength ill not re ect the anisotropy It ollo s that an
early ianchi I phase ay e at the origin o a pri ordial anisotropy o the cos ological
pertur ations ainly on large angular scales  he co panion article descri es such
a scenario o early anisotropic slo roll in ation ince the post in ationary e olution is
ell descri ed y a ried ann e atre spaceti e o ser a le e ects and in particular
those related to the ano alies e alluded to in the introduction can e ta en into
account easily once the initial conditions are no n  his in estigation that e plan to
do later is eyond the scope o the present or
ur analysis e tends and sheds so e light on the ro ustness o the quanti ation
procedure that as de eloped under the assu ption o a ried ann e atre
ac ground and thus on the predictions o the standard in ationary scenario e
e phasi e that this or is ery conser ati e and that no ne speculati e hypothesis
asin o ed Indeed e arenot clai ing that such a pri ordial anisotropy is needed  n
the one hand it can e used to set stronger constraints on the pri ordial shear  n the
other hand it can also e a useul e a ple or the study o second order pertur ations
in  hich a shear appears only at rst order and induces a correlation et een scalar and
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tensor at second order and ore generally or the understanding o quantu  eld
theory in cur ed cos ological spaceti es ne ay orinstance onder hether this
analysis can e urther e tended to other ianchi type or to non spatially at spaceti es
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Appendix A. Details on Bianchi | universes

A.1. Geometrical quantities in conformal time

tarting ro the etric inconor alti e thee pressionso the hristo elsy ols
are
80 =*H, ?j =Hyy o, 6, = 7‘[5;‘ (7;'7 A
here e ha e used the de nition o the shear to e press 7;; = 0 so that
'Yij I _ o_ij7 A

and indeed tri ially ",; = 6; I =

e deduce that the non anishing co ponents o the icci tensor are gi en y

a?Ry= H o A
2pi gt 2 5 i i
aR=H H o, Moy o), A
here e recall that o2 = aijaij he icci scalar is
’R= H H* o2 A
he non anishing co ponents o the Einstein tensor are thus gi en y
A’G)=— MW 1o A
20 / 2 1.2 ¢i i i/
aGy=— H H 5076  Ho; o;l. A
or a general uid ith stress energy tensor o the or
T = puyuy, P gy uuu, T, A
here p is the energy density P the isotropic pressure and 7, the anisotropic stress
Twut = and 7 = it i plies that the Einstein equation ta es the or
2_ 2 12
H*=ra"p 307, A
2
Ka ;
H=—-—"—p P —-0% A
i i 2 i
o;'=— Ho; kKa'm; A
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hich correspond respecti ely to the 7 co ponent and trace and trace ree part o the
i7’ equation  he conser ation equation or atter reads
P Hp P ooyri= A

here the ij co ponent o m,, has een de ned as a?m; so that 7r;. =y,

o close this syste  one needs to speci y as usual an equation o state or the uid
that is an equation P p  ut also to pro ide a description or m,,  he latter anishes
or a per ect uid and or a scalar eld

A.2. Bianchi | universes in cosmic time

tarting ro the etric in cos icti e thee pressions o the hristo el sy ols
are

0o _ 2 1. i 2 ppsi Lk,
ij_a H'yu %5 5 U]'—a H6] 37 Vkj - A

he Einstein equations ta e the or

H? =kp %02, A
a K
Pl p P ——d% A
i i
oy =— Ho; &m; A
and the conser ation equation or the atter reads

A.3. Bianchi | universes in the 1 + 3 formalism

he dyna ics o ianchi uni erses can e discussed in ter s o the co ariant
or alis see e g his description assu es the e istence o a pre erred
congruence o orldlines representing the a erage otion o atter he central o ect is
the  elocity u* o these orldlines he sy  etriesi ply that it is orthogonal to the
hypersur aces o ho ogeneity

__sH —
ut = =4, Uy = 0p0- A
he pro ection operator on the constant ti e hypersur aces is de ned as
L= 9w uul,.

Its only non anishing co ponents eing L;;= a’t Yij t
he central ine atical quantities arise ro the deco position

V,u, = —u,u, Lo wo W A

1
3

ora ianchiluni erse ho ogeneityi pliesthat D,f = or all scalar unctions here
the spatial deri ati e operator is de ned as D, T* = Lﬁlg, VM/T“/ etc  ince D,P =
the o is geodesic and irrotational w,, = so that the acceleration also anishes
a,= and eare ustlet ith thee pansion and the shear
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It is clear ro the or that

- H. A

he only non anishing co ponents o the shear is e pressed si ply in ter s o the trace

ree part o the hristo el sy ol ?J as
ij — (LZJ,;]'
so that
3
P=ot=) B A
i=1

ith the general ro A or the stress energy tensor e get the conser ation
equation

P P P ;,u/ﬂlw =5 A
hich reduces to equation A
he aychaudhuri equation si pli es to
é P=_2?2_qaGp P. A
ince = H therhsissi ply a/a= H'/a®so that it reduces to equation A
he auss equation ta es the or
(3)R;w = 7uava o nv KTy % LMV Rp — % ? % ? . A

e ha e to e care ul here since u*V, ,, is not equal to 9; ,, It is gi en or the

ij co ponent y u®V, ;= azaij = gjazaik =a’ oij T — Uikaf
In the particular case o a ianchi I spaceti e (3)RW = so that the trace o the
generali ed ried ann equation reduces to
Kp—% 2 % 2_Op
hi ting to con or al ti e this gi es equation A hen ®)R = he trace ree part
leads to equation A ote that thisi plies that hen the anisotropic stress anishes

a® wv is constant or the u*V, ti e deri ati e ut thatiti plies that a20;- is constant in
ter s o the ordinary conor alti ederi ati e he identi cation o w*V, and d; holds
only or scalars see eg

A.4. General solution of the background equations

Tt is use ul to deter ine general solutions o the e olution o the ac ground spaceti e

e concentrate on the particular case in  hich 7, =  rele ant or scalar elds and
rst set
Bi = BW t. A
Equations and then i ply that

(Sowe =% o (TE)Wa=G
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o hich e deduce that
dt d
wit=/[— or W = —727 A
a a

he constraints and i ply that the B; ust satis y

3 3
> B =, > B =8 A
i=1 i=1

hich are tri ially sol ed y setting

BZ-:\/:Ssinai, a, =« —ﬂp, p {.,} A

hus the general solution is o the or

B t :\/iSsin(a —Wi)xW A

here a is solution o
H*=rp ——. A

nce an equation o state is speci ed the conser ation equation gi es pa and e can
sol e orat
As an e a ple consider the case o a pure cos ological constant V = const. and
p= he ried ann equation ta es the or

2 a6
H =V { (a) } ’
ithVy=xsV/ anda,= S/ Vo /¢ Tt can e integrated easily to get
1/3
al =a. [Sil]h ( me)] . A

Asy ptotically it eha es as the scale actor o a de itter uni erse aoce p Vot ut
at early ti e the shear do inates and a oc t'/3

Appendix B. Properties of the polarizations

esu ari e here the ain properties o the polari ation tensors de ned in section
he ti e deri ati e o the polari ation tensor is gi en y

N KL\ Kl A kA
gy =— 0"y Py — 0% Py €55 TGE ks

or equi alently

LN KX\ pi kl i k i\
el l=—o0"ey P — 0" Py ¢cj ajer.
In ter s o the deco position o the shear tensor it ta es the or s
A A kA
gy =-—0 b o0& OGE s
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and
E?‘ "= 0o ,\PJ‘ o 5?‘ UJI?E;:\,
and the ti e deri ati e o the pro ection operator P; is gi en y
Pij/:—oJrEiz o P
et us also gi e the ollo ing relations that turn to e use ul or the deri ation o the
e olution equation o the tensor odes

lj pi _ 1.2 1 2 2
Oi1EX OjpE\ = 40 2 O'/\*O'(lf)‘)
lj pi _
0','18/\0']'1,6“7» =0 x0 4
lj _ip A 1.2 1 2 2 1 2
oge ores, =307 07 0y 55 o,
a
i _ip_(1=X)
ailaka”am =
Appendix C. Perturbed quantities
or the sa e 0 co pleteness let us gi e the e pression o the ie deri ati e o the

displace ent &
Lgow=—0aT HT
L goi = a’ & — 0T — Ujifj
L gij = a? 04&5) HT;; Tojj .
he e pression o the co ponents o the stress energy tensor o the scalar eld at
rst order is

a20T0 = ? — 'y — V«pazx-,
(l2671,i0 — —67 QO/X ,

a?éTij _ 75; <’0/2 o QDIX, VWO’QX )

ote that they are e actly the sa ee pressions thanina ried ann e a trespaceti e
It co es 1o the act that dg;; ne er appears Indeed the 6T}; etc co ponents ill e
di erent co pared to the ried ann e a tre case

In e tonian gauge the hristo el sy ols at rst order ta e the or

J 80 = !
1) 8]' = aj
) ?J = Hhi] %hij - H Yij — 7
§ b = 5hi — o
=3 b —oh™ by
0 ;k = %"/li 8jhlk 0k'hjl - Blhjk
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In e tonian gauge the e pressions o the co ponents o the Einstein tensor at rst

order are
’ o
a?0GY = — A - <—) o? —0;0;

H

a*0GY = —o 7-[ ) {

ik o ik
P o’ OJEZk o’ al'E]'k,

eI

@G =al (M H)
oo, — - ﬂag"a]-)a’f
i ! ' ,H/ ' ! !
i) (6 w0
) l Kl
sl ()= ) o

B OWE~ B [0 B~ of B - [(E) o] ]

J J

Sy 1= [0k 5 HOw 5— oudi ).

Appendix D. Details concerning the expansion of the action

he total ti e deri ati e 7 that appears in equation is e plicitly gi en y
'y 2 ool
2 1 im 2 ij 2 P AP VoL,
T = |—a’ohh™  a*hiih"H H adp * — e T H o J
(12 UijE," 2

j ik jl 2 _jk S
- T_;_Hﬂijﬂkl'y V' = a’o!"Ey, (’Yj #)

H—0o a’k* ? 29,2 25242 *ac]oboy
- - - a
H? H H?
va 99// /
/
— - Yav D
H
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8.2 Variables invariantes de jauge dans le cas d’un espace de
Bianchi quelconque

Dans Darticle précédent, nous avons construit des variables invariantes de jauge pour le cas
d’un espace de fond de type Bianchi I. On peut généraliser ce procédé a tout espace de fond
homogene mais pas nécéssairement isotrope en utilisant le formalisme 1+ 3 sur 1’espace de fond.
Un espace de Bianchi est caractérisé par un ensemble d’observateurs de quadrivitesse 4, en
chute libre (@, = @V, = 0), et sans vorticité (@, = 0) [Ellis & MacCallum 69]. La courbure
extrinseque des surfaces orthogonales a ces observateurs est donc

Ky = Dyti, = Vi, . (8.2)

Les sections spatiales sont homogenes mais pas nécessairement isotropes. On considére mainte-
nant une perturbation de cette métrique de fond dg,, et un changement de jauge généré par un
champ vectoriel £&#. On peut décomposer ce champ vectoriel en 1 + 3 selon

& = —aT + LM = —aT + D'L + L* (8:3)
avec D, LM = w'L, = 71“[:;‘ = 0, si bien que la transformation de jauge dg.., — 6g. + W(,@)
prend la forme
Sgus = Ogu + 2D Ly — 20, {im]’ +OTK,,

+2K o, L) + 21, DT — 20,7 . (84)

On considere une décomposition de la métrique perturbée de la forme

Sguy = 2By, + 2 (D(,B T B, - 2K, ,\D)‘E) aGht,
S o
~20ZE 4 2D, D, E + 2D, Ey) + 2By, (8.5)
avec B B B B
Dya=0, DME,, =0, E% =0, D'E, =0, D'B,_. (8.6)

En projetant selon @, @“h", et h", ﬂﬁ”a, on obtient alors que sous une transformation de jauge

du premier ordre les variables de perturbation se transforment selon

v — U-— %T
o - D+ L,(T)
E — E+L
B — B-T+Ly(L)
B — Bt+L,L*
EF — EM4LH
Ew — Eu. (8.7)

Il est ensuite facile d’incorporer une transformation conforme g = a®g dans le raisonnement pré-
cédent. On utilisera que £, (g) = a®£(g)+2aL,(a)g, ce qui permettra de calculer le changement
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de courbure extrinseque (f{ w = Ky + E“T@Blw) ainsi que la modification de la transformation
de jauge de la métrique. On choisira la transformation conforme telle que K¢, = 0 afin que
toute 'expansion volumique soit dans le facteur d’échelle a. On aura donc K e = 3%. La
forme de la perturbation de la métrique g sera la méme que celle de g au facteur multiplicatif
a2 pres, mais en utilisant la courbure extrinseque K, wv pour le terme en facteur de V¥, afin que
la loi de transformation de cette variable soit inchangée. On obtiendra finalement les lois de

transformation

v - U l:“—m)T
a
o - b+ L“TWT + L,(T)
E — E+L
B — B-T+L,(L)
B* — BF+L,(LM)
EF — EM4 LM
E. — Eu, (8.8)

et la dérivée L, s’identifie alors a la dérivée par rapport au temps conforme. Nous avons obtenu
des transformations simples en paramétrant de fagcon compliquée la perturbation de la métrique.
L’avantage est que les lois de transformation sont maintenant exactement similaires a celles
dérivées de fagon pédestre dans le cas isotrope. Ici nous n’avons fait usage que de I’hypothese
d’homogénéité, puisque dans les calculs nous avons utilisé que pour tout scalaire X de 'espace de
fond, DMX = 0. Nous pouvons donc calquer la procédure de construction d’ensembles complets
de variables invariantes de jauge sur le cas isotrope, en utilisant par exemple les construc-
tions (5.4), olt la dérivée simple par rapport au temps conforme doit étre remplacée par la dérivée
de Lie £,. L’ensemble des différentes possibilités est revu dans [Peter & Uzan 05]. On remarque
que dans le cas isotrope, K, = 0, et on retrouve la forme de la perturbation de la métrique (5.2).
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Chapitre

Modele d’inflation anisotrope et signatures
observationnelles (article)

Lorsque l'on considere les équations d’évolution des degrés de liberté canoniques des per-
turbations, les termes de masse variables sont cependant tres différents du cas isotrope lorsque
le cisaillement domine, ce qui va altérer la procédure de quantification. De plus, les degrés de
liberté canoniques sont couplés ce qui ne permet pas d’avoir trois champs scalaires indépendants.
On peut néanmoins quantifier les degrés de liberté lorsque le cisaillement est intermédiaire et
pour des modes pas trop petits, et ainsi prédire le spectre des perturbations primordiales a la
fin de l'inflation.

Dans Darticle qui suit, nous tirons ainsi les conclusions quant & la quantification des pertur-
bations des degrés de liberté canoniques dans un modele simple d’inflation, I'inflation chaotique.
Les spectres résultants, en plus de dévier de l'invariance d’échelle présentent une dépendance
directionnelle héritée de la phase anisotrope. On les décompose donc en harmoniques sphériques

selon
=00 m=+/{

PR) = F(k) [T+ Y D rom(k) Vi (k) | - (9-1)
=1 m=—(
Du fait des symétries des espaces de Bianchi I, les coefficients 74, sont réels et non nuls unique-
ment si £ et m sont pairs. On montre alors [Pullen & Kamionkowski 07] que les coefficients agy,
de décomposition en harmoniques sphériques du CMB présentent des corrélations statistiques
non diagonales, c’est-a-dire du type (agmaj,, ), si £ — £ est pair.
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Abstract. This paper investigates the predictions of an inflationary phase
starting from a homogeneous and anisotropic universe of the Bianchi I type. After
discussing the evolution of the background spacetime, focusing on the number of
e-folds and the isotropization, we solve the perturbation equations and predict
the power spectra of the curvature perturbations and gravity waves at the end of
inflation.

The main features of the early anisotropic phase is (1) a dependence of
the spectra on the direction of the modes, (2) a coupling between curvature
perturbations and gravity waves and (3) the fact that the two gravity wave
polarizations do not share the same spectrum on large scales. All these effects
are significant only on large scales and die out on small scales where isotropy is
recovered. They depend on a characteristic scale that can, but a priori must not,
be tuned to some observable scale.

To fix the initial conditions, we propose a procedure that generalizes the one
standardly used in inflation but that takes into account the fact that the WKB
regime is violated at early times when the shear dominates. We stress that there
exist modes that do not satisfy the WKB condition during the shear-dominated
regime and for which the amplitude at the end of inflation depends on unknown
initial conditions. On such scales, inflation loses its predictability.

This study paves the way for the determination of the cosmological signature
of a primordial shear, whatever the Bianchi I spacetime. It thus stresses the
importance of the WKB regime to draw inflationary predictions and demonstrates
that, when the number of e-folds is large enough, the predictions converge toward
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those of inflation in a Friedmann-Lemaitre spacetime but that they are less robust
in the case of an inflationary era with a small number of e-folds.

Keywords: cosmological perturbation theory, inflation, quantum field theory on
curved space, power spectrum

ArXiv ePrint: 0801.3596
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1. Introduction

In ation see or a recent re ie o its status is no one o the cornerstones
o the standard cos ological odel In its si plest or in ation has ery de nite
predictions the e istence o adia atic initial scalar pertur ations and gra itational a es

oth ith aussian statistics and an al ost scale in ariant po er spectru arious
e tensions  hich in general in ol e ore elds allo or e a ple or isocur ature
pertur ations non aussianity  and odulated uctuations All these eatures

let us hope that uture data ill shed so e light on the details and physics o this
pri ordial phase o the uni erse
Al ost the entire literature on in ation assu es that the uni erse is ho ogeneous
and isotropic hile ho ogeneity and isotropy are hat in ation is supposed to e plain
Indeed the dyna ics o anisotropic in ationary uni erses has een idely discussed
It asde onstrated that under a large ariety o conditions in ation occurs e eni the
spaceti e is initially anisotropic regardless o hether it is do inated y a pure
cos ological constant or a slo rolling scalar eld  he isotropi ation o the uni erse as
e en recently generali ed to ianchi rane orld odels It should e e phasi ed
ho e er that a de iation ro isotropy or atness ay ha e a strong e ect on
the dyna ics o in ation and in particular on the nu er o e olds
he study o the pertur ations during the isotropi ation phase has een o erloo ed
ainly ecause in the past decades one as ostly ocused on large eld in ationary
odels  hich generically gi e ery long in ationary phases his asalso ac edup y
the ideas o chaotic in ation and eternal in ation In such cases it is thus an e cellent
appro i ation to descri e the uni erse y a ried ann e atre spaceti e hen
ocusing on the odes o ser a le today since they e ited the u le radius appro i ately
in the last e olds In this case the origin o the density pertur ations is understood
as the a pli cation o acuu quantu uctuations o the in aton In particular the
degrees o reedo that should e quanti ed deep in the in ationary phase and no n as
the u hano asa i aria les ere identi ed hich co pletely the initial
conditions and a e in ation a ery predicti e theory
In the conte t o string theory constructing a string co pacti cation hose lo

energy e ecti e agrangian is a le to produce in ation is challenging see In
particular it has pro ed to e di cult to wuild large eld odels in  hich the
in aton o es o er large distances co pared to the Planc scale in eld space his
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has led to the idea that in this ra e or anin ationary phase ithas allnu ero
e oldsis a oured see ho e er I so the predictions o in ation are e pected to e
sensiti e to the initial conditions and in particular the classical inho ogeneities are not
e pected to ee ponentially suppressed hich a es the search or large scale de iations
ro ho ogeneity and isotropy uch ore oti ated as ell as the possi ility that the
in aton has not reached the in ationary attractor — orei portant itis ar ro o ious
as e shall discuss in detail later that all o ser a le odes can e assu ed to e in
their unch Da ies acuu initially and ore pu ling that or agi en ode odulus
the possi ility o setting the initial conditions ill depend on its direction I so then the
initial conditions or these odes ould ha e to e set in the stringy phase an open issue
at the ti e
he theory o cos ological pertur ations in a ianchi uni erse as roughed out
in see also and or the case o higher di ensional alu a lein odels
and or the quanti ation o test elds and particle production in an anisotropic
spaceti e ecently e peror ed a ull analysis o the cos ological pertur ations in
an ar itrary ianchi / uni erse It assoon ollo ed y an analysis that ocused
on a ianchi [ uni erse ith a planar sy  etry As e shall see in this or the case
o aplanar sy  etric spaceti e is not generic oth or the dyna ics o the ac ground
and the e olution o the pertur ations
ro a ore o ser ationally oriented perspecti e the pri ordial anisotropy can
i print a pre erred direction in the pri ordial po er spectra  his could e related to the
possi le large scale statistical ano alies o thecos ic icro a e ac ground
anisotropies  any possi le e planations ha e een proposed including oregrounds
non tri ial spatial topology hich i plies a iolation o glo al isotropy the
rea do n o local isotropy due to ultiple scalar elds the presence o spinors
or dyna ical ectors the e ect o the spatial gradient o the in aton oralate ti e
iolation o isotropy In the case 0o uni erses ith planarsy  etry the signatures on
the ere deri ed y any authors In this case a large pri ordial shear
is indeed necessary  hich is not in contradiction ith the constraints o tained ro the
or ro ig ang nucleosynthesis his rings a secondary oti ation to
our analysis can the anisotropy e related to an anisotropic pri ordial phase or on
the other hand can it constrain the pri ordial shear and hat are the e act predictions
o a pri ordial anisotropic phase
hisis ho e er not our pri ary oti ation In the rst place e are interested in
understanding the genericity o the predictions o in ation and in particular ith respect
to the sy  etries o the ac ground spaceti e As e shall see the si ple e tension
considered in this paper dri es a lot o questions concerning oth the initial conditions
in in ation and  ore generally quantu  eld theory in cur ed spaceti e

In this paper e uild on our pre ious or to in estigate the dyna ics and
predictions o one eld in ation starting ro a generic ianchi [ uni erse A ter
discussing the dyna ics o the ac ground in section e ocus on the e olution o the

pertur ations in section  In particular e ill need to understand the procedure or the
quanti ation during in ation As e shall see in section  this procedure de iates ro the
one standardly used in a ried ann e atrespaceti e ande enin a planar sy  etric
spaceti e as discussed in he ain reason or such an e tension lies in the act that
there al ays e ist odes that ere not in a regi e during the shear do inated

Journal of Cosmology and Astroparticle Physics 04 (2008) 004 (stacks.iop.org/JCAP/2008/i=04/a=004) 4

Predictions from an anisotropic inflationary era

in ationary era It ollo s that hile our procedure leads to si ilar predictions to the
standard one on s all scales it appears that there is a lac o predicta ility on large
scales Indeed e donot ant to push our description eyond the Planc or string scale

here e tensions o general relati ity ha e to e considered his ay gi e a description
o oth the early phase o the in ationary era and also a procedure to the initial
conditions ithout any a iguity In section e e plicitly co pute the pri ordial
spectra or oth scalar odes and gra ity a es e ill descri e in detail the e ect o
the anisotropy and sho ho the isotropic predictions are reco ered on s all scales

2. Background dynamics

e st set our notation in section and descri e the dyna ics o the ac ground
ocusing on its general solutions in section e then turn to the slo roll regi e and
to the case o a assi e ree eld that e shall use as our or inge a ple respecti ely
in sections and

2.1. Definitions and notations

ianchi spaceti es are spatially ho ogeneous and those o type [ ha e Euclidean
hypersur aces o ho ogeneity In co o ing coordinates and using cos ic ti e their
etric ta es the general or

3
ds? = —dt? ZXE t (dxi)2‘,
i=1

hich includes three a priori di erent scale actors It includes the ried ann e atre
spaceti es asasu case hen the three scale actors are equal and the e tensi ely studied
planar sy  etric uni erses hen only t o o the three scale actors are di erent  he
a erage scale actor de ned y

St =Xt Xot X3t 1/37

characteri es the olu e e pansion o the uni erse  he etric can then e recast
under the equi alent or

ds® = —dt* 5% t v, t da'dad,

here the spatial etric’ +;; is the etric on constant ti e hypersur aces It can e
deco posed as

vij=ep Pit &y,

here the unctions ; ust satis y the constraint

3
E Bi =
i=1

et us introduce so e use ul de nitions irst e consider the scale actors
aiEOﬂl(t)7 X1:SCL1
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hey are associated ith the ollo ing wu le para eters

S X a;
Hff‘ },i:J‘ /))7':*1‘

hich are tri ially related y
3
hi=H B,  H=3%Y h,
here the dot re ers to a deri ati e ith respect to physical ti e e de ne the shear as
0ij = 3%

and introduce the scalar shear y

0 =007 = E 52,
i

ee appendi A o to see the relation ith the shear usually de ned in the
or alis o nish ede netheconor alti e ydt=Sdn inter so hich the
etric is recast as

ds* = 5% [—(1772 yij n da’ daﬂ .

e de ne the co o ing u le para eter y H = S'/S here a pri e reers to a
deri ati e ith respect to the con or alti e he shear tensor no de ned as

Oij = %’Yz{j7
is clearly related to o;; y 0;; = Soy; so that 62 = o0;;07 is e plicitly gi en y
0= B/ % and is related to its cos ic ti e analogous y o = So

2.2. Friedmann equations and their general solutions

Friedmann equations. In cos ic ti e assu ing a general uid as atter source
ith stress energy tensor

T;w = PUpUy P G UpUy Tuvy
here p is the energy density P the isotropic pressure and ,, the anisotropic stress
maut = and = the Einstein equations ta e the or

2 _ 12
H*=rp 3507,

:ffp P - -o?

0l

i i i
oj =— Hoj &mj,
and the conser ation equation or the atter is
y
p Hp P oym’=,

here the ij co ponent o m,, has een de ned as S27rij so that 7T;- = ’}/ikﬂkj

Journal of Cosmology and Astroparticle Physics 04 (2008) 004 (stacks.iop.org/JCAP/2008/i=04/a=004) 6

Predictions from an anisotropic inflationary era

In this or e ocus on in ation and assu e that the atter content o the uni erse
is descri ed 'y a single scalar eld so that

71;1,1/ = aﬂ,@al/@p - (%aagﬂaoqp V) G-
his i plies that

Mokl Vel e
%2*5[902*‘/90]7—027
0';-’:* HO’;-‘

he last o these equations is easily integrated and gi es

i

i _J
g5 = 937
here ; is a constant tensor ; = hisi plies that
i 2
g = ?,
ith 2= ¢ 7 ro  hich e deduce that
oc=— Ho.

he conser ation equation reduces to the lein ordon equation  hich eeps its
ried annian or

o Hp V,=

. General solutions. et us concentrate on the particular case in  hich =, =
rele ant or scalar elds and rst set

Bi=BW t,
here B; are constants yet to e deter ined Equations and theni ply that

(Z Bf) W2t = S—z

ro hich e deduce that

dt
he constraints and i ply that B; ust satis y

3 3
> Bi= . X Bl= %
i=1 i=1
hich can e tri ially satis ed vy setting
. . . .
B; = \/j sin oy, ithoy =a —i, i {,, L

Journal of Cosmology and Astroparticle Physics 04 (2008) 004 (stacks.iop.org/JCAP/2008/i=04/a=004) 7



Predictions from an anisotropic inflationary era

hus the general solution is o the or

G t :\/j sin(a —ﬂ—i)XWt,

here S is the solution o
2
56
nce an equation o state is speci ed the conser ation equation gi es p S and e can

sol e or St
As e shall see it is con enient to introduce the reduced shear

H*=kp -

o o
T=—=—=——
inter so hich the ried ann equation ta es the or

7‘7"2 H2: Epv

so that the local positi ity o the energy density i plies that 2> <

. Particular case of a cosmological constant.  irst let us consider the case o a pure
cos ological constant V' = constant and ¢ = his case is rele ant or the initial stage
o the in ationary period since e e pect rst the shear to do inate and the eld energy
density to e do inated 1y its potential energy I not then the eld is ast rolling and
its energy density eha es as S5 e actly as the square o the shear

he ried ann equation no ta es the or

S 6
H? = 2
wlo (%))

ith® Vp=xkV/ and S, = 2/ V, /6 Tt can e easily integrated to get
St =8, sinh t/7. 1/3,

here e ha e introduced the characteristic ti e
T, = \/VO

hus eo tain ro equation
Wt =W, ;—}log {tanh (%)} 7

here the constant W, can e set to ero corresponding to the choice o the origin o
ti e It ollo s using/ / = S3/7. that the directional scale actors echa e as

" 1/3 n (2/3) sina;
X, =25, {sinh (—)] {tanh (—)} .
Ty T

3 Note the dimensions p 4 -2, , 0 .o s -1 2 O here

is a mass scale.
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Figure 1. Evolution of the scale factors according to the value of the parameter
. We depict the three directional scale factors and the average scale factor S
(dashed line), all in units of S,. The three directional scale factors are permuted
when « is changed by 27/3. Note that there exist two particular cases in which
the spacetime has an extra rotational symmetry when o = /6 or /2. The latter
case is even more peculiar since this is the only Bianchi I universe for which none
of the direction is bouncing.

ro this e pression e deduce that the directional u le para eterse ol e as

h; = siney;  cosh t/7.

7. sinh t/ 7.

and urther that the a erage u le para eter and reduced shear are gi en y

- 7, tanh t/7.’ = Cosh t)7.

he eha iours o the directional scale actors are depicted in gure  or arious
alues o the para eter @ e restrict to « , m/ and it is clear that or o < 7/
the ¢ = direction is ouncing At o =m/ mnone o the direction is contracting and then
it s itches to direction ¢ = hen a > 7/ It is thus clear that there is al ays one
ouncing direction e cept in the particular case in  hich o = 7/
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Kasner exponents

thonnad/T
Wl

o>
Wl
NE

2n
3

S]

Figure 2. Left: time at which the direction 7 bounces (blue: i = 3), (red: i = 2).
At /2, none of the direction is contracting and a change of the contracting
direction occurs. Right: value of the Kasner exponents as a function of the
parameter « characterizing the Bianchi I model close to the singularity.

As a st conclusion let us co pute the ti e at hich the contracting direction
ounces igure let depicts the alueo theti eo the ounce asa unction o a and
e conclude that it is al ays s aller than . 7,

. Behaviour close to the singularity. hate er the potential chosen or the in aton

the ried ann equation ill e do inated y the shear close to the singularity so that

e can use the solutions o tained in the case o a pure cos ological constant or the sa e
o discussion 1o the pre ious analysis e o tain that

(2/3) sin a;+(1/3) 2 4
X, =5, (i> { —  —sing; (£> @] <<t) >:| .
Tk Tk Tk

he etric can thus e e panded around a asner solution o the or

3 t 2p;
dst, o = —dt* 52 da’ 2,
SKasner * Z . x

=1

ith the indices

pi o =2sine; g,

that clearly satisy —p;= p?= see gure right e thus ha e
3 ¢ 2p; ¢ 2
d 2 ~ —dt2 S2 o . - d i 2

up to ter s o order t/7, *
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he in ariants o the etric eha e as

R= =
BB = =5
Ryype RHP7 = —_—
e T2 { cosh? t) T
cosh /7, . . :
~47/[cosoﬂsmozfsma3 I¢-
sinh® ¢/,
learly e see that R and R, R" are regular at the singularity  hich is e pected or
a cos ological constant do inated uni erse since R,, = — g he third in ariant
RpeRMP7 di erges hen e are approaching the singularity the only e ception eing
the case here a = 7/ hich corresponds to the positi e ranch considered in In
this particular case the asner etric has e ponents | | e e phasi e that the

spaceti e a = 7/ is a singular point in the set o  ianchi spaceti es since there is no
uni or con ergence o the in ariants o the etric e aluated on the singularity hen
a— 7/

2.3. Slow-roll parameters

In order to discuss our results e introduce the slo roll para eters in the usual ay y

2 1"

= s Y e
o2 s a Hy' Hy'
ith these de nitions the ried ann and lein ordon equations ta e the or
—2 W= Ly, —OHY V8=
—€
and e deduce that
Hl
@ = — € € — .'11'27
so that
SN
5= H[ —e¢ e— a7
and
€= Hee—19.

Interestingly it is easy to chec that

¥=-Hr —a* -—¢,
ro hich e deduce that
2
SqZ’ZW— —a2? e § 66 e —a?
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ro the de nition and a ing use o the second equation o equations
e deduce that the slo roll ¢ para eter ta es the or

B — 22 Ve 2 —e\?
= K 1% —-5)

nce e use the relation p?> = €V/ —¢ e deduce that

_ _ 2
¢ 2 Ve

PET R T Zsr Uy

Aslong as > <V ¢ andin the i itz — hich corresponds to the shear do inated
period prior to the in ationary phase e ha e that

€— o — —

ut e still ha e ¢ — It ollo s that initially e en i the shear decreases rapidly ¢
re ains al ost constant and 0 re ains close to — his solution con erges hen t —
to the pure cos ological constant solution o section ote that this conclusion
di ers ro the state ent o

eore e reach the slo roll attractor e ay e in a transitory regi e in hich

©*>V  hen thisi plies that
~ o
~

he eld elocity decreases so that this solution con erges rapidly to ard the slo
rolling attractor hese general results on the li iting eha iours 1ill e i portant
to understand the dyna ics o the in aton

€— o= ®

2.4. Numerical integration for a massive scalar field

In this paper e ill consider the e plicit e a ple o chaotic in ation ith a potential

V= %mQ(p2.
he dyna ical equations and can e rescaled as
G\6
2 —_ |2 2 Px 7
{ (R 5
v Y=
here e use 7 = mt as a ti e aria le so that h = H/m ¢ = ¢/M, ith
]V[p_z = 7G = k as the eld aria le and here S, = /m 1/3 nder this or
it is clear that the arious solutions o the syste and are in general

characteri ed y the three nu ers {¢ o ,9 to,S.} As e ill no see this e tra
dependence on the para eter S, causes our dyna ical syste to eha e di erently ro

its analogues in ried ann e atre spaceti es®  nder this or e also see clearly
* There is another ay to see this the term in ~ in equation (2.55) is equivalent to the contribution of a
massless scalar field, say, that ould satisfy the lein ordon equation "+ 3 = =0, implying ~ —3. One

requires initial conditions for this extra degree of freedom as ell.

Journal of Cosmology and Astroparticle Physics 04 (2008) 004 (stacks.iop.org/JCAP/2008/i=04/a=004) 12

Predictions from an anisotropic inflationary era

o versus ¢ (FL) & versus ¢ (Bianchi)

mM, mM,

e @M

Figure 3. Comparison of the phase portraits of a Friedmann-Lemaitre (left) and
a Bianchi [ inflationary phase. The curves with the same colour correspond to
the same initial conditions for the scalar field but starting with different initial
shear (see figure 4 for a three-dimensional representation).

that one cannot continuously go ro a ianchi to an spaceti e ecause either S, =
or S, # e en though ianchi spaceti e isotropi es

Itis ell no n that the dyna ics o thein ationary stage ina ried ann e atre
spaceti e is characteri ed y attractor solutions clearly seen in the phase space or a
large set o initial conditions the solutions con erge to the slo roll stage de ned y an
al ost constant ¢ and ¢ decreasing accordingly It is thus gi en y a roughly hori ontal
line in the phase portrait hich ends ith the oscillations o the scalar eld at the otto
o its potential As pre iously entioned the slo roll in ationary stage in ianchi [
spaceti es possesses the sa e attractor eha iour although it is quite di erent during
the initial shear do inated phase hen the shear do inates the solutions are rapidly
attracted to the point ¢ >~ and ¢ nearly constant  his is the attractor hose solution
is gi en y equations It then con erges to ards the ried ann e atre

eha iour hen the shear eco es negligi le see gure

In conclusion e ha e a dou le attraction echanis na ely o the eld dyna ics
to ard the slo roll attractor and o the ianchispaceti eto arda ried ann e atre
solution

In gure e co pare the dyna ics o the in ationary phase o a ianchi [
and a ried ann e atre spaceti e hile in  oth cases the a erage scale actors
gro the e ect o a shear do inated phase is to initially decrease the elocity o the
e pansion o the ianchi uni erse  n the other hand the dyna ics o the scalar eld
is arely a ected y the presence o the shear as long as e ha e reached the slo
roll attractor In the ollo ing e ill assu e that e ha e reached this attractor
I the nu er o e oldsis s all it is not clear that this attractor has een reached
regardless o hether or not e assu e a ried ann e atre spaceti e In such a
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Figure 4. Phase portrait of a Bianchi I inflationary phase in the space {¢, ¢, 0}.
The plane o = 0 corresponds to the FL limit (see figure 3). This illustrates the
double attraction mechanism of the spacetime toward FL and of the solution
toward the slow-roll attractor.

case one has to rely on a ilies o tra ectories to dra the o ser ational predictions
see eg

et us no consider the eha iour close to the singularity and introduce the
characteristic ti e 7. e plicitly gi en y
meo

y de eloping all the pre ious equations in po ers o ¢/7. e o tain that

2 t4
Ht‘?[ 72 O(@ﬂ7

M\ 2 4
et =0 | ——(—=2) 5 O[5,
%o 7’3 Tf
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Figure 5. Evolution of the average scale factor (left) and scalar field (right) as a
function of time for both the Bianchi (red, solid line) and FL cases (blue, dashed
line). The Bianchi solution is characterized by ¢y = 16M},. We have normalized
the solutions such that the scale factors have the same value at the end of the
inflation when the shear is negligible. The inner-left figure shows the logarithmic
evolution of the velocity of the expansion in both cases, the minimum of which
indicates the time at which S = 0 for the Bianchi case.

. 12 t
si== -5 o))

in co plete agree ent ith the e pansions o tained in In thisli it e understand
hy 0 — — close to the singularity It si ply re ects the act that the eld decreases as

t>  hisisdi erent ro the case o chaotic in ationina ried ann e a tre spaceti e
here the eld aries linearly ith ti e during the slo roll regi e since in that case

M,\* ¢ s o
sﬂ%{(%) 7_*}, S*Siep{rjg%*@t )

and the slo roll para eters are e plicitly gi en y

M?
€ = —;’ y =
12
et usco e ac totheslo roll para eters de ned in section In the particular

case o a quadratic potential e ha e

2
e— 95

=M -3¢

since S?V,, = eH*> —0302%/ —e During the shear do inated phase § ~ — and
the pre ious equation tells us that 0 re ains constant It ollo s ro equation

that ¢ is o the sa e order as ¢ note the di erence et een the standard case in  hich
¢ is second order It ollo s that the ariation o ¢ cannot e neglected until ¢ has
con erged to ard hen € can e considered as constant until the end o in ation
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Figure 6. Evolution of the slow-roll parameters e (left) and ¢ (right) during the
inflationary phase for a Bianchi I model (solid lines) with ov = /4 compared to
the case of a Friedmannian model (dashed lines). We assume a potential of the
form (2.54) and initial values ¢y = (16, 26,36)M;, corresponding respectively to

the red, green and blue lines.

hile the uni erse isotropi es oth § and € con erged to ard their ried ann e atre
alue  igure illustrates the e olution o the t o slo roll para eters and co pares
the to their aluesin a ried ann e atre uni erse

or any initial alue o the scalar eld ¢

e de ne ¢; as the alue o the eld hen

the uni erse starts to in ate thatis at theti e hen S = hen thenu ero e olds

o the in ationary period is de ned as

S ¢ H
Ny, =ln L) :/ —de,
S ¢ ., P

here o is the alue o the eld at hiche=
prisgien y

Yr= \/_A/[p'

It ollo s that or any initial alue o the eld
phase y

P Yo = Yo — YiPo,

ince at that ti e the shear is negligi le

e can characteri e the shear do inated

hich indicates y ho uch the eld has o ed prior to in ation  hen the duration

o the in ationary phase is gi en y

2M
H
ei(po) P

his has to e co pared ith thenu ero e oldsin the case

2
Pi

Ny :7<M) -
P
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Figure 7. Left: relative variation of the scalar field during the shear-dominated
era as a function of its initial value. Right: comparison of the number of
e-folds for a Bianchi (solid, red line) and Friedmann-Lemaitre (blue, dashed
line) inflationary period as a function of ;. The inside plot is the relative
difference between the number of e-folds of the Bianchi and Friedmann-Lemaitre
inflationary period as a function of ;.

In gure let e depict the ractional duration o the shear do inated phase see
equation as a unction o ¢y e see that the larger the initial alue o the eld
the s aller thei pact o the shear Alsosho nin gure isthenu ero e olds or the

ried ann e atreand ianchispaceti es he presence o the shear slightly increases
the nu  er o e olds solid red line in gure

2.5. Discussion

his general study o the ac ground sho s that generically there is al ays one ouncing
direction e cept in the particular case a = 7/ considered in positi e ranch
egarding the dyna ics o the uni erse the e pansions at lo est order
e actly reproduce the e act nu erical solutions
his analysis actually sho s that the shearise ecti e typically until the characteristic
ti e7, oing ac ardinti e the uni erse goes rapidly to an initial singularity and
is thus past inco plete in act as other in ationary odels Indeed as e shall
discuss later e donot ant to e trapolate such a odel up to the Planc or string ti es
and e ust assu e that they are a good description o the in ating uni erse a ter this
ti e
e ha e ocused on the e olution o the slo roll’ para eters and concluded that
the ariation o e cannot e neglected until the shear has decayed e ha e also sho n
that the scalar eld arely o es during the shear do inated era and that ith thesa e
initial alue or the scalar eld thenu ero e oldsisal ostnota ected e en though
slightly larger vy a non anishing shear
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3. Summary of the perturbation theory

In our pre ious or ein estigated the theory o cos ological pertur ations around
a idanchi [ uni erse  eshallno rie ysu ari e the ainsteps hich are necessary
to deduce the dyna ical syste o equations that e ant to sol e in this paper

3.1. Mode decomposition

irst epic upaco o ingcoordinatessyste {2’} on the constant ti e hypersur aces
Any scalar unction can then e deco posed in ourier odes as

. &
f(mj,n):/—3/2f ki, n etfir,
m

In the ourier space the co o ing a e co ectors k; are constant &k, = e no
de ne k' = ~%k; that is o iously a ti e dependent quantity —ontrary to the standard
ried ann e atre case e wust e careul not to tri ially identiy k; and k' since
this does not co  ute ith the ti e e olution ote ho e er that z;k* = z'k; re ains
constant
esides since k'’ = — o™k, the oduluso theco o ing a e ector k*=k'k; =
¥9k;k; isno ti e dependent and its rate o change is e plicitly gi en y

k' -
E = —Uz]kikj,
here e ha e de ned the unit ector
ki
ki=—.
k

o eintroduce the ase {e',e?} o the su space perpendicular to k'  y construction
it satis es the orthonor ali ation conditions

ajp, ij a b ij _ cab
etk =, efe;y =6
uch a asis is indeed de ned up to a rotation a out the a is k& heset o asis ectors
allo us to de ne a pro ection operator onto the su space perpendicular to k' as

P = e}e} efe? = vij — kik;.
It tri ially satis es P;Pz =P P/ = and PUy; =
Any sy  etric tensor V;; that is trans erse and trace ree has only t o independent
co ponents and can e deco posed as
Vi ki = Y Vi kin el ki,

A=+,x

here the polari ation tensors ha e een de ned as

1.1 2.2 1.2 2.1
- e;e; @iejé,\ e;e; eiejé/\
ij = Na + N X
It can e chec ed that they are traceless &7/ =  trans erse e}k’ =  and that the
t o polari ations are perpendicular E?}Eg = 6;‘ his de nes the t o tensor degrees o
reedo
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3.2. Decomposition of the shear

It is then ruit ul to deco pose the shear in a local asis adapted to the ode that e
are considering  he shear eing a sy  etric trace ree tensor it can e deco posed on

o 1 o1 27
the asis {k;, e/, e} as
_ 3 1 a A
o =3 (kikj — g'yi]-> o E o ak(iej) E o1 Ejj-
a=1,2 A=+,X

his deco position in ol es independent co ponents in a asis adapted to the
aenu erk; e ust ho e er stressthat o ,0 «,00 donotha eto einterpreted

as the ourier co ponents o the shear e en i they e plicitly depend on k; his
dependence arises ro the local anisotropy o space
sing equation it is easily or ed out that 0;;7% =  and that

i a i) —
oiik' = o kj E o €], oik'k! =0,
a

and
oEyY =op ok'el =0 a.
he scalar shear is e plicitly gi en y

2 ij_ 3 2 2 2
o’ =007 =30 E 0% E 0T,
a A

hich is y construction independent o k; e e phasi e that the local positi ity o
the energy density o atter i plies see equation that 02/ < H? and thus

-0 —o0 <H.

va

his in turn i plies that

o < H,

a property that shall turn out to e ery use ul in the ollo ing discussion Analogously
e ha e that

opr < \/_H

3.3. Gauge-invariant variables
e start ro the ost general etrico an al ost ianchi [ spaceti e
ds?* = 5% [~ A dp®  Bida'dy vy by da'da’].

B; and h;; are urther deco posed as

_ Jij
h,j]' = C Vij ﬁ O,OJE 6(1EJ) E,;]',
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ith
0,B"'= =0,L", E; = =0,EY.

e sho ed that one can construct the ollo ing gauge in ariant aria les

_ »E'1
=4 §{S[B——k2 ]}

KE’
=t

=-c-u|5-

or the scalar odes
i =B~ (B ikloyPLE,
or the ector odes and that the tensor ode L£j; is readily gauge in ariant

oncerning the atter sector one can introduce a single gauge in ariant aria le
associated ith the scalar eld pertur ation

_ ¢,
Q=dp T

3.4. The Mukhanov—Sasaki variables and their evolution equations

e esta lished that the only degrees o reedo reduce to a scalar ode and t o tensor
odes

v=S9Q, Ve, = SE).
hey e ol e according to
v wi ki,m v = Z x Kism g,
A
iy wi ki opa=  kinov kiyn -,

here the pulsations are e plicitly gi en y

, 2 5 . o

Wik =k - N B
2s E2N

he t o unctions zg and z, ha e een de ned y

Zg S S2I€<,9/2 !
L =S e, (55

Zs S H—o0o
ZK _ S ) ) , 252 4
SrhEy e ml) mly, )

and e also need the coupling ter s

— S*¢'oy '
A ki = ﬁ\/ﬁ (ﬁ) )
20'T g7+ !
n, ki Eﬁ ) or OT+.
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4. Prescription for the initial conditions

he set o equations co pletely deter inesthee olution o the three degrees
o reedo o our pro le o epredicti e e ust deter ine the initial conditions
Inan  spaceti e the procedureis ell understood  and relies on the quanti ation
o the canonical aria les on su  u le scales here it can e sho n that they e ol e
adia atically
e ha e to understand ho  ar this procedure can e e tended to a ianchi uni erse
and ho ro ust it is to the e istence o a non anishing pri ordial shear e thus start

in section ith are ie o the standard procedure to highlight its hypothesis In
section e stress and also quanti y the di erences that appear in a ianchi uni erse
his ill lead us section to propose an e tension o the quanti ation procedure
e shall nish in section y critically discussing the li its and ea nesses o our

quanti ation procedure

4.1. Friedmann—-Lemaitre universes

or si plicity let us consider the case o a pure de itter phase his represents no
li itation to our ollo ingargu ents and can e generali ed to an al ost de itter phase

Quantization procedure. In order to e quanti ed the canonical aria les are
pro oted to the status o quantu operators and are deco posed as

A’k ik X k-
v X, :/W[vkn e *a vin e kxaly

d’k ) )
= /7‘5/2 [’Uk n elkx ’u}: n e*‘k'x]?
o

here the creation and annihilation operators satis y the co  utation relations ay, a{:, =
0¥ k—k'  he ode unction v, n isasolutiono the classical lein ordon equation

vy Wl ko= ith ) k,n =k — =,
Ui

hich is the equation o otion or a har onic oscillator ithti e dependent ass hich
translates the act that the eld li es in a ti e dependent ac ground spaceti e  he
general solution o equation is

ven =[AkHY —kn Bk HY —kn]V-n,

here H, are the an el unctions In the particular case o a de itter era considered
here v = / so that

H® . _ [Hm ]*:, [ i 4
3/2 7 3/2 7 an iz

anonical quanti ation consists in i posing the co  utation rules v x,n ,v X',n =
axn,mx,n = and vx,n,7x,n =063 x—x' on constant ti e hypersur aces
7 eing the con ugate o entu o v Tro equation and the co  utation rules
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o the annihilation and creation operators thisi plies that
Uy — vy, =1,

hich deter ines the nor ali ation o the rons ian he choice o a speci ¢ ode
unction vy, 1 corresponds to the choice o a prescription or the physical acuu | )
de ned y

ag| ) =

he ost natural choice or the acuu is to pic up the solution that corresponds
adia atically to the usual in o s i acuu so that

e ———

Vk

hen knp — —oo  hisi plies that the ode unction is

U = e ihn,

7l w)

his choice is re erred to as the unch Da ies acuu

. WKB approzimation. In ore general cases and or sure in the ianchi case that
ollo s e aynotha ee actsolutions orthe ode unctions n can redo the pre ious

construction y relying on a approach in  hich one introduces the ode
unction
UZVKB n = C:Elfw dr/‘

V W'U
It is easily chec ed that it is a solution o

WKB/ 2 WKB
Vg (% - QWKB) Vg, =

ith
2 "
w! w”
N
Wy Wy
or a unction satis ying an equation such as equation the solution is thus a
good appro i ation as long as the condition |Qwkp/w?| < s satis ed In the
e a ple at hand this condition reduces to kn — —oo so that onsu  u le scales the
ode unction is actually close to its appro i ation e see that the quanti ation
procedure thus relies on the act that there e ists an adia atic solution on su

u le scales
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. . . Primordial spectra on super-Hubble scales. nce the initial conditions are  ed vy is
co pletely deter ined and it can then e related to the scalar eld pertur ation ) also
pro oted to the status o operator A ter the odes eco esuper u le ie knp <
the scalar eld pertur ation in a at slicing gauge is gi en y

d3k ik-x d3k H T ik-x
Q%/ 7r3/2QkC :/ 7w 32\ k3 (ak a*k)e ’

here e ha e used that S = — /Hn or a pure de itter in ationary phase H eing
a constant in this case All the odes are proportional to ay atk so that the aria les
Qx co ute e thus deduce that ) has actually the sa e statistical properties as
a aussian classical stochastic eld E ecti ely e can replace our quantu operators
y stochastic elds ith aussian statistics and e introduce a unit aussian rando
aria le e, k hich satis es

(e k)=, (o ket K ) =060 k—Xk .
In this description the ode operators are replaced vy stochastic aria les according to
v = v =0, 1 e, k and eidentiy the quantu a erageinthe acuu ie ( |---|)

y an ense le classical a erage (---)
he correlation unction o v is de ned as

G=(lvxnoxin]),
and ta es the si ple or

&’k ; /
g’u _ / ‘Uk|2 e}k‘(x—x )

T3

Interestingly in a ried ann uni erse isotropy i plies that e can integrate o er the

angle to get
dk k3, sinkr
b= [ e

and it is ecause o the sy  etries o the ac ground a unction o r = |x — x| only
e thus de ne the po er spectra

k(
7r2|vk|2~

P,k = vl P,k =

In the stochastic picture the correlator o vx issi ply gi en y
(o)) = Py k6% k- K,
ro hich one easily deduces the po er spectru o the cur ature pertur ation

2 2
™ [V ]

Indeed e can proceed in thesa e ay orgra ity a es ince they are not coupled

to scalar  odes and since the t o polari ations are independent e introduce t o sets o

creation and annihilation operators by, one per polari ation n super u le scales

the t o odes can e descri ed yt o independent aussian classical stochastic elds

piex = pey ko ith
lex kel K ) =0n0® k—k .
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he po er spectra are thus gi en y

Pk = Pk =l
) fk—37prf|#k|-

patial isotropy i plies that P, = Py so that the tensor odes po er spectru is
K

Prk = &

P k.

... Conclusion. o conclude this short re ie o the standard procedure highlights
the i portance o the regi eonsu u lescales hich allo s us to construct a

unch Da ies acuu adia atically the act that on super u lescales here one

ants to dra the predictions or the initial po er spectra the quantu operators can

e con eniently replaced y stochastic elds thei portance o isotropy hichi plies
that there e ist three independent stochastic directions ecause odes are decoupled
and the act that the t o gra ity a e polari ations ha e the sa e po er spectru

e shall no see hich o these properties generali e to a ianchi uni erse

4.2. Generic Bianchi I universes

Characteristic wavenumber. In order to relate our predictions to o ser ations e
introduce the characteristic a enu  er k¢ y

krcf = SH‘t:T .

e de ne N as the nu er o e olds ith the quantity SH rather than S in the
de nition I e denote y Ny thenu ero e olds et eent = 7, and the
end o in ation and Ay thenu ero e olds ro the end o in ation until no  then

e can relate ko to the largest o ser a le scale today kg = SoHy v

Kret —el o= )
ko

ince during the in ationary era a ter 7, H is nearly constant then N =~ Nyr As or
Ny it depends on the post in ationary e olution and it can e esti ated y

16 Vi V1/4
No~ —In <1/4€> S LI Y < ef}i —1Inh,
V;gn ‘/end preh

h eing the u le para eter in units o s7t pc ! ypically Vi, ~ Vg as

long as slo rolling holds  he reheating te perature can e argued to e larger than
pic/f > 1 ¢ toa oid the gra itino pro le he a plitude o the cos ological
uctuations typically o the order o x 2 on u le scales roughly i plies that
V:n/‘f iss aller thana e ti es ' e and orthesa ereasonasa oe hasto e
larger than ' e inthee tre ecase hisi plies that Ny has to lie appro i ately
et een and hich is the order o agnitude also required to sol e the hori on and
atness pro le
Nys can e co puted ro the ac ground dyna ics and as sho nin gure it is

al ost equi alent to its alue in the case
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Figure 8. Logarithm of the ratio k/kys where ks is the modulus of the
wavenumber when the shear is zero. We see that, as soon as the shear grows,
k depends on the direction on which it is aligned (each colour corresponds to a
principal axis of the Bianchi universe). We have considered a generic Bianchi
universe with a = 7 /4.

Anisotropy. he rst o ious di erence ith the case arises ro the local
spatial anisotropy
irst it is clear ro the set o equations and that it i plies that the

e olution o the ode unctions shall depend on k; and not si ply on the odulus his
iolation o isotropy ill re ect itsel on the act that

the po er spectra at the end o in ation ill e unctions o kandnot k ie P, k;
Py ki

ecause o the coupling et een scalar and gra ity a es there e ists a cross
correlation et een scalar and tensor ie (vuy) #

the t o polari ations shall a priori ha et o di erent po er spectra ie P, # Py

A second related issue arises ro the e olution 0 a co o ing aenu er et us
consider the di erent e olutions o a ae ode o odulus k at the end o in ation
according to its orientation As eseein gure depending on its orientation this ode
has ery di erent ti e e olutions e ore it settles to a constant alue

WKB regime.  hate er the ianchi uni erse e consider there is a shear

do inated phase prior to in ation During this phase S < esides in a generic

ianchi [ spaceti e thatis a# 7/ t oo thescale actors goto ero hile the third

is ouncing inthe « =7/ case onescale actor goesto ero hile the t o othersre ain
constant
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Figure 9. Left panel: evolution of the quantity |Q/w?| for an FL universe. Right
panel: evolution of |[QWVKB /w?| for three different modes, each of them aligned
with one of the three orthogonal directions (same colour code as in figure 8), and
with the same modulus 10k, at the end of inflation. The vertical line corresponds
to the instant n(7.) and we have considered a generic Bianchi spacetime with

a=m/4.

or analysing the regi e e ill consider as usual the ratio k/SH to discuss

hether a gi en ode is inside k/SH >  oroutside k/SH <« the u le radius

According to the details sho nin appendi A i e speciy to only one direction e ha e
ko~ /CL,' ~ S/Xl then

i _ ~ tZ(l—sinai)/Ii

SH X,H
during the shear do inated regi e his sho s that e cept hen o = 7/ any
gi en ode eco essuper u le hen e approach the singularity ¢ — and that

this approach is aster going ac ards in ti e or odes aligned ith the ouncing

direction
In other ords all odes eco e super u le in the past and the ode aligned

ith the ouncing direction lue line in gure eco essuper u le earlier again
going ac ardsinti e thantheones iththesa ek attheendo in ation ut aligned

ith a gro ing direction lue line in gure
or these t o reasons e can dou t the e istence o a ell de ned adia atic acuu

or all odes through their early e olution as happens in uni erses 0 e er e can
still as  hether the regi e is reached in a short ti e inter al hen the shear is
not co plete negligi le and ho long it lasts gi en the a enu er

et us thus discuss quantitati ely the alidity o the appro i ation  irst

e ocus on the pulsation e neglect the e ect o the couplings and consider the

solutions

WKB +i [ w dn WKB +ifw dy
Uy n =——e J , Mgy N =——¢ J .
vV Wy VvV Wi
hey are good appro i ations o the solutions o equations and i
|QWEEB /w2 || < here Qwxp has een de ned in equation
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Figure 10. Comparison of the exact (solid lines) solutions and the WKB (dashed
lines) solutions (4.15) for the scalar modes for three different directions with
k = 10k,¢s at the end of inflation. We have considered a generic Bianchi spacetime
with o = 7/4. The figures show two genuine WKB modes (left panel) and one
non-WKB mode (right panel). The inner-left figure shows the ratio vV KB /uy|
for the modes which satisfy the WKB approximation.
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Figure 11. Evolution of |Q}¥B /w?| for the two tensor polarizations (left: A = +,
right: A = x) and for various modes with the same modulus k = 10k,cf at the
end of inflation. The vertical lines represent the time 7(7,). We have considered
a generic Bianchi spacetime with o = 7/4.

igure illustrates the alidity o the appro i ation or the scalar odes

It depicts the e olution o |QWXB/w?| as a unction o ti e or three di erent odes
corresponding to the three principal a is o the ianchi uni erse e see that oragi en
co oing aenu erkattheendo in ation the condition is al ays iolated in
the past and that it is iolated rst in increasing order o the asner coe cients co pare
ith gure It can e chec ed that the larger the k is the longer the ti e during hich

the condition is restored  or long a elength odes typically o order /kyet
the regi e is ne er esta lished

igure  co pares the e act nu erical solution and the appro i ation or
a ode k= ky igure is si ilar to gure ut or the tensor odes Indeed e

reach the sa e conclusions
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Figure 12. Evolution of ,/H? (left: A = +, middle: A = x) and /H? for three
modes, each of which is aligned with one of three orthogonal arbitrary directions
(represented by three different colours). We have considered a generic Bianchi
spacetime with @ = 7/4. Note that these functions depend only on the direction
of the wavenumber and not on its modulus.

.. . Couplings. he third di erence arises ro the coupling et een scalar and tensor
odes
As e de onstrated in our pre ious analysis see section deep in the su
u leregi e thatis henk/SH islarge enough the three degrees o reedo decouple
and eha e as a collection o three independent har onic oscillators
o e er on larger scales the couplings are a prior: non negligi le e thus need to
e aluate ith care the scales or hich this is a good appro i ation
igure  sho s that hile the unctions , hich couple gra ity a es and scalar
odes can e neglected on s all scales this is certainly not the case or the coupling
et een the t o gra ity a e polari ations  his coupling cannot e neglected e en at
early ti e or odes hich are not su u le enough ypically the odes or hich
this coupling cannot e neglected correspond to odes or hich the regi e cannot
e reached
et us co pare this situation ith the case o  ulti eld in ation he equations o
e olution or the arious scalar eld pertur ations are also usually coupled see e g
or a recent re ie o e er generally it is possi le to e tract independent elds
at least in the su  u le regi e so that one can introduce a set o independent
stochastic elds o our no ledge the situation here this is not possi le has not een
addressed
he situation is analogous or us and the long a elength odes ill e particularly
di cult to deal ith ecause they can ne er e considered as independent

4.3. Prescription for setting the initial conditions

.. . Prescription for Bianchi I spacetimes. It ispart o the natureo quantu  uctuations
that they do not ha e initial conditions in the sense that they are continuously e cited
As soon as a  ode can oscillate it ill e sourced y these quantu  uctuations i en
the discussion o the preceding section e ill thus set the initial conditions at the ti e

here a  ode is the deepest in the regi e histi e t; k say depends e plicitly
on the ode hichisnotapro le since all the odes are independent ro each other
In practice ehae edt; k y ini iingw,

As esa odes ith k < k. ne er enter a regi e 1 enthe actthat odes
up to appro i ately ky ha e een e cited and ha e at least as a good appro i ation a
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Figure 13. Validity of the WKB approximation at the time we set the initial
conditions. Left: we set the initial conditions at ¢;(k) and right: at 7.. The
quantity |QWKE /02| is shown for three orthogonal modes and we have considered
a generic Bianchi spacetime with o = /4.
scale in ariant po er spectru e ha e to assu e that ke S kg hen ro  gures
and e deduce that the is reached or all odes ith & > k. Indeed this

a ounts to a ne tuning on the shear such that only the largest o ser a le odes today
ere a ected y the ianchi phase

o chec thero ustness o this procedure eha e aried theti et; k In particular

e ha e also assu ed as a test thatt; k =7, orall odes It can e sho n that this

does not a ect the predictions or the odes ith k2> ke hilelong a elength odes

are orea ected hisissi ply due to the act that the duration o their phase is

s aller see gure Also note that the procedure is ore ro ust or the t o directions
hich are not ouncing

or these odes and as can e seen ro  gure it is also a good appro i ation

to neglect the coupling ter s in equations and e e phasi e that this

hypothesis rea s do n appro i ately at the sa e ti e hen the appro i ation

also rea sdo n
here ore e ill assu e that the three odes are independent at the ti e hen
they are e cited y the quantu  uctuations
echnically e thus start our co putation y setting
e—ifw dn e—ifw dn

———e, k, and =———¢\ k,
\/ wy, kT ke v wy kT A

up to an ar itrary relati e phase hich can e a sor ed in the de nition o the unit
rando  aria les and here the three rando  aria les satis y

(e ke K)y=0 60 k-¥ .

Vg =

Freedom in a time redefinition. As  entioned in the dyna ical syste o
equation orthe wu hano asa i aria lesad itsti erepara etri ations that conser e

the canonicity o the syste in the sense that i v 1 is a canonical aria le that satis es
d%v ) do* Lduo
wiv = and v— — V" — =1,

a2 dn d
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Figure 14. Validity of the WKB approximation for tensor modes. We show the
quantity \Q}\VKB /w?\| for A = + (left panel) and A = x (right panel) for three
orthogonal modes. We compare setting the initial conditions at ¢;(k) (top) and
at 7, (bottom). We have considered a generic Bianchi spacetime with o = 7/4.
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Figure 15. Statistical independence at .. /k? (left) and /k? (right) as a
function of k at t = 7.

then there is a unction f and a ti e 7 de ned as

fo?dr=dn,
through hich e can de ne ane aria le u = fuv that satis es
d%u 9 du* du
T2 W= and g —u g =t
I orea ple visa aria le or hich the condition does not hold e ight
onder hether e ists a unction f that ould lead to a di erent conclusion concerning
the alidity o the condition or the aria le u
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Figure 16. Evolution of log[f (k)] (left) and log[f(k)] for the two polarizations
(right) as a function of log[k/kyes] for ¢o = 16.3M,,. The FL case is given by
a dashed line. We also depict (in the inner-right figure) the relative difference
between the two polarizations, which shows that on small scales we recover that
P, = P, as expected when isotropy is restored. On the upper line the initial
conditions were fixed at ¢;(k) whereas in the bottom line they were fixed at 7... We
see that for log(k/kyef) 2 0.8 the spectra are identical. For smaller wavenumbers,
the WKB regime is too short to unambiguously fix the initial conditions.

In the present case the trans or ation equation ould lead to the sa e

equations o otion satis ed y the ne canonical aria les

v = fo, Pt = flis, px = frix,
here the ne pulsations are de ned according to
2 _ W a*f s _ W3 a*f
wUZT—?F wAZT—?W,
and the coupling unctions eco e
— A _
S T
or the sa e o si plicity let us drop , and in the ollo ing discussion It has
een sho n in that i w, and w) satisy the condition then f is required to
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satis y the condition

dr
- f <L w,,wy, ithn= ...,
fldnge
in order or the ne equations to also satis y the condition  nder such conditions
it ould lead to the sa e quanti ation procedure  ote that the condition or n = is
required  hen e ta e |[QWVEB/w? < or the correct condition rather than ust

Wjw? < asassu ed in
In our case the pulsations w, and wj scaleli e SH hent — orli e /pinconor al

ti e et us choose the integration constant Wy o equation such that the initial
singularity corresponds to n = 0o i w =~ C/n then the associated unction Qwkp
cha es as
Qwkp _
W oY

et us consider no ati e rede nition associated ith a unction f n =n*  hen the
condition in ol es

Qwks _ (4 3) ’

w2 02 AA

e conclude that it is possi le or the condition to e ul lled ith ane ti e
coordinate y choosing A= — / pro ided |C|# /
n ortunately using the e pansion and the asy ptotic eha iours o tained in
equations e deduce that  hen the leading ter o w?is 27/z, then w? — —H?
hich i plies that or this pulsation |C|= /
hus it is ne er possi le to construct a ti e rede nition hich ould ena le the
condition to e satis ed or w, he only e ception arises hen the leading ter
o w?is k* his happens or a = 7/ since in this particular case k ~ t2/3 ~ ! and
e reco er the conclusions reached in
As a conclusion though e ight nai ely thin that rede ning ti e could lead to

equations satis ying the conditions or the ne canonical aria les itisi possi le
ho e er to uild such a change o ti e coordinates  he choice o canonical aria les is
thus unique up to the repara etri ation satis ying the conditions hich  ould not

change our predictions

4.4. Discussion

et us discuss our procedure to set the initial conditions

irst or odess aller than k. the regi e as ne er reached e ha e no
natural prescription to deter ine their a plitude A solution that e do not in estigate
in this paper ould e to the  y assu ing that they ini i e their energy as
proposed in in the study o so e trans Planc ian odels in  hich the regi e

is iolated

n the other hand and pro a ly in a ore conser ati e ay one could ust assu e
their initial alue to e co pletely rando and introduce a ree unction to descri e the
initial conditions on large scales uch a unction ould then need to e easured ro
or e a ple large angular scale properties o the or predicted y so e processes
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that arise at the Planc or string scale and that indeed cannot e accounted or in our
description
In the or er case e lose the predicti e po er on large scales that actually ay
ust e eyond the actual si e o theo ser a leuni erse It aysee that eare ac to
the historical pre in ationary ti es here the or o the initial po er spectru o the
arrison  el’do ich type had to e postulated in order to reproduce the o ser ations o
the large scale structures  hisis so eho a ery standard approach in physics in  hich
one learns a out the initial conditions o a syste vy o ser ing its e olution
In ationary theories allo ed us to actually predict this spectru hich a es the
ery predicti e e reali e ith this study that these in ationary predictions are ery
sensiti e to the e istence o a classical initial shear o reco er such a predicti e po er
e ha e to hope that a theory handling the dyna ics o the uni erse on this scale

or allo ing us to generate the shear ill also pro ide a etter understanding o the
initial conditions
Indeed one ay onder hether the ar itrary pre era conditions can e
a pli ed and co pete in a plitude ith the ones o quantu origin seeded during the
regi e
o esti ate this note that at early ti e apart ro the particular case a = 7/
2 " 2 . 1" “3 .
w; echa es as —27/z; and w}y eha es as —24/zy  he e pansion then leads to the
conclusion that at early ti es
Wi H?
hereas at late ti es e deduce ro our pre ious analysis that
Wi — H
hus the solutions o equation has an oscillatory eha iour until the ti e hen
w, = and the ar itrary initial conditions are not a pli ed or the tensor odes the

situation is di erent ecause orso econ gurationso k ecanha ew? ~ —H? at early

ti e and this leads to an e ponential gro th o e er since |wy| <C/n thC =0
this e ponential gro th is typically at ost o order

(5-1)
ep xn| ~e.

It ollo sthat the ar itrary initial conditions either are not a pli ed or do actually gro
ut in the latter case they are a pli ed y no ore than a actor o the order o unity
e thus e pect the transitional tachyonic eha iour and our ignorance o the initial state

o the pertur ations e ore the regi e not to signi cantly alter the alidity o our
prescription or the initial conditions o quantu origin set during the regi e
ro a practical point o ie e can esti ate the e ect o the coupling unctions

and y changing their a plitude y hand e ha e chec ed that they hardly a ect the
predictions that are presented in the ollo ing section In particular that teaches us that
the ain directional dependence o the po er spectra is induced —ainly y the directional
dependence o the co o ing a enu ers see gure e ha e also chec ed that  hen
k/kyer increases our prediction is si ilar to the one o tained in standard in ation

In conclusion e can trust our prescription or odes larger than k. and e ha e
to assu e so eho as an o ser ational input that k.t < ko his sets a tuning on
the pri ordial shear that e cannot e plain ith the odel at hand In this regi e
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e ha e chec ed that it is a ro ust prescription that is not a ected y the un no n
pree isting pertur ations that are co pletely ar itrary and that es the properties o
the long a elength odes

5. Primordial spectra: numerical examples and predictions

5.1. Definition of the spectra

o set the initial conditions as pre iously detailed e need to rst sol e nu erically the
syste and ecause o the couplings each o the three aria les v and gy

ill ha e co ponents along the three independent stochastic directions e eni they ere
initially independent  or instance

vwen =v, kne, k viknerk wvoknegk
and

M =iw kne, k maknenk ooy kneak
and e deduce ro the properties o the rando  aria les that

(v n)= (oo kn P oy kn P Joxc ko P)d® k-K .

he po er spectru o the cur ature pertur ation at the end o in ation once the shear
has decayed a ay is thus

2
T
Prk = FPR k = Z—% (|vv k,n |2 vy ko |2 [ve k,m \2)

It can echec ed ase pected that orsuper u le odes Risconser ed once the shear
is negligi le e thus per or our nu erical integration in a ti e inter al long enough so
that the uni erse has een isotropi ed and all the o ser a le odes ha e eco e super
u le
he po er spectra o the gra ity a es are de ned analogously y

2
Vs
Py k = FP’\ k =|me k[Pl kn P maoy ko |

At the eginning o the radiation era the ac ground spaceti e can e descri ed
y a ried ann e atre solution and the pri ordial anisotropy is no encoded on
the statistical properties o the pertur ations on large scales It is thus con enient to
deco pose the po er spectra on spherical har onics according to

=00 m=+{
Prk =f k [ DD vom k Y k
{=1 m=—{
and
{=00 m=+{
Pyk =fik { SN vk Yim k
(=1 m=—{
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he three unctions f k and f\ k represent the po er spectra a eraged o er the spatial

directions
" d%k
f k= / P k —.
T

he three series 7y, k and 7}, k characteri e the de iation ro statistical isotropy
Indeed e e pect the anisotropy to e negligi le on's all scales that is

Tom kb — hen k> kief,
and that
Tom kb — hen > |

thesa e eingtrue or r), k Additionally ecause o thesy  etries o the spectru
the only non anishing coe cients are o tained or e en ¢ and e en m It can also e
chec ed that these coe cients are real and that their alues do not depend on the sign o
m  hus e conclude that there are only ¢/ independent real coe cients

Tem R, (=0, m= m, m = ...0.
he gra ity a es and cur ature pertur ation are also correlated so that

(U pe m ) = (|Uv//f>\v| [xan] ‘U(k)\)l‘«/\(17,\)|) 5 k—XK .

5.2. Predictions

o illustrate the signatures o a ianchi I in ationary era e consider a ianchi spaceti e

ith o =7/ e  the initial alue ¢o/M, = . +/ m=~ . orthein aton eld

his i plies that the nu er o e olds o the accelerating phase is N ¢; ~ e also
set the re erence a enu  er to ks =~ m o~ x M his corresponds to the
de nition e aluated ith the appro i ate cos ological constant solution
and ith the e pression or assessing 7

e sol e nu erically the dyna ics o the ac ground and the e olution o the

pertur ations as detailed in appendi A in order to co pute the spectra de ned in
section In order to understand their eha iour e present

igure the e olution o the unctions f k and fy, £ asa unctiono k or odes
ranging 1o kyet tO kit his sho s the e olution o the isotropic part  hich
do inates the s all scales

e conclude that the cur ature pertur ation po er spectru has a spectral inde

ng— ~ — . or this odel 0 < € and the odes depicted eco esuper u le
hen € is al ost constant and ¢ ~ . see gure he e pected spectral inde
in standard isotropic in ation is thus o order ng — = 0 — €~ — . in ull

agree ent ith our nu erical co putation

or tensor odes e clearly see that P, and Py di er on large scales and con erge to
the spectru  predicted y standard in ation on s all scales In particular it can e
chec ed that np = — e~ — . in ull agree ent ith our nu erical co putation

igure a oll eide pro ection o Pg k or di erent a enu ers and or the
scalar odes  his pro ides a isual intuition o the isotropi ation on s all scales
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Figure 17. Mollweide projection of the ratio between Pg (k) and its value in the
FL case, expressed as a percentage, for loglk/kef] = 1/2,1,3/2,2 from left to
right and top to bottom.

igure Tem k and 77, k as a unction o k or the lo est ultipoles ¢ = It
quanti es the isotropi ation on s all scales as as o ser ed in the pre ious gure

uch predictions can e generated or any ianchi [ spaceti e and up to an ar itrary
ultipole In appendi e pro ide another e a ple na ely o the particular case
o =7/ considered in

6. Conclusion

In this paper e ha e or ed out the predictions o an anisotropic in ationary era or a
generic ianchi I spaceti e e ha e discussed the isotropi ation oth at the ac ground
le el and at the linear order in pertur ation theory oth or scalar odes and gra ity
a es
enerically these spaceti es al ays en oy a ouncing direction apart ro  the

particular case a = m/ considered in ote that the predictions or this case
are in act singular a ong the predictions since they do not con erge uni or ly hen
a— 7/
ince at early ti e the odes are not in a regi e e had to e tend the
standard procedure to the initial conditions see section e sho ed that the
odes larger than k. al ays enter a regi e eore they eco e super u le
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Figure 18. Evolution of 74, (k) (left) and 77}, (k) (right) as a function of log[k /kye]
for the lowest £ = 2. m = 0 and 2 are, respectively, in red and green on the left.
On the right m = 0 and 2 are, respectively, in continuous and dashed line, the
red being the + polarization and the blue the x polarization.

during in ation As e discussed our procedure reproduces the standard one on s all
scales
In the particular case here e tune the initial shear so that these initial conditions

can e set una iguously hile still ha ing an i print o the anisotropy e
presented the i print o the pri ordial anisotropy in the po er spectra o the gra ity
a es and cur ature pertur ation at the end o in ation oe a ples erestudied ut

e can pro ide predictions or any ianchi [ uni erse ote that these predictions ere
dra n y assu ing that the slo roll attractors ere reached e ore the ti e the odes
o o ser ational rele ance had e ited the hori on In the case o in ation ith a s all
nu ero e olds eorethatti e it is not clear that this is a realistic hypothesis I so
one ould ha e to a e the predictions in ter s o tra ectories that is predictions that

ill depend on the initial conditions o the scalar eld  his is not speci ¢ to ianchi
uni erses ut to all odels in  hich the in ationary period is short

oncerning the initial conditions t o pro le s arise see the discussion in
section irst there e ists an early shear do inated phase here the
appro i ationis iolated his or ids us to set the initial conditions as in a ried ann

e atreuni erse As esho ed thesu u le odes at the onset o the accelerating
phase can e quanti ed ecause quantu uctuations act at all ti es and can al ays
source oscillatory solutions  hen they e ist  n the other hand there al ays e ist non
oscillating odes  hese odes are e pected not to e wuch s aller than the u le
radius today since there is no tri iali print o the anisotropy on the hisi plies
that there e ists a cuto scale a o e hich e cannot predict the spectra ro st
principles at least in the theoretical set up e are considering  onsequently e conclude
that a o ethisscale ecanonly easurethe po er spectra or postulate their unctional
or as as actually done to set the initial conditions e ore the in ention o in ation

e ha esho nthat e eni un no n pre initial conditions can gro  this gro th
is at  ost o the order o unity  here ore e can saely assu e that the pertur ations
at the end o in ation re ect only those odes that ha e een seeded during the
regi e
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econd or these odes one cannot assu e that they are independent It i plies
that e ha e to consider three interacting elds hich also co plicates the quanti ation
procedure  uch an issue as addressed pertur ati ely in the interaction picture in the
case o a sel interacting eld in order to esti ate the non aussianity ut no general
or alis has een designed hen no interaction ree regi e can ee hi ited
In our analysis e ha eassu ed the alidity o general relati ity up to the singularity
Indeed e do not ta e this odel or ore than hat it actually is eg e cannot
e trapolate it eyond the Planc or the string scale  here  ore degrees o reedo
ha e to e included and can change the dyna ics  his could introduce an early chaotic
phase since ianchi I odels coupled to p or  elds ha e ne er ending oscillatory
eha iour e hi ited y generic string theory E a ples o an early dyna ics ha e also
een gi en in ter s o al a ond a ion elds non co  utati e geo etry
and recently loop quantu  gra ity Any o these de elop ents ay gi e a description
o oth the early phase and a procedure to  the initial conditions
o ing ac toin ation our study de onstrates to hat e tent its predictions are
sensiti e to initial classical large scale anisotropies and that in the presence o a non
anishing shear it is i possi le to de ne a unch Da ies acuu in the standard ay
see also or a discussion o this issue in the standard picture and the ar itrariness o
the choice o the initial state and its in uence o the prediction o in ation Indeed i e
tune the initial conditions such that the nu  er o e olds is large none o the pro le s
e address here ill a ect the o ser a le odes si ply ecause only odes such that
k/kwt > areo ser a le and e ha e sho n that in this li it e reco er the standard
in ationary predictions I this is the case one ould ha e no o ser ational i print o
the pri ordial shear ut our analysis and conclusions ay e o so e rele ance or
in ationary odel uilding in the ra e or o string theory i the eeling that no large
eld odel and thusnolargenu ero e olds can e constructed persists an issue ar
eyond the scope o this paper
ur analysis also sho s thei portance and peculiarity o the ried ann e atre
ac ground in our theoretical predictions and on the quanti ation procedure and it gi es
as ell an e plicit construction o the di culties encountered hen these sy  etries do
not e ist e sho ed that i thenu er o e olds is large the in ationary predictions
con erge to ard the isotropic predictions hence de onstrating that they are ro ust in
that regi e Inthecaseo as allnu ero e olds they are ery sensiti e to the initial
shear ut also the theoretical construction is less under control
I the indication o the rea do n o statistical isotropy ro the ere to
e con r ed and related to such an early anisotropic phase then a ne coincidence
ill appear in the cos ological odels since one ould need to understand hy the
characteristic scale is o the order o the u le radius today ke ~ ko
ro a ore prag atic attitude the present or allo s us to dra the
signatures o such an anisotropic early phase or any ianchi [ uni erse e stress that
the general or o the initial po er spectra are ore general than those heuristically

considered in the analysis per or ed in and go eyond the one deri ed or
the singular case @ = 7w/ studied in he e istence o a correlation et een
gra ity a es and cur ature pertur ation as ell as the act that the t o gra ity a e
polari ations do not share the sa e spectru ay also lead to speci c¢ signatures to e

in estigated
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Appendix A. Integrating the perturbations

e are interested in oth the e olution o a cos ological ode and the deco position
o the shear according to this ode until it reaches the ried ann stage he co ector
0 co ponents k; is constant y de nition see the discussion elo equation ut
in the ianchi regi e the ector k' = ~9k; is not constant since v;; and thus 47 is
ti e dependent hisis hy e used these co ectorstola ela ode
nce the ac ground equations are sol ed or the unctions 3; t and thus a; t ;5
is co pletely deter ined so that

k2 = K A
— aj t
and the associated nor al ector is
ki = . 3 k' = . . A
kt atkt

A.1. Evolution of the shear components

he deco position o the shear ith respect to k also requires the construction o an
orthonor al ase {e; t ,ey ¢t ,k ¢ } that shall satis y

et cext =e t eyt A
here the scalar product is eant in ter s o the spatial etric 7;;
In principle it is only necessary to deter ine this asis at a gi en initial ti e ¢,

say in order to e tract the initial alue o the shear co ponents through equations
and

tinit = 0,0 1,0 2,07 ,07+ . A
hen todeter inethe alueo atanyti e e usethat equation i plies see
or details
’ _ 2
o Ho = — E 0, A
a
' Ho o=3 - M) A
0 a 0 a =350 a0 0 »0T ab?
bA
o Hop = E Mo ao o, A
a,b
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here the atri M2, is de ned y
M), = s?jeiei, A

hich is ani estly sy  etric in ab It is e plicitly gi en y

() A ) A

ne interesting aspect o the syste A A is that it does not depend e plicitly on
ki nce this syste has een sol ed e can deduce easily the unctions w,,wy, ,
that enter the equations o e olution o the pertur ati e odes
In practice ho e er in the regi e here 0 < H s all nu erical oscillations
in the co ponents o the shear are con erted into huge nu erical insta ilities in the
syste A A In order to a oid these nu erical insta ilities e turn to another
ethod hich eno descri e

A.2. Systematic construction

his  ethod relies on the act that the solutions o the syste A A are in a
general sense gi en y

g = O'ijklk], 0 a = O'z‘]‘kleja, agp = 0'7;]‘5?7 A

as a unctiono ti e
Instead o sol ing A A ater ha ing e tracted the co ponents o the shear at
a edinitial ti e e can deter ine the dyna ics o the shear co ponents through the
dyna ics o the asis ectors the polari ation tensor and the shear  nce the ] t are
deter ined nu erically the shear is no n
In order to deter ine the ase ectors {e; t,ext} e rst start ro a triad
{e. t ,e, t ,e t} aligned ith the zyz proper a is hen e introduce three Euler
angles to rotate this triad to any gi en direction
et us recall ho to deal ith rotations in spaces endo ed ith a general non
orthonor al  etric Any rotation atri a out a unit ector n can e constructed vy
eans o in nitesi al rotations o the or
0 . 0
RON = mg= Pl
here §/N isso ein nitesi al angle he J; are the generators o the group o rotations
In particular i e ant tospeciy arotation a out the z a is then the unit ector aligned
ith this a is has co ponents

ni:(7 7eﬂ3)
and e ha e
o\ Y
R 0 :J&im( e’ﬂSJN> =eplle®J].

It can e sho n that in order to conser e the scalar product the generators ust satisy
Ji ij = —€rij  here €y, is totally antisy ~ etricnor ali ed such that €93 = (/det 7;; =

A rotation atri around the z a is then requires us to use J ij = v % J 4; hich
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is e plicitly gi en y

e 261
J L= e . A
J
onsequently ta ing into account the constraint ie ,B;= anyrotation a out
the z a is can e ritten as
v cos 0 —elP2=F)gin ¢
R 0 °' = coPr=Pging cos 0 . A

J

i ilarly or arotation a out the y a is e use the generator

o201
Jy ij = A
e 283
to get
‘ cos 0 eBs=P) gin
R, 0 'j = . A
—elP1=83) gin @ cos 0

E plicitly the co ponents o the triad ro hich e start are
—B1
e

[ e, = o e ' . A
e B3

M1l
<

he three Euler angles «, /3,y are then used to rotate this triad according to
respecti ely the z y and z a is E plicitly the triad a ter rotation is gi en y

e "=R A/iny [J’le alp e, P,
e =R “/inyﬁle ozlpey‘ﬂ, A
w'=R v R,B'R a' e ?,

hich deter ines the orthonor al asis {ej, ez, u;}  his prescription is still inco plete

since our pro le also requires the co ector u; to e equal to the co ector k during the
hole e olution o the syste 1ie

ince k; should not depend on ti e e need to deter ine the Euler angles as a
unction o ti e such that oranyt oti estandt ehae upt ;=f 61 u,t ;
his condition is satis ed pro ided

tany =tan vy e p fi—f A
tan B =ep| fs— b — L tan By |, A
cos 7y
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here vy and 3y are the angles hich gi e the nal direction that e consider hen the
shear has anished
Additionally our pro le also requires the condition

;17 i1/
[621] eli:[elq €24
as a prescription or the choice polari ation asis to e continuous It is ul lled i
o = —cos B3 +. A

his equation can e integrated ith the help o equations A and A
onsequently pro ided e mno B,y descri ing the nal orientation o a ode e
can deter ine «at,yt, Bt hich ill select the triad adapted to the ode at any
time

In conclusion the set o equations A A gi es a co plete description o
the ti ee ol ing triad necessary to e tract the co ponents o the shear according to
equation A at any ti e  hisis the procedure e ha ei ple ented in our nu erical

calculations and is ro ust to nu erical errors

Appendix B. Slow-roll expressions

e gi e here or the sa e o co pleteness the e plicit e pressions or z§/zs 24/z,
and in ter so theslo roll para eters etting
o or

wE_H’ ZJA:\/—H«,
eha e
" 2
ZS—HZ{ e|: - e— 5:|
Zs — €
22— — 0 € 0— € t —e?
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Appendix C. Particular case «  7/2

As e stressed the case « =7/ is particular in the sense that this is the only ianchi I
odel hich does not ha e any ouncing direction

ince this odel en oys a planar sy  etry con eniently chosen here to e in the

xy plane the co ponent o o the shear anishes or any choice o the Euler angles

pro ided that a = hich corresponds to the sy  etry around the z a is  hisi plies
that « o< oy also anishes at all ti es  he unction eha es as 0,04 and or the
r
0.10F 1
005 .
Ny [
0.00 - b
(I.{Z
-00sf 1
~0.10} ]
7\ L L L L L L
-3.0 -25 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0
Log [mt]

Figure C.1. Evolution of /#H? for the three orthogonal modes aligned with the
x,y and z axis (represented by three different colours). We have considered here
a generic Bianchi spacetime with o = /2.

207

10,/

05

0.0 F——
Z0012

0.000

-0.010  -0.008 -0.006
n

-0.004

-0.002

Figure C.2. Evolution of |QVKB/w?| for three different modes, each of them
aligned with one of the three orthogonal directions and with the same modulus
10kt at the end of inflation. We have considered a generic Bianchi spacetime
with o = /2.
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20— ; ; ; e 20— ; ; e
1.5F b 1.5 b
o U
3 1o} {1 3 1o} 1
3 %
S S
osf ] osf ]
0.0 f= : : : f 4 0.0 f= : : : f E
~0012  -0010 -0008 -0006 -0004 —0002 0000 ~0012 0010 -0008 -0006 -0004 —0002 0000
n n

Figure C.3. Evolution of |QVXB/w}| for X = + (left) and A = x (right) for
various modes with the same modulus 10k, at the end of inflation. We have
considered a generic Bianchi spacetime with a = /2.

a=n/2 a=n/2
-473F ! ! ! T T T B —-6.550 T T T T T T ™
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Figure C.4. Evolution of f (k) (left) and fy(k) (right) as a function of log[k /kyet].
The FL case is shown as a dashed line.

sa e reason also anishes In conclusion hen and only hen a=n/ ehae

X 7 -

his is the reason hy it as possi le to construct a si pli ed” pertur ation theory

in in splitting into degrees o reedo ro the start o the analysis As esa
this is not generic
igure no sho s that
+

ﬁ %
at early ti e hich i plies that the odes erein act decoupled igures and
consider the alidity o the condition In particular one can sho that on su

u le scales

2k Ak

== 2=

Zs a? EN a?
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a=n/2 a=n/2

Figure C.5. Mollweide projection of the ration between Pr (k) and its value in
the FL case, expressed in percentages, for log[k/kyf] = 1/2,3/4,1,3/2 from left
to right, top to bottom. The x axis has been chosen as the vertical axis.

a=n/2 a=n/2
0.04 T T T T T T T T 0.02 T T T T T T T T
0.02 - 0.01
& 000 5 000f
-0.02 -0.01
o004 . . . . . . . . _002 | . . . . . . .
06 08 1.0 12 14 1.6 1.8 2.0 06 08 1.0 12 14 L6 18 20
Loglk/krr] Loglk/krr]

Figure C.6. Evolution of 74, (k) (left) and r), (k) (right) as a function of
log[k/kyet] for the lowest multipoles (¢ = 2). The x axis has been used to perform
the spherical harmonics decomposition. As a result of symmetries, only the
coefficients with m = 0 do not vanish. On the right the red is the + polarization
and the blue is the x polarization.

e ha e chec ed that there e ists only one ti e rede nition hich leads to adia atic
canonical aria les and that agree ith all the conclusions in
ollo ing our quanti ation procedure e co pute the predictions or the po er
spectra  gures ote that the planar sy  etry is o ious on the oll eide
pro ection  hich shall e co pared to the generic case presented in gure his
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illustrates ho a detection o anisotropy ay per it us to reconstruct the particular

ianchi [ structure i any during in ation

In this particular case there al ays e ists a regi e e can thus de ne our
initial conditions in the standard ay ollo ing the procedure descri ed in this paper
e can co pute the po er spectra o this solution e present here the sa e gures as

in section
References

[1] Linde A D, 1 0 Particle Physics and Inflationary Cosmology (Chur Har ood)

Mu hanov S, 2005 Physical Foundations of Cosmology (Cambridge Cambridge University Press)

[2] Peter P and U an J-P, 2005 Cosmologie Primordiale (Paris Belin)

Bernardeau F, 2007 Cosmologie, des Fondement Théoriques aux Observations (Paris CNRS Editions)

Linde A, 2007 Preprint 0705.0164 [hep-th]

Mu hanov  and Chibisov ,1 1 JETP Lett. 33 532

Ha ingSW,1 2 Phys. Lett. B1152 5 [SP RES]

Mu hanov  F, Feldman F A and Brandenberger R H, 1 2 Phys. Rep. 215 203 [SP RES]|

Linde A D, 1 5 Phys. Lett. B 158 375 [SP RES]

arcfa-Bellido J and Wands D, 1 6 Phys. Rev. D 53 5437 [SP RES]

Mu hanov  F and Steinhardt P J, 1 Phys. Lett. B 422 52 [SP RES]

Langlois D, 1 Phys. Rev. D 59 123512 [SP RES]

[7]  omatsu E et al, 2006 Phys. Rep. 402 103 [SP RES] [astro-ph 04063 ]

Linde A and Mu hanov ,1 7 Phys. Rev. D 56 535 [SP RES] [astro-ph 61021 ]

Bernardeau F and U an J-P, 2002 Phys. Rev. D 66 103506 [SP RES] [hep-ph 02072 5]

Bernardeau F and U an J-P, 2003 Phys. Rev. D 67 121301(R) [SP RES] [astro-ph 020 330]

Osano B et al, 2007 J. Cosmol. Astropart. Phys. JCAP04(2007)003 [SP RES] [gr-qc 061210 ]

Maldacena J, 2005 J. High Energy Phys. JHEP03(2005)013 [SP RES] [astro-ph 0210603]

Bernardeau F, ofman L and U an J-P, 2004 Phys. Rev. D 70 0 3004 [SP RES] [astro-ph 0403315]

Olive ,1 0 Phys. Rep. 190 307 [SP RES]

[10] Collins C B and Ha ing S W, 1 73 Astrophys. J. 180 317 [SP RES]

Barro JD,1 2 Q. J. R. Astron. Soc. 23 344
Wald R M, 1 3 Phys. Rev. D 28 211  [SP RES]
Steigman  and Turner M, 1 3 Phys. Lett. B 128 2 5 [SP RES]

ron O, 1 5 Phys. Rev. D 32 2522 [SP RES]
Rothman T and Madsen M S, 1 5 Phys. Lett. B 159 256 [SP RES]
Rothman T and Ellis  F R, 1 6 Phys. Lett. B180 1 [SP RES]
Jensen L and Stein-Schabes J A, 1 6 Phys. Rev. D 34 31 [SP RES]
Jensen L and Stein-Schabes J A, 1 7 Phys. Rev. D 35 1146 [SP RES]
Patcher T, 1 7 Eur. Phys. Lett. 4 1211
Moss and Sahni , 1 6 Phys. Lett. B 178 15 [SP RES]
Burd A B and Barro J D, 1 Nucl. Phys. B 308 2 [SP RES]
Raychaudhuri A and Moda B, 1 Class. Quantum Grav. 5 225 [SP RES]
Byland S and Scialom D, 1~ Phys. Rev. D 57 6065 [SP RES]
Aguirregabiria J and Chamorro A, 2000 Phys. Rev. D 62 0 402 [SP RES]
Buniy R, Berera A and ephart T "W, 2005 Preprint hep-th 0511115
Barro J D and Hervi S, 2006 Class. Quantum Grav. 23 3053 [SP RES]

[11] Maartens R, Sahni  and Saini T D, 2001 Phys. Rev. D 63 06350 [SP RES] [gr-qc 0011105]
Santos M, erni iF and Ferreira P, 2001 Phys. Rev. D 64 063506 [SP RES] [hep-ph 0103112]
Paul B C, 2001 Phys. Rev. D 64 124001 [SP RES] [gr-qc 0107005]

Aguirregabiria J, Chimento L P and La o R, 2004 Class. Quantum Grav. 21 23 [SP RES]
[gr-qc 03030 6]

[12] Ellis F R et al, 2002 Gen. Rel. Grav. 34 1445 [SP RES] [gr-qc 010 023]

U an J-P, irchner U and Ellis F R, 2003 Mon. Not. R. Astron. Soc. 344 L65 [astro-ph 03025 7]

[13] Mu hanov F,1 5 Pis. Zh. Eksp. Teor. Fiz. 41 402
Mu hanov  F, 1 5 JETP Lett. 41 4 3 (translation)

Sasa i M, 1 6 Prog. Theor. Phys. 76 1036 [SP RES]

[14] McAllister L and Silverstein E, 2007 Preprint 0710.2 51

=

==

Journal of Cosmology and Astroparticle Physics 04 (2008) 004 (stacks.iop.org/JCAP/2008/i=04/a=004)

46

26]
(27]

Predictions from an anisotropic inflationary era

Bauman D and McAllister L, 2006 Preprint hep-th 06102 5
Bond J R et al, 2007 Phys. Rev. D 75 123511 [SP RES]| [hep-th 06121 7]
Tomita and Den M, 1 6 Phys. Rev. D 34 3570 [SP RES]
Dunsby P, 1 3 Phys. Rev. D 48 3562 [SP RES]
Pitrou C and U an J-P, 2007 Phys. Rev. D 75 0 7302 [SP RES] [gr-qc 0701121]
Noh H and H ang J-C, 1 5 Phys. Rev. D 521 70 [SP RES]
Abbott R B, Bednar B and Ellis D, 1 6 Phys. Rev. D 33 2147 [SP RES]
eldovich B and Starobins y A A, 1 72 Sov. Phys. JETP 34 115 [SP RES]
Berger B J, 1 75 Phys. Rev. D 12 36  [SP RES]
Suresh P, 2003 Preprint gr-qc 030 0 0
Pereira T S, Pitrou C and U an J-P, 2007 J. Cosmol. Astropart. Phys. JCAPO (2007)006 [SP RES]
[0707.0736]
timrii ¢iioglu A E, Contaldi C R and Peloso M, 2007 J. Cosmol. Astropart. Phys. JCAP11(2007)005
[SP RES] [0707.417 ]
Oliveira-Costa A et al, 2004 Phys. Rev. D 69 063516 [SP RES] [astro-ph 03072 2]
Eri sen H et al, 2004 Astrophys. J. 605 14 [SP RES] [astro-ph 0307507]
Sch art D J et al, 2004 Phys. Rev. Lett. 93 0403353 [SP RES] [astro-ph 0403353]
Land  and Magueijo J, 2005 Phys. Rev. Lett. 95 071301 [SP RES] [astro-ph 0502237]
Prunet S et al, 2005 Phys. Rev. D 71 0 350 [SP RES] [astro-ph 0406364]
Luminet J-P et al, 2003 Nature 425 5 3 [SP RES] [astro-ph 0310253]
Ria uelo A et al, 2004 Phys. Rev. D 69 10351 [SP RES] [astro-ph 0311314]
Ria uelo A et al, 2004 Phys. Rev. D 69 103514 [SP RES] [astro-ph 0212223]
U an J-P et al, 2004 Phys. Rev. D 69 043003 [SP RES] [astro-ph 03035 0]
Lehoucq R, U an J-P and Wee s J, 2003 Kodai Math. J. 26 11 [math.SP 0202072]
ausmann E et al, 2001 Class. Quantum Grav. 18 5155 [SP RES] [gr-qc 010603 ]
Lehoucq R et al, 2002 Class. Quantum Grav. 19 46 3 [SP RES] [gr-qc 020500 ]
Barro J D and odama H, 2001 Class. Quantum Grav. 18 1753 [SP RES] [gr-qc 0012074]
Armendari -Picon C, 2007 Preprint 0705.1167
Béhmer C and Mota D F, 2007 Preprint 0710.2003 [astro-ph]
Dulaney T, resham M and Wise M B, 200 Preprint 0 01.2 51 [astro-ph]
Donoghue E P and Donoghue J F, 2004 Preprint astro-ph 0411237
Donoghue J F, Dutta  and Ross A, 2007 Preprint astro-ph 0703455
Jaffe T R et al, 2005 Astrophys. J. Lett. 629 L1 [astro-ph 0503213]
Jaffe T R et al, 2006 Preprint astro-ph 0606046
Pont en A and Challinor A, 2007 Preprint 0706.2075 [astro-ph]
imri ¢lioglu A E, Contaldi C R and Peloso M, 2006 Preprint astro-ph 060 405
Ac erman L, Caroll S M and Wise M B, 2007 Phys. Rev. D 75 0 3502 [SP RES] [astro-ph 0701357]
Pullen A R and amion o s i M, 2007 Preprint 070 .1144 [astro-ph]
Marteens R, Ellis  F R and Stoeger W R, 1 6 Astron. Astrophys. 309 L7 [SP RES] [astro-ph  501016]
Marteens R, Ellis  F R and Stoeger W R, 1 5 Phys. Rev. D 51 1525 [SP RES] [astro-ph  510126]
Stoeger W R, Araujo M E and ebbie T, 1 7 Astrophys. J. 476 435 [SP RES] [astro-ph  04346]
ogut A, Hinsha and Banday A J, 1 7 Phys. Rev. D 551 01 [SP RES] [astro-ph 7010 0]
Martine - on ale E and San J L, 1 5 Astron. Astrophys. 300 346 [SP RES]
Thorne S, 1 67 Astrophys. J. 148 51 [SP RES]
Ryan M P, 1 75 Homogeneous Relativistic Cosmologies (Princeton, NJ Princeton University Press)
Ellis  F R and MacCallum M A H, 1 6 Commun. Math. Phys. 12 10 [SP RES]
Lidsey J E, 1 2 Class. Quantum Grav. 9 123  [SP RES]
ofman L, results presented in seminars and conferences
Borde A, uth A Hand ilen in A, 2003 Phys. Rev. Lett. 90 151301 [SP RES] [gr-qc¢ 0110012]
Martin J and Sch art D J, 2003 Phys. Rev. D 67 0 3512 [SP RES] [astro-ph 02100 0]
Lidsey J E et al, 1 7 Rev. Mod. Phys. 69 373 [SP RES]
Lyth D and Liddle A, 1 3 Phys. Rep. 231 1 [SP RES]
Sar ar S, 1 6 Rep. Prog. Phys. 59 14 3
‘Wands D, 2007 Preprint astro-ph 07021 7
Byrnes C T and Wands D, 2006 Preprint astro-ph 060567
Lemoine M et al, 2002 Phys. Rev. D 65 023510 [SP RES] [hep-th 010 12 ]
Damour T and Henneaux M, 2000 Phys. Rev. Lett. 85 20 [SP RES] [hep-th 000313 |
Damour T and Henneaux M, 2000 Phys. Lett. B 488 10  [SP RES] [hep-th 0006171]

Journal of Cosmology and Astroparticle Physics 04 (2008) 004 (stacks.iop.org/JCAP/2008/i=04/a=004) 47



Predictions from an anisotropic inflationary era

aloper N, 1 1 Phys. Rev. D 44 23 0 [SP RES]|
Chiou D-W, 2007 Preprint 0710.0416
Di re ia E et al, 2003 Phys. Rev. D 68 105012 [SP RES] [gr-qc 0305050]
Maldacena J, 2005 J. High Energy Phys. JHEP03(2005)013 [SP RES] [astro-ph 0210603]
Brunier T, Bernardeau F and U an J-P, 2005 Phys. Rev. D 71 06352 [SP RES] [hep-th 04121 6]
Bernardeau F, Brunier T and U an J-P, 2004 Phys. Rev. D 69 063520 [SP RES] [astro-ph 0311422
Weinberg S, 2005 Phys. Rev. D 72 043514 [SP RES] [hep-th 0506236]
Weinberg S, 2006 Phys. Rev. D 74 02350 [SP RES] [hep-th 0605244]
Armendari -Picon C, 2006 Preprint astro-ph 06122
Pullen A R and amion o s y M, 2007 Phys. Rev. D 76 10352 [SP RES]
Martin- arcia J, xPerm and xAct http  metric.iem.csic.es Martin- arcia xAct index.html

Journal of Cosmology and Astroparticle Physics 04 (2008) 004 (stacks.iop.org/JCAP/2008/i=04/a=004) 48

250

Modeéle d’inflation anisotrope et signatures observationnelles (article)




252 Modeéle d’inflation anisotrope et signatures observationnelles (article)

posséder un ensemble tres large de modeles anisotropes, ainsi que leurs signatures, dans le but
de les contraindre observationnellement.

Conclusion et perspectives de recherche

Cette these a essentiellement porté sur la théorie des perturbations, dans le but d’étendre
la compréhension que nous avons du modele cosmologique standard.

Mon premier axe de recherche a été I’étude des perturbations au deld de I'ordre linéaire,
en allant des aspects les plus théoriques jusqu’a la résolution des équations dynamiques.
Je me suis intéressé & la dépendance de jauge inhérente a la théorie des perturbations afin
d’obtenir une formulation invariante de jauge, et j'ai tenté de mettre en relation les différents
formalismes utilisés pour traiter les perturbations, dans le but d’obtenir une compréhension la
plus complete possible. La dépendance de jauge et les équations dynamiques des perturbations
ont été considérées jusque dans le cadre tres large de la théorie cinétique, en insistant sur leur
relation avec I'approximation fluide qui permet une résolution approchée aisée. La physique
des collisions reste cependant & explorer en détails au dela de la théorie linéaire et cela fera
l'objet de recherches futures. La précision des mesures attendues de la mission Planck rend
en effet nécessaire la compréhension de toute la physique non-linéaire, de l'inflation jusqu’aux
observations. Quant a la comparaison des formalismes perturbatifs, ceci semble étroitement lié
au probleme de la moyenne en cosmologie, nécessaire pour décrire 'univers aux grandes échelles.
J’espere que les compétences techniques acquises pendant ce travail de theése me permettront
d’engager une réflexion de long terme sur ce probléeme. Dans un premier temps, j’ai ouvert la
voie au calcul informatique des équations de perturbation dans le cadre cosmologique. Si ce
travail est poursuivi, il permettra de recentrer les efforts théoriques sur les aspects fondamentaux
de la théorie des perturbations plutot que sur la lourdeur des calculs intermédiaires.

La seconde partie de mes recherches fut consacrée a I’étude des univers anisotropes, dans le
but de mieux comprendre les implications du principe cosmologique. Afin d’étudier complétement
de tels modeles, il a fallu a la fois travailler sur I'espace de fond et développer la théorie des
perturbations. Je me suis restreint au cas le plus simple qui est celui d’un espace de type Bianchi
I, pour ensuite en tirer les conséquences sur le spectre de puissance des fluctuations primordiales.
11 est techniquement aisé de généraliser la théorie des perturbations invariantes de jauge a tous les
types d’espaces anisotropes, mais la résolution des équations dynamiques nécessite de connaitre
la décomposition en modes pour de tels espaces, et ceci constitue la difficulté principale. Si
les anisotropies a grande échelle du fond diffus cosmologique sont confirmées par les nouvelles
détections, je pense qu’il sera nécessaire de surmonter ces difficultés mathématiques afin de
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A Commutation des dérivées covariantes

Le tenseur de Riemann et les tenseurs associés de la métrique de fond des sections spatiales

7i; est donné par les équations 1.2. Des relations de commutation générales

[Di.Dj] X = @RyiX?
[Di, Dj) Xt = O Roi X +) Rypji X

253
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on déduit ’ensemble des relations utiles suivantes.

[Di, Dj] Xy,

[Di7 D]'] Xi

(A, D] X

[Di, D] X

[A, Dj] Xy,

AAX — D;AD'X
D;ATIX

DypX,

D;ATIXE

= KyiX; — KvjiX;

= 2KX;

= 2KD;X

= 2K X+ KXpj + v X5

= 2KD; Xy +2KDpX; + 2y D' X;

= —2KAX

= (A-2K)'D;X

= [adka — 2 (ah) + ooy, — ™) | DAL

= (A+2K)'Dix’ (3)

B Quantités géométriques

On utilise la métrique perturbée (5.2) dans laquelle on choisit E, B = 0 et E; = 0, ce qui
correspond au choix de la jauge Newtonienne. On rappelle également que les perturbations
vectorielles au premier ordre sont négligées si bien qu’au premier ordre v; = 9;v et B; = 0.
On rappelle que H(n) = a//a et également que les indices latins sont montés et baissés avec
la métrique spatiale de fond 7;;. On aura par exemple X = 7% X;. Toutes les quantités sont
perturbées selon la décomposition (2.17).

B.1 Symboles de Christoffel

Les symboles de Christoffel non nuls sont pour I'espace de fond

Oy =H, Or = Hye, OT); =Hr}. (4)

Au premier ordre on obtient

(l)rgo =
(1)F8j —
(1)1‘60
(I)F?k
(1)1*6]_ —
(Ur;k

@, (5)
D;®, (6)
D', (7
2HEji, + Ejj, — (2H® + U 4+ 2HT) vz, (8)
E'— U, 9)
2D (k[ EY) — W] — D' (Ej, — W) (10)
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g q

ot on a utilisé la notation de symétrisation A;;) = (A + Aj;)/2. Au second ordre on obtient

@rs, = o —409, (11)
@), = D;e@ +#B® — 49 D;®, (12)
@1y, = D'o® + B 4 4B —4EID;® + 4VD', (13)
Ar% = [2H0® — 0@ 4 400 — 21? + SHE (@ + V)| vk

+2HE) — SHOE; + B — DB — 10K}, (14)
@ry;, = B +4"DyBY — v+ aw Elj — AUy} — 4ETEL +4VEY (15)
@ri, = —HyjkB’(2 + 2D(k[E??)2> —w@yi] - DIER) — @) (16)

+4 (E’l ‘1’7’]) {Dy(Ejr — Vi) — Dr(Eyj — Yyi5) — Dj(E — Yym)} -

B.2 Connections affines

Si lon utilise une base de tétrades orthonormées, alors la dérivée covariante est caractérisée
par les connections affines [Wald 841] définies par

Wabe = T/bdcd,,ca'“vuecu = —Wach - (17)
Elles sont reliées au symboles de Christoffel selon
Waden™ =T.e ¢ eb,, + ea"eb,,é)gec". (18)

Dans toute cette section, on se place dans le cas plat avec les tétrades naturellement associées
au systeme de coordonnées cartésien. On effectue un développement perturbatif des connections
en développant les symboles de Christoffel ainsi que les tétrades. Tout d’abord, la propriété
d’antisymétrie implique wopp = wipp = 0 et ce pour tout ordre. Pour la métrique de fond, les
seules composantes non nulles sont

_ _ H
Winj = —Wijo = _Eéij . (19)
On vérifie bien qu’a cet ordre les vecteurs de tétrade commutent puisque

0 = @abe — Weba = ﬂdbédu [éa: éc]y . (20)

Au premier ordre on obtient toujours dans la jauge Newtonienne en négligeant les termes vec-
toriels

1
= ely= Lo
1 1y 1
7(0; = 7w1(]0 = (=Bl + (H® + )5y
m _ o m_2
Wik = Wk = o (O — Vo)

w(()lj) = 0 (21)
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Au second ordre, on obtient pour les composantes utilisées

Wwd = —u® = [ 8,02 1 40,0 + 25,0 — 200, P
2 2 2 2)’ 4
1<Oy> = 70‘)1(]3 = *{6( B]()) E}j) + (HO® + 0@)5; — 315, + 2(Ej; — ¥'6;)®

2B}, — Wy [BY — W]+ 2( B, — W] [ — wet]}.

(22)
On peut voir que les tétrades ne commutent plus sur I’espace perturbé car wabP #w pba
B.3 Tenseur d’Einstein
Au niveau de I'espace de fond les composantes non nulles du tenseur d’Einstein sont
—a?G""Y = 4314 3K, (23)
0 )
G0 = (Mo K. (24)
Au premier ordre on obtient
—a?G"Y = 2AT — GHT — 6H2D + 6K, (25)
GV = 2uD® 42D, (26)
—a2¢"Y = 27-LD-‘I> + 2D,V (27)
(1 i i il il
a2c'V = g'y 102G 4 AL(~® + W) + (2K — A) B + 2HEY + B (28)
ou 1
Al =D'D; — gy"jA, A = D,D", (29)

et ot G = Gl, est la trace de la partie spatiale du tenseur d’Einstein donnée par

GO = 60" 4 (63> + 121') 1) 4 2A (@U) - xp“)) +6He'D 4 121D 6D . (30)
Au second ordre on obtient tout d’abord
a?GY = 200 — 63202 — 61T’ ? + 6K U@ — 2GIC) — a?G02) — 20D, (31)

ou les indices T et S se réferent au type de variables de perturbations du premier ordre (respec-
tivement scalaires et tenseurs) entrant dans les termes quadratiques.

—a’G2 = 6D;UD + 16WAW + 24H>B? + 24H(D — W)U + 607 + UKV (32)
oG = 3D,E}D'E* — 2D,E; DI E™ + AE;AEY
—8HE;EY — B BV — AK BV B (33)

0(2 37
—a®G%%). = —4EVD,D;V. (34)
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Ensuite on obtient

G2 = mDe® +2D,0? — 2H +H? + 2K)BP + GChg + GELy + Gy (35)

, 1
—a*G"® = 21D®® + 2D, W — (K + §A> B® — a2G*Q), — a?G"2) — a2G" 2, (36)

avec
Gk = —8HED® +8D; (V') — 4¥'D;®, (37)
GOy = —2E7Dj(®+ W) +4E/D; ¥, (38)
GY., = 2EM D;Ey +4EMD,E}, — 4EM DB, | (39)
et
—a*G"%) = —16H®D,® +8D; (V') — 49/ D;d — 86D,V , (40)
—a?G"Y), = —2E7D;(®+ V) +4E/ D,V (41)
—a?G’2), 2E" D;Ejy + AE*'D;E} — AEF'D,E}), . (42)

Quant a Gigz), on le décompose en une trace et une partie sans trace selon
i2) 1 ; ~ i(2
G = 57567 + (G (43)

On décompose ensuite ces termes selon

"

(G = —y*Dy, [BJ(,;")’ + 27{35)2’] + 2K - A)E'? 4 opp'® 4 g'®
+ [Aij (_¢(2> + \1,(2))} +a? [(G“)i;ggs n (th)i§2§T n (th)i;leT 7 (44)
a2G? = 60" 4 eH20® 4 2A <q><2> - \1/(2)) + 6D + 12T + 121D — 6K

+a? [GEh+ GG+ 67 (45)

Les termes de couplage sont donnés par
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a?(Gy)' g = %y@ [ — 2DFODL(® — W) — 2DFUD, (3T — B) — STAY — 4(d — \I/)A(I)]
+2D'®D;(® — W) 4+ 2D'WD;(3¥ — @) + 8V D' D, + 4(® — W)D'D;®, (46)
a® (G Vdy = %yg [—4Ek1Dleqf - 4EMD’€D1<1>] +4E,; DF D' + 4E}, D; DF®
—2Dy(® + 3W)DFEY, — AAVE'; — 8VAE'; + 8HY'E'; + 40" B, D (¥ + @)
AV B, — 16KWE", + 4 (E’J + QHEL]) (U — ®) + 2B (V' — &), (47)

i 1,
a2 (Gur) ;2T)T _ g% [ — 6D Epy DY E'™ — 8B AER 4 81y EM

HAEW B 4 4D By D' BV + 4B BV + SKE By |
+2D'EyD;E* — AE* (D, D'Ej), + D\D; E},) + ADy E}D*E'; — 4D, E, D' Ej,
+4EMD'D;Eyy + AEM Dy D E'; + ABY AEY, — SHE', E"
—4BY BY 4B\ BN 8SKE* B, (48)
G2 = —4Dy®D*® — 6DLUDNT — ADFUDLD + 8(T — B)AD — 16UAT — 24H°D%  (49)
—48HPY + A8H (U — )’ + 6(V')% — 120/ W’ — 48H' B2 + 240" (¥ — &) — 8K W2
GR = F16ME,EY +5E,/EY +8E,;EY" — 4E,;AE"
—3D; B D'E* + 2D By D'E™ — SKEVEy; (50)
G2 = EYD,D;(~8d +4V) . (51)

C Perturbations de la matiére

C.1 Vitesse

La vitesse de fond est donnée par

1
WO = =4, (52)
uff)) = 7a62‘ (53)

La perturbation de vitesse v# est définie dans les relations (2.12). Elle ne posseéde que trois
degrés de liberté et nous choisissons les composantes spatiales. Au premier ordre on a par défi-
nition

1

oD = gvi, (54)
- (55)
La composante temporelle est alors reliée aux autres variables de perturbation par
71,((Jl) = —a®, (56)
W00 =l (57)
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Au second ordre on obtient

4 = évi(% (58)
ugz) = a <v§2> + 4Eijvj — 4\I/vi> s (59)

et la composante temporelle vérifie

uW® = % <7<I)(2) + 302 + Ui'Ui) )
u[(]?) = a <—<I>(2) + 32— vivi) . (60)

C.2 Tenseur énergie-impulsion

Au niveau de I'espace de fond les seules composantes non nulles du tenseur énergie impulsion
sont

1Y = o, (61)
Ti(;)) = d*Py;, (62)
709 = —p, (63)
70 = Py (64)
Au premier ordre on obtient
T = a2(2p% + 6p), (65)
7V = —?(p+P) v, (66)
T;j” = @®(2P(Eyj — Uyy5) + 6Pij) - (67)
0 = _sp, (68)
Y = (p+P)ui, (69)
i(1)  _ i
'V = 5Py (70)
Au second ordre on obtient
TP = g2 (5<2>p +2p0? + 405p + 2(p + P)wui) , (71)
P = @2 [ (5+ Py — 5B® — 2(6P + dp)vi — 2(5+ P)(®v; + 2E;07 — 2\1/1;1-,)] (72)
¥ - @ [5<2 Pryij + 2P(ES) — @) + 48P (Eyj — Unyg) +2(p + P)Wj] , (73)
T8(2) = —§@p— 2(5 + P)uj’,
™ = (5+P) (vf) + B ) +2(6P + 8p)vi + 2(p + P)(—Du; + 2E507 — 2W0;)
(2 i — I3 i

Tj( ) = 6(2)P”/1]- +2(p+ P)v'v;. (74)
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D Equations au second ordre dans le cas plat

D.1 Equations de conservation

Nous considérons ici le cas général d’un fluide parfait mais n’ayant pas nécessairement une
parametre d’état constant, c’est & dire tel que ¢ # w. Pour les modes scalaires I’équation de
conservation V,T"” = 0 conduit & I’équation

8+ 3H(c? — w)d + (1 4+ w)(Av — 3¥') = S, (75)

et I’équation d’Euler

(vi + B;) 4+ H(1 — 3¢%) (v; + B;)

(76)
Les termes de source sont donnés par

S. = (1+w) [uw’ — 2B A — 2Hvv (1 — 3¢2) — 4’ — 400D + 60,0 + AE;; B

1+ ) [60w — 20,(50)] 3@)'@52 (77)
o 1+c , 1+c (cg)’ P s _
Sei = 1 Tw 2 (6v;) —2H(1 — 3w ) 5 1 T ﬁoa,é + dv;
+2H(1 = 32)(D + 2V)v; + 10\1/’111- + 400} — 20; (vIv;) + 200}
! .
11”* 50, + ADO® + 4 (Eyjv’) + AHEj17 (1 - 3¢2) . (78)

D.2 Equations d’Einstein dans le cas d’un fluide parfait avec E#w

Dans le cas d’un fluide parfait ayant un parametre d’état variable, ou un mélange de fluide
adiabatique se comportant comme tel, les équations d’Einstein impliquent

1
AT — 3HY — 31D — na25;36 =51, (79)
1 1
U H2D 5A(cp —U) + HY + 2HV + 2H'® — §c§a%p5 =5, (80)
AA(U — ®) = AAS;. (81)
(82)

Les termes de source dans lesquels on néglige les ondes gravitationnelles sont donnés par

S1 = —8UWAY — 39,0V — 30" + 3H2(1 + w)dwd'v — 12H>V? (83)
Sy = %(Hﬁ) +4(HE+2H) T + - a TOT + - \IJA\I/ + SHTY + U

+H2(1 + w)dwd'v, (84)
Sy = —40% — A7 (20,00 + 3H2(1 + w)9vd'v)

+3A72[9;0; (200U + 3H2(1 + w)d'vdiv)] . (85)
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E Conservation de la perturbation de courbure comobile au se-
cond ordre

On peut définir des variables invariantes de jauge associées a la perturbation de courbure W.
On définit soit la perturbation de courbure sur les hypersurfaces de densité d’énergie constante
soit la perturbation de courbure sur des hypersurfaces comobiles avec le fluide cosmologique. Ces
quantités on été définies dans [Malik & Wands 04] mais néanmoins les lois de transformation des
variables de perturbations utilisées dans la construction ne sont prises en compte que dans la
limite super-Hubble comme il est montré dans I’appendice de [Pitrou 07] (voir chapitre 5). On
peut montrer que ces deux types de perturbations de la courbure se réduisent a la méme quantité
dans la limite super-Hubble [Vernizzi 05], et jusqu’au second ordre leurs expressions sont données
pour les échelles super-Hubble par

=M w0 1 s,

2
~ o WQ (v + o) (36)
R =~ 0@ 4 Q5®p+ (1+32) (Q9)? - 4Q0W
12
~ % (qﬂ@) +HOP —4nw? - ‘%) + (1+3¢2) (Q9)? —4Q3¥  (87)

avec
Hp 1
=rT—-___ - 88

@ 7 3(1+w) (88)
Si on ne considere pas la limite super-Hubble, ces deux quantités ne sont pas égales et ce n’est
qu’en considérant correctement les lois de transformation de jauge des variables de perturbation
que l'on peut construire des variables vraiment invariantes de jauge dans le cas général. Si
le contenu matériel est celui d’'un champ scalaire, alors la perturbation de courbure comobile
correspond & la perturbation de courbure sur les surfaces ot d¢ = 0. En utilisant la décomposition
de la métrique perturbée (5.2) dans le cas plat, ces expressions au premier et second ordre sont
données par

RO = g0 4 @/5(1)@ (89)
¥
_ 2
RA = ¢® 4 ﬂg@)@ + {ﬂ”y _ - 27.[2] <5ﬁ)
@/ @l @/
/ .
—27{5“;‘,5;’ — 2 (W 4 2H W) i—f - aniEal (5 + 0)

% (6 — A7) {aj (23 -E+ %") a%" + 00" E 2040, E + 4Ey; — 4U5y;]

5
+§ (2EL; + 4HEL + 0,0,E') + 0" Edy (0,0, E + 2Ey;) } .

(90)
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On peut également mettre la perturbation de courbure comobile au second ordre sous la forme

RE = w® 4 Eé(% + {@—”H —H - 2%2] <
¢ ¢

H
@

5o\ 2 Spb!
é‘,’) o Thad
¥

—2 (W' + 2HW) %“f — 22 0,B05,

+A‘1{ - 8; (AVO'E + AE'Y) + 9V (B - B+ 5—?) aiaj‘s%”
299/ 99/

-A (B —F+ %’,) A%f + % (af‘afakEaiajakE - OkAEE)kAE>

—a’iaﬂ";lf (Ej; + 2ME;) + 2E;;0'0'E + 81~E]-k0i378"'E} :

Si 'on souhaite 'expression de la perturbation de courbure sur les hypersurfaces de densité
constante, il suffit de remplacer ¢ par p dans expression de la perturbation de courbure como-
bile précédente. On la note alors souvent plutdt ¢ au signe prés. Dans la limite super-Hubble,
en utilisant les équations d’Einstein, I’équation de conservation de fond (1.22) et 1’équation
d’évolution du parametre d’état (2.15), on retrouve alors les expressions (86).

La perturbation de courbure comobile est la quantité utilisée dans [Maldacena 03] pour
obtenir des prédictions dans le cas de l'inflation & un champ scalaire en roulement lent. Plus
précisément ces prédictions ont été établies en jauge comobile, puisque par définition dans ce cas
la perturbation de courbure comobile se réduit & ¥ et on peut donc identifier ces deux quantités.
Si l'on souhaite construire 'expression générale de la perturbation de courbure comobile, il
faut veiller a ne pas confondre un changement de jauge avec un changement de coordonnées
standard tel qu’expliqué dans la section 5.1. La perturbation de courbure peut étre utilisée
pour reformuler I’équation d’évolution dans la limite super-Hubble dans le cas de perturbations
adiabatiques, comme une loi de conservation

“Heay —

2Q ’

Y] ,

SR = 0. 91

o (91)
Le préfacteur est 1a pour se souvenir que dans une phase de-Sitter pure, w = —1, @ =0, et ce

résultat n’est plus valide.

On montre ce résultat en décomposant la perturbation de courbure comobile selon

RW = Ay,
R® A+ B+C, (92)
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ou

A = oW

_ %(\p’(l) + o),

Ay = 0@ %(\p’@) + @(2)7{),

\1}/2
= 20 (4@2 + W) ,

= (1+3c2)(Q6)* - 4Qsv.

On utilise les relations

2 " -2Q] 1-3w+6c
| = || = (93)
3H(1+ w) H 3(1+w)
Q' =3QM(c? —w), (94)
2
H =—(1+3 )H?. (95)
De plus en utilisant la définition de la vitesse adiabatique du son ¢ = % on obtient avec un
développement de Taylor [Malik & Wands 04]
. p6)?
5P — 2o + BN 2y, (96)

Le terme A; ne fait intervenir que des variables de perturbation du premier ordre et son évolution
est donnée par

et on reconnait I’équation (2.82). Quant & Ag, son évolution est la méme que A; mais avec les
variables de perturbation du second ordre, car il n’a pas été fait usage de la contrainte ®(1) =
UM, On reconnait alors le membre de gauche de 'équation (6.18). On considére maintenant la
contribution de B qui est

) o2\
o
B - [Q (8@ + 2ﬁ>]
2 2 \I"lz / 4 AT Hl 2
= BQHU(E —w) (89 4255 ) +Q (16VY + oUW a0 ) (97)
et qui peut étre mise sous une forme plus simple grace a I'équation (2.83)
—2Q( 3 y2
ro_ e 9,000 2, o¥"
B = 7 { 27—[ (5 —w) (8\11 +2H2
FHIY [-8 +6(c2 — w)] + 2 [6(1+¢2) — (1+3w)] }. (98)
De plus le terme impliquant C' évolue selon
' / 142 2415 (1) 2y/ 2
C'= W' (40 4267 o) T 2Q5(1 +3c¢2)R'™W +3(c3) (Q6)>. (99)
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On utilise alors que pour des perturbations adiabatiques, R'") = 0, et on obtient (en utilisant
que pour des modes super-Hubble ¥/ + H® = —H3/2)

c' = % [67—[\1/\1/’(1 +w) — 6H(1 + 2)w’ (\If + %) - gHQ(Cz)’(SZ] . (100)

En collectant tous les termes on obtient donc

%QH(CE)%?] . (101)

—2
B +C = TQ [—SHM/’ —W2(1 + 3w) — g(cf — w)(SH2U? 4 2072) —
On remarque qu’il s’agit exactement de 'opposé du membre de droite de 1’équation (6.17) dans
la limite super-Hubble

Sy — 28y ~ 8HUW' + (1 + 3w)¥? + ;HQ(cg)’(s? + (2 —w) (12H2 V% + 3072) (102)

Finalement en réunissant ces résultats on obtient les relations (91). Il est crucial de ne
pas confondre w avec ¢ comme il a été fait dans [Bartolo ef al. 01b] dans la démonstra-
tion car la conservation de la courbure comobile permet justement de faire le lien entre des
phases de l'univers pendant lesquelles le parametre d’état n’est pas le méme et est donc
par conséquent passé par une phase variable ot w # c¢2. De plus toute cette démonstra-
tion de la loi de conservation peut étre faite a partir de I'équation de conservation (75)
comme il a été montré dans [Malik & Wands 04] ainsi que de maniére non perturbative dans
[Lyth & Wands 03, Lyth et al. 05, Langlois & Vernizzi 05, Enqvist et al. 07].
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