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Résumé

La grande précision des mesures du fond diffus cosmologique nécessitent de comprendre avec
finesse la physique sous-jacente afin d’en tirer des conclusions pertinentes sur la phase primordiale
de l’univers. Dans cette thèse nous étudions la théorie des perturbations non-linéaires dans le
cadre de la relativité générale. Notre but est de déterminer le transfert des perturbations de la
métrique ainsi que des perturbations du contenu matériel, entre la phase primordiale de l’univers
et les observations réalisées aujourd’hui. Nous nous plaçons tout d’abord dans l’approximation
fluide afin d’appréhender les comportements généraux attendus. Ensuite nous étudions la théorie
cinétique au second ordre, nécessaire pour obtenir le transfert radiatif non-linéaire, dans le but
de déterminer la non-gaussianité dans le fond diffus cosmologique. Nous étudions également
la théorie des perturbations linéaires autour d’espaces anisotropes. Nous élaborons la théorie
des perturbations invariantes de jauge autour d’un espace de Bianchi I, puis nous étudions les
signatures observationnelles d’une phase primordiale d’inflation possédant cette symétrie.
Mots Clés : Cosmologie, inflation, perturbations, anisotropie, CMB, non-gaussianité, Bianchi.
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Abstract

Non-linear dynamics and primordial anisotropy in cosmology

The high accuracy in the measurements of the cosmic microwave background requires to
understand in details the underlying physics in order to draw relevant conclusions for the pri-
mordial phase of the universe. In this thesis, we study the theory of non-linear perturbations in
the framework of general relativity. Our goal is to determine the transfer of the metric perturba-
tions together with the matter content perturbations, between the inflationary primordial phase
of the universe and the observations performed today. We first consider the fluid approximation
in order to extract the general leading behaviours. We then turn to the kinetic theory at second
order, which is necessary in order to obtain the non-linear transfer function for radiation, in order
to determine the non-Gaussianity in the cosmic microwave background. We also study the linear
perturbation theory around anisotropic universes. We set up the gauge invariant perturbation
theory around a Bianchi I space-time, and we study the observational signatures of a model of
inflation having this symmetry.
Key Words : Cosmology, inflation, perturbations, anisotropy, CMB, non-Gaussianity, Bianchi.
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qui a subitement montré beaucoup d’intérêt pour la cosmologie. Cette thèse ne serait pas
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Introduction

En 2003, alors que je terminais mon DEA, les résultats du satellite WMAP sur la mesure du
fond cosmologique ont fait passer la cosmologie dans une ère de grande précision, en complétant
significativement les résultats similaires du satellite COBE parus en 1992. Le modèle standard du
big-bang comporte certes encore beaucoup d’inconnues, notamment pour son contenu matériel
sombre, mais il devenait ainsi capable de quantifier précisément ce qu’il n’expliquait pas. Depuis
ce moment là, le modèle de l’inflation a également été admis et a été adjoint au modèle du
big-bang chaud pour former le modèle standard de la cosmologie. L’inflation permet d’expliquer
l’origine des fluctuations à partir desquelles les structures astrophysiques se sont formées par
effondrement gravitationnel. Cependant cette phase primordiale d’expansion accélérée se situe à
des échelles d’énergie inaccessibles en laboratoire, et constitue donc une fenêtre sur la physique
des très hautes énergies qui reste à découvrir. Sa description reste pour l’heure phénoménologique
et un grand nombre de modèles d’inflation ont été construits, avec pour la plupart une motivation
issue de la théorie des cordes. Les mesures les plus anciennes que nous pouvons obtenir de cette
époque sont à chercher soit dans le fond diffus cosmologique soit dans les ondes gravitationnelles
primordiales. Cependant l’univers ayant été opaque après l’inflation, le fond diffus cosmologique
ne constitue pas une fenêtre directe sur l’inflation et seule l’étude détaillée de la dynamique
des perturbations permet de remonter à la phase primordiale de l’univers. Quant aux ondes
gravitationnelles primordiales, en principe elles témoignent directement de l’inflation mais leur
détection directe reste encore un objectif à long terme.

L’étude de la dynamique des perturbations se fait généralement en perturbant linéairement
les équations d’Einstein autour d’un espace homogène et isotrope, dit espace de fond. Cette
théorie linéaire n’offre que très peu de prise pour différencier les modèles d’inflation. Les
équations d’Einstein étant intrinsèquement non-linéaires, des effets fins sont attendus lorsque
l’on prend en compte les perturbations au delà de l’ordre linéaire. Ceci peut notamment être
à l’origine d’effets non-gaussiens qui pourront éventuellement être détectés par le satellite
Planck, qui est la prochaine mission d’observation du fond diffus dont le lancement est prévu
en octobre 2008. Pour cela il faudra nécessairement comprendre tous les effets d’évolution afin
de contraindre la non-gaussianité héritée de l’inflation. La dynamique des perturbations de la
métrique, c’est-à-dire de l’espace temps, est donnée par les équations d’Einstein. La dynamique
du contenu matériel est soit envisagée dans l’approximation fluide, soit dans le cadre plus
précis de la théorie cinétique par l’équation de Boltzmann. Par ailleurs le fait de supposer que
l’espace est globalement isotrope pour dériver les équations d’évolution doit être testé si l’on
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souhaite que le modèle repose sur un minimum d’hypothèses. Comme on peut montrer que
cette isotropie décrôıt, cette interrogation concerne essentiellement la phase primordiale de
l’univers. Pour cela, il faut développer toutes les prédictions d’une éventuelle anisotropie afin
d’obtenir des prédictions génériques qui pourront être contraintes par les observations. Afin
d’étudier ces deux aspects, ma thèse s’est focalisée sur la théorie non-linéaire autour d’un es-
pace de fond homogène et isotrope ainsi que sur la théorie linéaire autour des espaces anisotropes.

Dans la première partie de cette thèse nous rappelons les résultats du modèle standard du
big-bang en le reformulant éventuellement d’une manière nouvelle dans le but de l’étendre. Le
premier chapitre rappelle les grandes lignes de la description de l’espace de fond en rappelant
les principaux résultats du big-bang chaud. Le second chapitre passe en revue la théorie des
perturbations linéaires dans un cadre simplifié. Nous étudions ainsi le cas idéal d’un mélange de
radiation et de matière noire froide afin d’étudier les propriétés essentielles des perturbations
de la métrique. Nous étudions ensuite dans l’approximation fluide la dynamique du mélange
couplé de baryons et de radiation. Nous y présentons également le formalisme 1 + 3 qui peut
être utilisé comme une formulation alternative pour étudier la dynamique des perturbations.
Dans le chapitre 3, nous exposons la physique du fond diffus cosmologique ainsi que la théorie
cinétique qui constitue une bien meilleure description que l’approximation fluide. Nous avons
essayé d’utiliser une formulation basée sur l’utilisation de tétrades afin de rendre plus trans-
parent la microphysique. Dans le chapitre 4 nous exposons le modèle standard de l’inflation
en insistant principalement sur le mécanisme de génération des fluctuations primordiales.
Nous présentons comment cette dérivation peut être transposée au formalisme 1 + 3. Ceci
a donné lieu à une publication en collaboration avec Jean-Philippe Uzan dans Physical Review D.

Dans la seconde partie nous étudions les perturbations jusqu’au second ordre. Dans le
chapitre 5, nous commençons d’abord par étudier la dépendance de jauge inhérente aux
perturbations. Nous rappelons d’abord comment s’en affranchir en construisant des variables
invariantes de jauge pour les quantités tensorielles, puis nous présentons comment cette
méthode peut être généralisée à la théorie cinétique. Ceci a fait l’objet d’une publication dans
Classical and Quantum Gravity. Nous exposons également comment les perturbations des
quantités tensorielles peuvent être déterminées informatiquement, et nous exposons les grandes
lignes du programme utilisé tout au long de cette thèse. Dans le chapitre 6 nous résumons
les équations du second ordre et nous donnons autant que possible les solutions analytiques.
Nous suivons pour cela la même démarche qu’au premier ordre en considérant d’abord les cas
simplifié d’un mélange de matière noire et de radiation dans l’approximation fluide. Puis nous
étudions la dynamique des baryons couplés à la radiation et enfin présentons partiellement
les résultats obtenus pour la théorie cinétique. Dans le chapitre 7 nous étudions certains
aspects de la dynamique non-linéaire pendant l’inflation concernant la génération d’ondes
gravitationnelles. Ceci a fait l’objet d’une publication en collaboration avec Bob Osano, Peter
Dunsby, Jean-Philippe Uzan et Chris Clarkson dans Journal of Cosmology and Astroparticle

Physics. Nous rappelons également les prédictions génériques du modèle d’inflation standard,
puis nous abordons les signatures observationnelles qui peuvent en être déduites sans prendre
en compte les effets d’évolution.

Dans la troisième partie nous étudions la théorie des perturbations dans les espaces aniso-
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tropes, plus précisément pour des espaces de Bianchi I. Dans le chapitre 8 nous exposons la
construction formelle des perturbations invariantes de jauge ainsi que les équations dynamiques
qu’elles satisfont. Ceci a donné lieu à une publication en collaboration avec Thiago Pereira et
Jean-Philippe Uzan dans Journal of Cosmology and Astroparticle Physics. Dans le chapitre 9
nous appliquons cette théorie à un modèle simple d’inflation afin d’en déterminer les signatures
observationnelles. Ceci permet également d’évaluer la robustesse du modèle standard de l’in-
flation isotrope. Ces résultats ont également été publiés avec les mêmes auteurs dans le même
journal.
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2.2.5 Intéractions baryons-photons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3 Le formalisme 1+3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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1.1 Hypothèses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 L’univers homogène et isotrope . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2.1 Métrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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1.1 Hypothèses

La cosmologie est le domaine de la physique consacré à l’étude de l’univers (observable) à
grande échelle, c’est-à-dire de sa structure et de son contenu matériel. Sa structure est décrite par
une variété différentielle quadridimensionnelle qui modélise l’espace-temps, et son contenu ma-
tériel est décrit par des champs vivant dans cette variété. La relation entre ces deux éléments de
la théorie est fournie par la relativité générale (RG). De plus, le principe de covariance implique
que l’interaction des champs matériels est donnée par la physique de la relativité restreinte.
Le fait que la relativité générale soit locale rend nécessaire une hypothèse supplémentaire (à
tester) sur la topologie de l’univers, au moins dans sa partie observable [Luminet et al. 03]. De
plus, la relativité générale n’a été validée expérimentalement qu’à des échelles bien inférieures
aux échelles cosmologiques, si bien que son utilisation aux échelles cosmologiques constitue une
extrapolation dont la validité doit être testée. Cette théorie est plus communément remise en
cause lorsqu’elle rentre en conflit avec la physique des particules, c’est-à-dire aux grandes éner-
gies. Ceci ne manque pas d’arriver lorsqu’on s’intéresse plus précisément aux origines de l’univers.
La cosmologie se résume donc principalement à la résolution des équations d’Einstein pour notre
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univers en tant que système physique. Cependant, les observations nécessaires pour réaliser cette
tâche souffrent de limitations qui la rendent impossible en pratique. D’une part, les observations
cosmologiques consistent le plus souvent en la mesure de rayonnement électromagnétique si bien
que l’on accède uniquement à une partie de notre cône de lumière passé. Une manière de s’af-
franchir de cette dégénerescence pourrait être d’observer le rayonnement après un ou plusieurs
changements de direction, par diffusion sur les nuages de poussière [Goodman 95]. Une autre
possibilité serait de tirer parti de notre évolution temporelle pour utiliser la superposition des
cônes de lumières aussi mince soit elle [Uzan et al. 07a]. La mise en oeuvre des deux tests reste
néanmoins improbable pour le moment. On introduit donc une hypothèse supplémentaire appe-
lée principe cosmologique, qui consiste à supposer que l’univers est homogène et isotrope à grande
échelle, ce qui implique que tous les points de l’univers sont équivalents, et permet de lever la
dégénerescence. Idéalement il faudra revenir sur cette hypothèse et la tester [Uzan et al. 07b].
Par ailleurs, d’un point de vue expérimental nous ne disposons que d’un seul univers, le nôtre, si
bien qu’il n’existe pas de reproductibilité de l’expérience 1. Etant donné que bien souvent nous
compensons la finitude de notre intelligence face à un problème complexe en développant des
théories statistiques, la cosmologie également est un domaine dans lequel les prédictions sont
statistiques. Cependant la théorie de l’inflation, qui permet d’expliquer l’origine des fluctuations
primordiales, est de nature intrinsèquement statistique ce qui justifie plus fondamentalement le
traitement statistique de l’évolution de l’univers.

1.2 L’univers homogène et isotrope

1.2.1 Métrique

Dans toute cette thèse nous utiliserons les unités pour lesquelles c = ~ = 1. La métrique
la plus générale compatible avec le principe cosmologique est de la forme (dite de Friedmann-
Lemâıtre)

ḡµν = −(dt)µ(dt)ν + a2(t)γij(x)(dx
i)µ(dx

j)ν , (1.1)

où a(t) est le facteur d’échelle, xi sont les coordonnées spatiales comobiles avec i = 1, 2, 3, t
est le temps cosmique et γij est la métrique des sections spatiales de temps constant qui doit
satisfaire les hypothèses d’homogénéité et d’isotropie. Les notations (dt)µ ,

(

dxi
)

µ
correspondent

aux formes associées aux coordonnées, les indices grecs allant de 0 à 4. On peut montrer [Wald 84]
que cette hypothèse contraint le tenseur de Riemann et les tenseurs associés correspondant à la
métrique γij à être de la forme

(3)Rijkl = Kγk[iγj]l ⇒ (3)Rij = 2Kγij ⇒ (3)R = 6K, (1.2)

où K est une constante caractérisant la courbure des sections spatiales de l’univers. Selon que K
est positif, nul, ou négatif, ces sections sont respectivement sphériques, euclidiennes, ou hyper-
boliques. Le temps t est parfois aussi appelé temps physique car il correspond au temps propre
d’un observateur de quadrivecteur vitesse (dt)µ, c’est-à-dire d’un observateur comobile puisque

1. C’est également le cas de la paléontologie ou de la géologie et celles ci peuvent être considérées comme une
cosmologie, au sens étymologique du terme, restreinte à la ligne d’univers de la Terre qui est une autre partie de
l’espace-temps accessible aux mesures. Néanmoins la recherche d’exoplanètes et l’exobiologie ouvrent ces domaines
à la reproductibilité de la mesure [Ellis 75, Bondi 61].
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les coordonnées spatiales xi d’un tel observateur sont constantes. Il peut souvent être pratique
d’introduire le temps conforme η défini par l’équation différentielle

adη = dt. (1.3)

La métrique (1.1) se récrit alors

ḡµν = a2(η)
[

−(dη)µ(dη)ν + γij(dx
i)µ(dx

j)ν
]

. (1.4)

On constate alors que dans le cas où la métrique des sections spatiales est plate (K = 0), la
métrique spatiale en coordonnées cartésiennes s’écrit γij = δij si bien que ḡµν est conforme à
une métrique de Minkowski 2. Les géodésiques de type lumière sont alors paramétrées par

dη = nidx
i, (1.5)

où ni est un vecteur unitaire constant, et la structure causale est alors plus immédiate. Les ten-
seurs de Riemann et tenseurs d’Einstein associés à la métrique (1.4) sont donnés dans l’appendice
B.

1.2.2 Loi de Hubble et décalage vers le rouge

On peut lire sur la métrique (1.1) que les distances comobile x et physique r sur une section
spatiale de temps constant, déterminées respectivement par la métrique γij et la métrique hij =
a2γij , sont reliées par

r = a(t)x. (1.6)

Les sections spatiales étant paramétrées par le temps cosmique t qui est aussi le temps propre
des observateurs comobiles, on en déduit la vitesse d’étirement des distances telles que mesurée
par ces observateurs

ṙ = Hr+ a(t)ẋ , (1.7)

où un point signifie une dérivée par rapport à t et où H ≡ ȧ/a est le paramètre de Hubble.
Pour des points situés à une distance comobile constante (ẋ = 0), on remarque une dilatation
des distances caractérisée par le paramètre de Hubble. On peut montrer que cette dilatation des
longueurs s’applique également aux longueurs d’onde. En effet, dans l’approximation de l’optique
géométrique le vecteur tangent à la trajectoire d’un rayon lumineux, k̄µ = dxµ

dλ , satisfait

k̄µk̄µ = 0 , k̄µ∇̄µk̄
ν = 0. (1.8)

Un observateur comobile mesure une énergie donnée par Ē = −k̄µūµ et une impulsion don-
née par p̄µ = k̄µ − Ēūµ, où p̄µūµ = 0. En utilisant les expressions données en appendice B
pour les symboles de Christoffel nécessaires pour exprimer la dérivée covariante, on déduit des
équations (1.8) que

˙̄E

Ē
= −H = − ȧ

a
. (1.9)

2. Ceci est également valable dans le cas où les sections spatiales ne sont pas plates.
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L’énergie du photon étant reliée à sa longueur d’onde par Ē = h
λ , on en déduit que λ ∼ a. Ce dé-

calage de longueur d’onde est vers le rouge entre le moment d’émission et moment d’observation
car a est croissant, et il est paramétré par z défini selon

1 + z ≡ λo

λe
=

a(to)

a(te)
. (1.10)

On définit par ailleurs le nombre d’e-folds 3 entre des temps t1 et t2 par

Nt1,t2 ≡ ln [a(t2)/a(t1)] = ln

[

1 + z1
1 + z2

]

. (1.11)

1.2.3 Tenseur énergie-impulsion

Dans une description continue telle que celle faite en relativité générale, le contenu matériel
est encodé dans un tenseur symétrique Tµν . En toute généralité, la signification physique de ce
tenseur peut être mise en évidence en utilisant le quadrivecteur vitesse d’un observateur nµ,
c’est-à-dire tel que nµnµ = −1. En effet, en définissant à partir d’une métrique quelconque gµν
le tenseur de projection hµν = gµν + nµnν , on obtient l’identité

Tµν =
(

Tαβn
αnβ

)

nµnν + 2Tαβn
αhβ(µnν) + Tαβh

α
µh

β
ν , (1.12)

où on a noté X(µν) =
1
2Xµν +

1
2Xνµ. Les quantités

ρ ≡ Tαβn
αnβ , qµ ≡ Tαβn

αhβµ et Pµν ≡ Tαβh
α
µh

β
ν (1.13)

sont respectivement la densité d’énergie, la densité d’impulsion et le tenseur des contraintes
mesurés par cet observateur. On peut décomposer encore cette dernière quantité en séparant la
pression définie par P ≡ 1

3P
µ
µ, et le tenseur de pression anisotrope défini par Πµν ≡ Pµν −Phµν .

Dans le cas d’un fluide parfait, le tenseur de pression anisotrope est nul puisqu’il n’y a pas de
viscosité. Par ailleurs, toujours dans le cas d’un fluide parfait, il n’y a pas de transfert de chaleur,
et si qµ = 0, l’observateur est dit comobile avec le fluide. L’observateur mesure alors la densité
d’énergie ρ =

√−pνpν dans le référentiel où le fluide est au repos et sa quadrivitesse cöıncide
avec celle de fluide, c’est-à-dire

nµ = uµ ≡ pµ

ρ
. (1.14)

Le tenseur énergie-impulsion dans le cas d’un fluide parfait s’écrit donc

Tµν = ρuµuν + P (uµuν + gµν) . (1.15)

Les symétries de l’espace temps associées à la métrique (1.1) imposent que le contenu de l’univers
à grande échelle doit nécessairement être décrit par un tenseur énergie-impulsion de la forme

Tµν = Aḡµν +B(dt)µ(dt)ν . (1.16)

On en déduit donc que pour un espace de Friedmann-Lemâıtre, le contenu matériel est celui
d’un fluide parfait de densité d’énergie et de pression notées ρ̄ et P̄ . Les coordonnées comobiles
correspondent alors à des observateurs de quadrivitesse ūµ ≡ (dt)µ qui suivent le fluide.

3. Repliement de facteur e. Dans le système international, il s’agit plus précisément du Neper, tandis que le
décibel possède une définition semblable mais en base 10.
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1.2.4 Les équations de Friedmann

On définit le tenseur d’Einstein à partir du tenseur de Ricci par Gµν = Rµν − 1
2Rgµν .

L’équation d’Einstein qui lit le contenu matériel de l’espace-temps avec sa géométrie s’écrit
Gµν +Λgµν = κTµν , avec κ = 8πG. Dans le cas d’un fluide parfait et pour la métrique (1.1), elle
implique les deux équations suivantes, dites de Friedmann

H2 =
κ

3
ρ̄− K

a2
+

Λ

3
, (1.17)

ä

a
= −κ

6
(ρ̄+ 3P̄ ) +

Λ

3
. (1.18)

Λ est la constante cosmologique, et sa valeur mesurée a été extrêmement variable au cours du
XXème siècle. Elle a en effet été introduite par Einstein pour permettre une solution statique
de l’équation (1.17), c’est-à-dire telle que H = 0. Puis l’expansion cosmique ayant été mise en
évidence expérimentalement elle a été abandonnée avant de refaire surface pour expliquer la
dynamique récente de l’univers. Nous n’aborderons pas ce point dans ce manuscrit. L’équation
de conservation ∇µT

µν = 0 n’est pas indépendante des deux équations précédentes dont elle
peut être déduite, et s’écrit

˙̄ρ+ 3H(ρ̄+ P̄ ) = 0. (1.19)

L’ensemble de ces trois équations peut être récrit en temps conforme sous la forme

H2 =
κ

3
ρ̄a2 −K +

Λa2

3
, (1.20)

H′ = −κa2

6
(ρ̄+ 3P̄ ) +

Λa2

3
, (1.21)

ρ̄′ + 3H(ρ̄+ P̄ ) = 0 , (1.22)

avec H = aH = a′

a , et où ′ signifie une dérivée par rapport au temps conforme. De ces trois
équations seulement deux sont indépendantes puisque la troisième peut être déduite des deux
premières. Cependant nous avons trois fonctions a déterminer, ρ̄ P̄ et a. Il faut donc ajouter une
équation supplémentaire en utilisant une équation d’état qui relie P̄ à ρ̄.

1.2.5 Notion d’horizon et de causalité

L’équation des géodésiques en temps conforme (1.5) permet de comprendre simplement la
structure causale de l’univers. A un temps conforme η donné, un observateur comobile n’a pu
voir les particules situées au delà d’une sphère de rayon conforme

r(η) =

∫ η

ηi

dη′ =

∫ t(η)

0+

dt

a(t)
. (1.23)

Si a(t) ∼ tn proche de la singularité, avec n < 1, on en déduit que ηi possède une valeur
finie. Dans ce cas, r(η) a également une valeur finie qu’on appelle alors rayon de l’horizon des

particules. On définit également les rayons de Hubble physique et comobile par

dH =
1

H
dH =

1

H . (1.24)
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On distinguera donc les échelles super-Hubble des échelles sub-Hubble selon qu’elles corres-
pondent à des longueurs (physiques ou comobiles) plus grandes ou plus petites que le rayon de
Hubble (physique ou comobile). Une discussion plus détaillée sur les différents types d’horizon
et leurs signification physique peut être trouvée dans la référence [Rindler 02].

1.3 Le big-bang chaud

1.3.1 Dynamique de l’univers

Si l’on se donne une équation d’état pour le fluide P = w(ρ)ρ, on peut récrire l’équation de
conservation (1.19) sous la forme

d ln ρ̄ = −3(1 + w)d ln a. (1.25)

La solution générale est donc

ρ̄ ∼ exp

(

−3

∫

(1 + w)d ln a

)

. (1.26)

Si le fluide total est un mélange de plusieurs fluides, w va dépendre de ρ et donc du temps. Si
en revanche il n’y a qu’un seul fluide ou si un fluide est dominant, w peut éventuellement être
constant et dépend des caractéristiques du fluide. Dans ce cas la densité d’énergie dépend du
facteur d’échelle selon

ρ̄ ∼ a−3(1+w). (1.27)

Pour de la matière essentiellement non relativiste et froide, c’est-à-dire dont l’énergie est dominée
par l’énergie de masse, w = 0. Pour un fluide de radiation, w = 1/3. Ces valeurs seront justifiées
à partir de la théorie statistique et de la limite fluide qui peut en être tirée dans la section 3.3.1.
Quant à la constante cosmologique, elle peut être interprétée comme un fluide d’équation d’état
w = −1. La densité d’énergie de ces trois types de fluides évolue selon

ρ̄(a) ∝







a−3 si w = 0
a−4 si w = 1/3
Cste si w = −1 et H = Cste.

(1.28)

On remarque que la densité d’énergie de la radiation se dilue plus vite que la matière froide.
En effet le nombre de photons par unité de volume physique évolue comme le nombre de parti-
cules de matière par unité de volume physique, mais les photons perdent de l’énergie au cours de
l’expansion d’après la loi (1.9) si bien que la densité d’énergie de la radiation diminue plus vite
que celle de la matière froide. Quelle que soit la nature de la matière dominant aujourd’hui le
contenu énergétique (matière ou constante cosmologique) on en déduit qu’il était inévitablement
dominé par la radiation dans le passé. Le moment où le contenu en énergie est divisé équitable-
ment entre matière et radiation est appelé équivalence et correspond à un décalage vers le rouge
zeq donné par

1 + zeq =
ρ̄m
ρ̄r

∣

∣

∣

∣

0

. (1.29)
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De plus, puisque la présence d’une constante cosmologique est favorisée par les observations,
l’univers tend à être dominé par celle ci. Le moment où le facteur d’échelle commence à accélérer
(ä > 0) correspond à un décalage vers le rouge zΛ donné par

1 + zΛ =

(

2ρ̄Λ
ρ̄m

)1/3
∣

∣

∣

∣

∣

0

. (1.30)

Les équations de Friedmann (1.17) permettent également dans le cas plat de déduire la loi de
puissance du facteur d’échelle en fonction du temps lorsque l’univers est dominé par un de ces
trois types de fluides

a(t) ∝







t2/3 si w = 0

t1/2 si w = 1/3
eHt si w = −1 et H = Cste ,

(1.31)

ou

a(η) ∝







η2 si w = 0
η si w = 1/3
−1
Hη si w = −1 et H = Cste.

Plus généralement, dans le cas plat sans constante cosmologique, on peut utiliser les équations
de Friedmann (1.20) et (1.21) pour en déduire que

2H′ +H2(1 + 3w) = 0, (1.32)

dont la solution dans le cas où w est constant est de la forme

a ∝ ην , avec ν =
2

1 + 3w
. (1.33)

Pour obtenir une solution plus précise qui prend en compte toutes les formes d’énergie, il est
commode d’introduire la densité critique ρ̄crit ≡ 3H2/κ ainsi que Ωe ≡ ρ̄e/ρ̄crit pour chaque type
de matière indexé par e. On introduit également ΩΛ ≡ Λ/(3H2), et ΩK ≡ −K/(aH)2 de telle
sorte que la première équation de Friedmann se récrive sous la forme d’une contrainte

∑

e

Ωe +ΩΛ +ΩK ≡ Ω+ ΩΛ +ΩK = 1. (1.34)

Si le paramètre d’état we des différents types de matière est constant, cette équation peut être
récrite en fonction des valeurs mesurées aujourd’hui, que l’on indexe habituellement par 0

(

H

H0

)2

=
∑

e

Ωe0

(

a

a0

)−3(1+we)

+ΩK0

(

a

a0

)−2

+ΩΛ0 . (1.35)

La mesure actuelle des paramètres permet donc de déterminer l’histoire de l’univers, en intégrant
cette équation différentielle. Les dernières valeurs combinant toutes les dernières mesures peuvent
être trouvées dans [Spergel et al. 07]. Dans ce modèle appelé concordant , le paramètre de Hubble
aujourd’hui est de l’ordre de H0 ≃ 73Mpc−1 km s−1, le contenu en matière est donné par Ωm0 ≃
0.26. Seulement une partie de la matière est baryonique et sa proportion est donnée par Ωb0 ≃
0.041, le reste est sous forme de matière noire froide, c’est-à-dire de matière n’interagissant pas
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avec la radiation 4. La radiation est largement sous-dominante puisque Ωr0 ≃ 8.23 × 10−5, si bien
que l’essentiel du contenu matériel est sous forme d’une constante cosmologique car ΩΛ0 ≃ 0.72.
Enfin les sections spatiales sont essentiellement plates puisque |ΩK0| < 0.02. On obtient avec ces
valeurs zeq ≃ 3600 et zΛ ≃ 0.77 .

1.3.2 Histoire thermique

Dans la description précédente de l’univers, nous avons supposé que le contenu matériel de
l’univers pouvait être décrit par un ensemble de fluides de paramètres d’état connus et constants.
Nous avons également supposé que ces différents constituants n’interagissaient pas si bien que
l’équation de conservation (1.19) est satisfaite pour chaque espèce. Une théorie plus satisfaisante
doit faire intervenir une description statistique de la matière et prendre en compte les réactions
possibles entre les différentes espèces que nous connaissons dans le cadre de la physique des
particules. La description fluide doit alors émerger comme une limite de la description statis-
tique. La distribution des particules d’une espèce est caractérisée par sa fonction de distribution
fe(p, t,x), encodant la probabilité qu’une particule soit en x avec une impulsion p à un temps
t. Plus précisément, pour un observateur de quadrivecteur vitesse uµ, à un instant t le nombre
de particules de cette espèce dNe dans un élément de volume dV autour de x appartenant à
l’hypersurface de type espace orthogonale à uµ, et de volume d3p autour de p est donné par

dNe = fe(p, t,x)dV d3p. (1.36)

Plus de détails peuvent être trouvés dans les références [Stewart 71, Bernstein 88]. Pour l’espace-
temps associé à la métrique (1.1), l’homogénéité implique que les fonctions de distribution ne
dépendent pas de la position x. De plus l’isotropie implique qu’elles ne dépendent que de la
norme et pas de la direction de l’impulsion p. On utilisera donc pour cet espace des fonctions
de distribution de la forme f̄e(p̄, t), ou éventuellement f̄e(Ē, t) puisque pour une espèce donnée
les particules sont de même masse me et il y a une relation univoque entre l’énergie et la norme
de l’impulsion Ē2 − p̄2 = m2

e. Les quantités thermodynamiques, notamment celles intervenant
dans le tenseur énergie-impulsion de fond peuvent être calculées à partir de cette fonction

n̄e(t) =

∫

f̄e(p̄, t)4πp̄
2dp̄ , (1.37)

ρ̄e(t) =

∫

f̄e(p̄, t)Ē(p̄)4πp̄2dp̄ , (1.38)

P̄e(t) =

∫

f̄e(p̄, t)
p̄2

3Ē(p̄)
4πp̄2dp̄. (1.39)

Nous justifierons ces expressions dans la section 3.3.1. Si le taux d’interaction des particules est
plus élevé que le taux d’expansion de Hubble H, ces particules sont maintenues à l’équilibre
thermodynamique entre elles et suivent une statistique de Fermi-Dirac pour les fermions ou une
statistique de Bose-Einstein pour les bosons, et une température pour chaque espèce peut être
définie. Le gaz de photons suit un spectre de corps noir (une statistique de Bose-Einstein avec
un potentiel chimique nul) et sa température est aussi appelée température de l’univers. On peut
montrer que

ρ̄r(T̄ ) = g⋆(T̄ )

(

π2

30

)

T̄ 4, (1.40)

4. Sa nature exacte est encore inconnue.
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où g⋆(T̄ ) dépend du nombre effectifs d’espèces relativistes (c’est-à-dire telles que T̄ ≫ m). Son
expressions est donnée d’après les hélicités gi des particules relativistes selon

g⋆ =
∑

i=bosons

gi +
7

8

∑

i=fermions

gi. (1.41)

Mis à part les sauts de température dus aux variations de g⋆ lorsque la température passe en
dessous de la masse d’une espèce, on déduit en comparant à l’équation (1.28) que la température
de l’univers décrôıt comme T̄ ∼ 1/a. Chaque interaction possède une température en dessous
de laquelle elle est gelée. L’histoire thermique de l’univers est donc un ensemble de interactions
entre espèces qui s’éteignent tour à tour lorsque la température diminue avec l’expansion. Avant
d’être majoritairement sous forme d’hydrogène, les protons et électrons étaient donc sous forme
de plasma d’ions, interagissant par diffusion Compton. En effet si les photons ont une énergie au
dessous de l’énergie d’ionisation de l’hydrogène ils ne peuvent plus empêcher les états liés entre
protons et électrons. Il existe donc un intervalle de temps pendant lequel les baryons sont devenus
transparents aux photons en se recombinant sous forme d’hydrogène. Cet intervalle de temps
délimite un volume d’espace-temps appelé surface de dernière diffusion 5. La température du gaz
de radiation a ensuite continué à décrôıtre et est aujourd’hui mesurée et appelée rayonnement de
fond diffus (CMB). Les photons de ce fond diffus ont été émis autour d’un décalage vers le rouge
de l’ordre de zLSS ≃ 1085 et correspondent toujours à une distribution de corps noir puisque le
décalage vers le rouge n’est pas dépendant de la longueur d’onde. La température correspondante
de ce corps noir est de T̄0 = 2.725K. Beaucoup plus tôt, la température est suffisamment élevée
pour permettre des réactions nucléaires. Il s’agit donc d’une époque, appelée nucléosynthèse
primordiale, où les premiers noyaux plus lourds que l’hydrogène se forment. Elle a lieu à environ
z ≃ 1010.

1.3.3 Problèmes du big-bang chaud

– La platitude de l’univers :
Les données expérimentales indiquent que l’univers est extrêmement plat aujourd’hui,
avec |ΩK | < 0.02. On remarque que pour de la matière avec un paramètre d’état
we > −1/3, le rapport ΩK/Ωe est croissant avec a. Plus précisément, le rapport ΩK/Ωe

est au moins croissant comme a dans l’ère dominée par la matière et comme a2 dans
l’ère dominée par la radiation. L’univers aurait donc été au moins 1010 fois plus plat
au moment de la nucléosynthèse primordiale, et encore plus plat avant. Ces conditions
initiales n’apparaissent pas naturelles, car elles requièrent un ajustement fin 6 des ces
conditions initiales qui parâıt peu satisfaisant.

– Isotropie et homogénéité :
Sur la surface de dernière diffusion, seules des zones de l’espace d’une taille comparable à
r(ηLSS) ont pu avoir le temps de thermaliser. On peut calculer à partir de l’équation (2.53)
que le nombre de ces zones thermalisées dans le CMB observé aujourd’hui est de l’ordre
de

(

η0 − ηLSS
ηLSS

)3

∼
(

a0
aLSS

)3/2

∼ (1 + zLSS)
3/2 ≫ 1 . (1.42)

5. Last scaterring surface en anglais. Nous la mentionnerons donc par LSS.
6. fine tuning en anglais.
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Ceci contraste avec la très grande isotropie observée du CMB qui laisse penser que r(ηLSS)
doit être plus grand.

– Formation des structures :
L’espace-temps évoqué jusqu’à présent est strictement homogène et ne rend donc pas
compte des inhomogénéités de densité. L’étude des perturbations autour de cet espace-
temps de fond renseigne sur la formation des structures dont toutes les structures astro-
physiques sont issues. L’étude détaillée dans le chapitre 2 montre que les perturbations
de densité ne peuvent crôıtre sensiblement pendant l’ère dominée par la radiation tandis
qu’elles croissent comme le facteur d’échelle pendant l’ère dominée par la matière. L’uni-
vers étant fortement non linéaire aujourd’hui, (δρ/ρ̄)0 ∼ 1 et donc (δρ/ρ̄)eq ∼ 10−4, ce

qui est compatible avec l’ordre de grandeur des fluctuations du CMB (10−5). Les fluc-
tuations thermiques ne permettent pas d’expliquer la formation de telles inhomogénéités
pendant l’ère dominée par la radiation. De plus nous verrons au chapitre suivant que les
perturbations ayant une longueur d’onde λ super-Hubble sont gelées. Or pour un univers
dominé par la radiation comme c’est le cas avant l’équivalence, λ ∼ a ∼ t1/2 tandis que
dH ∼ t si bien que toutes les échelles de perturbations ont été à un moment super-Hubble
et donc gelées. Il faut donc postuler l’existence du spectre des perturbations initiales sans
pouvoir l’expliquer. Le spectre le plus compatible avec les observations est un spectre in-
variant d’échelle (dénommé spectre de Harrison-Zel’dovich [Harrison 70, Zeldovich 72]), et
son origine reste donc inexpliquée dans le cadre du big-bang chaud.

Nous verrons au chapitre 4 que le mécanisme de l’inflation permet de répondre à ces limi-
tations, avec une grande pertinence expérimentale. La combinaison de l’inflation et du big-bang
chaud sera dénommée modèle cosmologique standard 7.

7. La notion de modèle standard est aussi variable que la notion de nouveauté. Jusqu’à peu la théorie de
l’inflation était considérée comme une extension du modèle standard qui cöıncidait alors avec le big-bang chaud,
mais les observations détaillées du CMB lui donnent un support expérimental favorable et permettent de plus de
compléter le modèle du big-bang chaud en explication l’origine des structures. Elle tend donc a y être incorporée.
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Chapitre 2
Théorie des perturbations linéaires
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Observationnellement, l’univers n’est qu’approximativement homogène et en dessous de la
taille des amas de galaxies il est même fortement inhomogène. Etant donnée la complexité
de la relativité générale et plus particulièrement son caractère intrinsèquement non-linéaire, il
va falloir adopter une résolution approchée afin de comprendre de la formation de ces struc-
tures. Nous allons donc adopter une résolution perturbative autour d’un espace de Friedmann-
Lemâıtre. Cette perturbation d’un espace-temps va donner lieu au problème de jauge, et nous
exposerons en détail ses conséquences dans la partie II. Dans toute cette partie nous nous affran-
chirons de ce problème en travaillant dans une jauge donnée, c’est à dire en utilisant certaines
conditions sur les perturbations. Nous présentons dans les sections 2.1 et 2.2 les équations des
perturbations et leurs solutions en nous concentrant principalement sur les perturbations de la
métrique. Nous nous inspirons principalement de [Kodama & Sasaki 84] et plus particulièrement
de [Peter & Uzan 05]. Dans la section 2.3 nous exposons brièvement une approche perturbative
alternative essentiellement basée sur le formalisme ADM [Arnowitt et al. 62], dit formalisme
1 + 3. Dans le chapitre 3 nous exposons ensuite la physique des perturbations du CMB.
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2.1 Quantités perturbées

2.1.1 Décomposition SVT

Sur une variété tridimensionnelle munie d’une métrique γij à laquelle on associe une dérivée
covariante Di, tout champ vectoriel Xi peut être décomposé en un mode dit scalaire S et un
mode vectoriel Vi selon

Xi = DiS + Vi avec DiVi = 0. (2.1)

Xi comporte trois degrés de liberté. Le mode scalaire en comporte un, tandis que le mode
vectoriel en comporte deux du fait de la condition de transversalité qui lui est imposée. De même,
tout tenseur symétrique du second ordre Xij peut se décomposer en deux modes scalaires S1, S2,
un mode vectoriel Vi et un mode tensoriel Tij selon

Xij = DiDjS1 + S2γij +D(iVj) + Tij avec DiVi = 0, DiTij = T i
i = 0. (2.2)

Xij comporte six degrés de liberté. Les deux modes scalaires en comportent deux, le mode
vectoriel en comporte deux du fait de la condition de transversalité, et le mode tensoriel contient
les deux restants puisque quatre conditions lui sont imposées. On peut choisir de redistribuer les
deux degrés de liberté scalaires en les séparant entre la trace 3X ≡ 3Xi

i = ∆S1+3S2 et S1, avec
∆ ≡ DiD

i. Cette décomposition est dénommée scalaire-vecteur-tenseur (SVT). Les composantes
scalaires et vectorielles d’un tenseur du premier ordre peuvent être extraites selon

S = ∆−1DiXi ≡ Pi
SXi , (2.3)

V j =
(

δji −Dj∆−1Di

)

Xi ≡ P j
V,iX

i.

Quant aux composantes SVT d’un tenseur du second ordre, elles peuvent être extraites selon

X =
1

3
γklXkl , (2.4)

X̂ij ≡ Xij −Xγij ≡ P̂kl
ijXkl ,

S1 =
3

2
[∆(∆ + 3K)]−1DiDjX̂ij ≡ Qij

S X̂ij ,

Vk = 2 (∆ + 2K)−1∆P j
V,kPi

SX̂ij ,

Tkl = P i
V,kP j

V,lX̂ij ≡ Pij
T,klX̂ij . (2.5)

Il faut remarquer que cette décomposition n’est pas locale puisqu’elle fait intervenir l’inverse du
laplacien dont la signification rigoureuse fait intervenir une fonction de Green intégrée sur tout
l’espace. En définissant la fonction de Green comme étant la solution de

∆xG(x,x′) = δ3D(x− x′), (2.6)

la signification de A = ∆−1B est plus précisément

A(x) =

∫

G(x,x′)B(x′)dx′, (2.7)

où l’intégrale porte sur tout la variété tridimensionnelle. On a noté le symbole de Dirac δD afin
de le différencier des perturbations. Cette décomposition n’est en principe pas unique puisque
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l’on peut rajouter à la fonction de Green toute fonction harmonique, c’est à dire satisfaisant
l’équation de Laplace ∆f = 0. Dans le cas où la variété est sans bord, c’est-à-dire pour un
univers fermé, et le cas où la variété est non compacte avec des fonctions qui décroissent suffi-
samment asymptotiquement, les seules solutions de l’équation de Laplace sont des constantes,
si bien que A(x) est défini à une constante près [Stewart 90]. Pour dériver ces expressions, nous
avons utilisé les relations de commutation données en appendice A. Il est crucial d’utiliser ces
formules afin d’extraire les quantités intervenant dans la décomposition (2.2). En effet on peut
constater assez fréquemment dans la littérature une mauvaise extraction même dans le cas sans
courbure, par exemple dans les équation (78) et (79) de [Finelli et al. 06], l’équation (3.12) de
[Malik & Wands 04], l’équation (3.9) de [Malik 05]. Enfin, afin de simplifier l’utilisation implicite
de fonctions de Green, on introduit un ensemble complet de modes propres du laplacien sous
réserve de montrer son existence [Stein & Weiss 71, Berger et al. 71, Lehoucq et al. 03]. Il s’agit
d’un ensemble de fonction Qk(x) satisfaisant l’équation de Helmholtz

∆Qk = −
(

k2 −K
)

Qk, (2.8)

et qui doivent satisfaire la relation de fermeture

∑

k

Qk(x)Q
∗
k(x

′) = δ3D(x− x′). (2.9)

On peut ensuite décomposer toute fonction f(x) selon

f(x) =
∑

k

f(k)Qk(x), (2.10)

et travailler sur les coefficients f(k) pour lesquels le laplacien correspond à une multiplication par
−k2 +K. Dans le cas d’un univers plat cette base est celles des exponentielles 1

(2π)3/2
exp(ik.x)

et la somme sur k est continue (
∫

dk). La décomposition correspond alors à la transformée de
Fourier que nous utiliserons au cours de cette thèse. Il s’agit donc de la convention qui équilibre
les facteurs 2π entre la transformée de Fourier et son inverse.

2.1.2 Perturbations de la métrique et du tenseur énergie-impulsion

La métrique (1.1), une fois perturbée, peut être paramétrée selon

gµν = a2(η)
{

−(1 + 2Φ)(dη)µ(dη)ν + 2Bi(dx
i)(µ(dη)ν) + [(1− 2Ψ)γij + 2Eij ] (dx

i)µ(dx
j)ν
}

,
(2.11)

où on rappelle que Di est la dérivée covariante associée à la métrique des sections spatiales,
c’est-à-dire telle que Diγjk = 0. Cette décomposition, qui n’est pas la plus générale possible,
correspond à un choix de jauge, celui de la jauge Newtonienne. Nous expliquerons plus en
détail le problème de la liberté de jauge dans la partie II au chapitre 5. Cette décomposition
fait apparâıtre des degrés de liberté scalaires, Φ et Ψ, des degrés de liberté vectoriels Bi, et des
degrés de liberté tensoriels Eij . On constate donc qu’il y a deux degrés de libertés scalaires,
deux degrés de liberté vectoriels et deux degrés de liberté tensoriels. Sur les 10 degrés de liberté
possibles de la perturbation de la métrique, 4 sont absorbés par le fait de fixer la jauge comme
nous le verrons dans la section 5.2, et il nous reste donc bien 6 degrés de liberté. On rappelle
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que les indices latins i, j, k . . . sont montés et descendus avec la métrique spatiale conforme de
fond γij. Cela signifie que les variables de perturbation vivent dans l’espace tangent des sections
spatiales de fond.

Quant à la matière, elle est décrite dans l’espace perturbé par la perturbation de sa densité
d’énergie, de sa pression et de sa quadrivitesse selon

ρ ≡ ρ̄+ δρ ≡ ρ̄(1 + δ), P = P̄ + δP, uµ = ūµ +
vµ

a
. (2.12)

Les quatre composantes de la variable de perturbation de vitesse vµ ne sont pas indépendantes
car les vecteurs de quadrivitesse sont soumis à la normalisation uµu

µ = ūµū
µ = −1. Il n’y a

donc que trois degrés de liberté que l’on choisit de décrire par les composantes spatiales vi, v0

étant déterminé par la condition de normalisation. On décompose ces trois degrés de liberté en
deux degrés de liberté vectoriel v̂i et un degré de liberté scalaire v selon

vi = v̂i +Div , avec Div̂
i = 0. (2.13)

Les perturbations de densité d’énergie et de pression ne sont pas indépendantes et sont reliées
dans le cas d’un fluide barotropique, puisque P est alors une fonction de ρ. On définit la vitesse
du son adiabatique cs selon

dP

dρ
= c2s . (2.14)

L’équation de conservation (1.22) nous permet d’obtenir la relation suivante entre le paramètre
d’état w et la vitesse du son cs

w′ = −3H(1 + w)(c2s − w). (2.15)

En toute généralité le tenseur énergie impulsion compatible avec l’espace perturbé admet
aussi un tenseur de pression anisotrope. On utilisera donc la décomposition

Tµν = T̄µν + δTµν = ρuµuν + P (gµν + uµuν) + a2P̄ πµν , (2.16)

dans le cas d’un fluide non parfait.
Toutes les quantités perturbées sont ensuite décomposées en ordre de perturbations se-

lon [Bruni et al. 97, Nakamura 07]

W =
∑

n

δ(n)W

n!
. (2.17)

La somme commence à n = 0 pour les quantités qui sont non nulles sur l’espace de fond, comme
par exemple ρ ou P , et nous utilisons alors la convention δ(0)ρ = ρ̄. La somme commence à
n = 1 pour les quantités nulles sur l’espace de fond, comme les perturbations de la métrique
intervenant dans la décomposition (2.11). Nous utilisons également la notation W (n) ≡ δ(n)W
pour la perturbation d’ordre n. Dans toute cette partie, nous nous restreignons aux perturbations
linéaires c’est-à-dire que nous ne considérons que δ(1)W et nous utiliserons même l’abus de
notation δW à la place de δ(1)W . Quant aux quantités qui sont nulles sur l’espace de fond, nous
utiliserons la notation W à la place de W (1). Dans la partie II nous détaillerons la théorie des
perturbations jusqu’au second ordre et restaurerons des notations sans ambigüıté.
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Les perturbations du tenseur d’Einstein et du tenseur énergie-impulsion correspondant à la
métrique (2.11) sont rapportées dans l’appendice B.

Nous allons maintenant effectuer une décomposition SVT des équations d’Einstein ainsi que
des équations de conservation des fluides. Cependant, cette décomposition n’a été définie que
pour des tenseurs vivant dans l’espace tangent aux sections spatiales de fond, puisque nous
l’avons définie pour des variétés tridimensionnelles. Nous pouvons néanmoins décomposer un
champ vectoriel Xµ vivant dans l’espace-temps de fond selon

Xµ = −ūµ [ū
νXν ] + h̄ ν

µ Xν , (2.18)

où h̄µν = ḡµν + ūµūν est le projecteur sur les surfaces orthogonales à ūµ. ū
νXν est un champ

scalaire et peut donc être considéré comme un champ scalaire sur les sections spatiales de fond.
h̄ ν
µ Xν est un champ vectoriel qui peut être considéré comme un champ vectoriel vivant dans

l’espace tangent des sections spatiales de fond puisqu’il est orthogonal à ūµ. On s’intéressera
donc plus précisément à h̄ ν

i Xν . De même, on peut décomposer un champ tensoriel symétrique
Xµν selon

Xµν = ūµūν

[

ūαūβXαβ

]

− 2ū(µh̄
β
ν)ū

αXαβ + h̄αµh̄
β
νXαβ . (2.19)

Par les mêmes arguments, ūαūβXαβ , h̄βiū
αXαβ et h̄αih̄

β
jXαβ sont respectivement un champ

scalaire, un champ vectoriel et un champ tensoriel de l’espace tangent associé au section spatiales
de fond, pour lesquels nous pouvons effectuer une décomposition SVT. Par la suite lorsque nous
noterons X00, X0i ou Xij , nous ferons référence à ces quantités.

Nous présentons ci dessous la décomposition SVT des équations d’Einstein sans constante
cosmologique Gµν = κTµν . Si les différents fluides n’ont pas d’interaction entre eux, les tenseurs
énergie impulsion de chaque fluide sont conservés indépendamment, c’est-à-dire qu’ils satisfont
∇µT

µ
a ν = 0. Nous présentons également la décomposition SVT de ces équations d’évolution.

Dans le cas général, seul le tenseur énergie-impulsion total est conservé et chaque fluide est
soumis a une résultante des forces Qµ

a si bien que l’équation de conservation pour chaque fluide
se récrit

∇µT
µν
a = Qν

a,
∑

a

Qν
a = 0. (2.20)

2.1.3 Equations d’évolution des perturbations linéaires

Nous considérons le cas où l’univers est un mélange de plusieurs fluides parfaits et barotropes
(πµν = 0, P = P (ρ)) sans interactions entre eux. Nous utiliserons ensuite ces équations dans le
cas où l’univers n’est rempli que de radiation puis que de matière et enfin dans le cas où il s’agit
d’un mélange de radiation et de matière froide noire.

Modes scalaires

Les équations d’Einstein scalaires sont données par

– l’équation de Poisson donnée par (δG00 − κδT00) = 0,
– la trace de (δGij − κδTij) = 0,
– le mode scalaire de la partie sans trace de (δGij − κδTij) = 0,
– le mode scalaire de (δG0i − κδT0i) = 0,
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pour obtenir respectivement les équations

(∆ + 3K)Ψ− 3HΨ′ − 3H2Φ− 1

2

∑

e

κa2ρ̄eδe = 0 (2.21)

Ψ′′ +H2Φ+
1

3
∆(Φ−Ψ) +HΦ′ + 2HΨ′ −KΨ+ 2H′Φ− 1

2
κa2

∑

e

c2s,eρ̄eδe = 0 (2.22)

Ψ− Φ = 0 (2.23)

Ψ′ +HΦ+
1

2

∑

e

κa2ρ̄e(1 + we)ve = 0 . (2.24)

Nous obtenons deux équations scalaires d’évolution du fluide en considérant ∇µT
µ
e 0 = 0 ainsi que

le mode scalaire de ∇µT
µ
e i = 0. Il s’agit respectivement de l’équation de conservation ainsi que

de l’équation d’Euler de chaque fluide. Dans le cas où we est constant, et donc quand we = c2s,e,
ces équations sont

δ′e + (1 + we)
(

∆ve − 3Ψ′
)

= 0 , (2.25)

v′e +H(1− 3c2s,e)ve +Φ+
c2s,e

1 + we
δe = 0 . (2.26)

Dans le cas ou w n’est pas constant c’est-à-dire pour w 6= c2s, les équations de conservation sont
données en appendice D.1 tandis que les équations d’Einstein sont données en appendice D.2.
Si de plus les perturbations ne sont pas barotropiques, c’est-à-dire si la pression ne dépend
pas uniquement de ρ, alors il faut considérer une composante non-adiabatique dans les équation
précédentes. Ceci peut être le cas soit si les perturbations du fluide considéré sont intrinsèquement
non-adiabatiques, soit s’il s’agit d’un mélange de fluides barotropes pour lequel en général le
fluide résultant n’est pas barotrope 1. Dans ce dernier cas on contourne le problème en considérant
les différentes composantes fluides comme il a été fait dans les équations (2.21-2.24). Nous ne
considérerons dans ce manuscrit que le cas des perturbations adiabatiques.

Modes vectoriels

Les équations d’Einstein vectorielles sont données par

– le mode vectoriel de (δGij − κδTij) = 0,
– le mode vectoriel de (δG0i − κδT0i) = 0,

et sont respectivement

− (∆ + 2K)Bi + 2κa2
∑

a

(1 + wa)
(

v̂ia +Bi
)

= 0, (2.27)

B′
i + 2HBi = 0. (2.28)

Nous obtenons également grâce à la partie vectorielle de∇µT
µ
a i = 0 l’équation d’Euler vectorielle

de chaque fluide
(

v̂ia +Bi
)′
+H(1− 3c2s)

(

v̂ia +Bi
)

= 0. (2.29)

1. Aux échelles super-Hubble, les perturbations du fluide total restent adiabatiques si elles le sont initialement
comme nous le verrons dans la section 2.2.
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Modes tensoriels

Les équations d’Einstein tensorielles sont données par le mode tensoriel de (δGij − κδTij) = 0

E′′
ij + 2HE′

ij + (2K −∆)Eij = 0. (2.30)

2.2 Dynamique au premier ordre

Nous allons résoudre ces équations en espace de Fourier dans le cas plat, c’est-à-dire que
nous allons utiliser ∆ → −k2 et les conditions de transversalité DiBi = DiEij = 0 s’écrivent
kiBi = kiEij = 0. Ce choix est justifié par la phase d’inflation primordiale et aussi par les
contraintes observationnelles données dans la section 1.3 . Afin d’obtenir des solutions exactes,
nous nous placerons dans les trois cas simples suivants. Tout d’abord nous étudierons le cas d’un
univers dominé par le rayonnement, puis le cas d’un univers dominé par la matière, et enfin
un cas plus général prenant en compte un mélange de matière noire et de rayonnement. Nous
utiliserons les équations de la section 2.1.3 afin d’étudier ce dernier cas. Puisque celles-ci ont
été dérivées en supposant que les différents fluides n’ont pas d’interaction, cela signifie que l’on
considère un fluide de matière noire mélangé à un fluide de radiation. Puisque l’essentiel de la
matière est sous forme de matière noire, la matière baryonique interagissant avec la radiation
étant minoritaire, cette approximation constitue une bonne description lorsque l’on s’intéresse à
la dynamique des variables de perturbation de la métrique. Enfin, nous étudierons la dynamique
des baryons dans l’approximation fluide.

En ce qui concerne les modes vectoriels, la solution de l’équation d’Euler vectorielle (2.29)
est de la forme

v̂i +Bi ∝ a−(1−3c2s), (2.31)

tandis que la solution de l’équation d’évolution (2.28) est

Bi ∝ a−2. (2.32)

Les perturbations de métrique vectorielles décroissent avec l’évolution du facteur d’échelle et ne
vont donc pas intervenir dans la formation des structures. De plus, dans le cas où la vitesse n’a
pas de composante vectorielle, c’est-à-dire si v̂i = 0, alors l’équation de contrainte (2.27) implique
que Bi = 0. Nous négligerons donc dans la suite les perturbations vectorielles au premier ordre.

2.2.1 Ère de radiation

Dans le cas plat, l’équation d’évolution (2.30) au premier ordre en perturbations est une
équation différentielle linéaire d’ordre deux. L’ensemble des solutions est donc un espace vectoriel
de dimension deux. La solution divergente quand kη ≪ 1 n’est pas physique, ou plutôt correspond
au mode le plus décroissant qui devient négligeable quand kη crôıt. Nous ne retiendrons que la
solution non divergente quand kη ≪ 1. Pendant l’ère de radiation, cette solution est

Eij ∝ j0(kη)εij =
sin(kη)

kη
εij , (2.33)

où εij est un tenseur transverse sans trace constant normé, c’est à dire tel que kiεij = εii =
0 , εijε

ij = 1. Les fonctions jn sont les fonctions de Bessel sphériques, reliées aux fonctions de
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Bessel du premier ordre Jn par

jν(z) =

√

π

2z
Jν+ 1

2
(z). (2.34)

En ce qui concerne les modes scalaires du premier ordre dans le cas plat, on peut récrire
l’équation (2.22) en utilisant le fait que l’équation (2.23), dérivée pour un mélange de fluides
parfaits, implique pour les variables de perturbation du premier ordre 2 Φ = Ψ. On obtient alors
dans le cas d’un univers plat dominé par la radiation

Φ′′ + 3HΦ′ +
(

H2 + 2H′
)

Φ− κa2

6
ρ̄rδr = 0 (2.35)

En combinant cette équation avec l’équation (2.21) afin d’éliminer δr, et en utilisant l’équa-
tion (1.32) nous obtenons

Φ′′ + 4HΦ′ − 1

3
∆Φ = 0, (2.36)

dont la solution la moins décroissante est (en espace de Fourier)

Ψ = Φ = A(k)3
√
3(kη)−1j1

(

kη/
√
3
)

= A(k)
9
√
3

(kη)3

[

sin
(

kη/
√
3
)

− kη√
3
cos
(

kη/
√
3
)

]

. (2.37)

Les coefficients numériques ont été choisis de telle sorte pour que Φ → A(k) dans la limite
kη → 0. Nous pouvons ensuite obtenir v et δ à partir de l’équation (2.24) et l’équation (2.21).
Nous obtenons respectivement

v = − A(k)

2k3η2
3
√
3

[

2
√
3kη cos

(

kη√
3

)

+
(

k2η2 − 6
)

sin

(

kη√
3

)]

(2.38)

et

δ =
A(k)

(kη)3

[

12
√
3(3− k2η2) sin

(

kη/
√
3
)

+ 6kη(k2η2 − 6) cos
(

kη/
√
3
)]

. (2.39)

Pour des modes super-Hubble (kη ≪ 1)

Φ = Ψ ≃ A(k), kv ≃ −A(k)

2
kη, δ ≃ −2A(k), (2.40)

les perturbations de métrique et de densité d’énergie sont donc gelées. En revanche pour des
modes sub-Hubble

Φ = Ψ ≃ A(k)
9

(kη)2
cos
(

kη/
√
3
)

, kv ≃ −3
√
3A(k)

2
sin
(

kη/
√
3
)

. (2.41)

On constate donc que les perturbations de métriques sont amorties lorsqu’elles rentrent sous
le rayon de Hubble et que les perturbations de densité d’énergie ne sont pas croissantes. Nous
verrons que ceci n’est plus le cas si le contenu matériel est dominé par la matière. L’intensité
des perturbations pour un mode rentré sous le rayon de Hubble pendant l’ère de radiation sera
donc atténuée d’autant plus que ce mode est devenu sub-Hubble tôt.

2. Si l’on considère la transition radiation-matière, on montre grâce à la théorie statistique détaillée dans la
section 3.3 que le tenseur de pression anisotrope de la radiation ne peut plus être négligé. De plus les neutrinos,
que nous ignorons totalement dans ce manuscrit, développent également un tenseur de pression anisotrope et ne
peuvent donc pas être décrit par un fluide parfait au premier ordre dans les perturbations.
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2.2.2 Ère de matière

Pendant l’ère de matière, la solution la moins décroissante de l’équation d’évolution (2.30)
est

Eij ∼ 3
j1(kη)

kη
ǫij = 3

sin(kη)− kη cos(kη)

(kη)3
ǫij . (2.42)

En ce qui concerne les modes scalaires du premier ordre dans le cas plat, en procédant de la
même manière que pour le cas d’un univers dominé par la radiation, on peut récrire l’équation
(2.22) sous la forme

Φ′′ + 3HΦ′ = 0. (2.43)

La solution la moins décroissante est constante et s’écrit donc

Ψ = Φ = A(k). (2.44)

Nous pouvons ensuite obtenir v et δ à partir de l’équation (2.24) et l’équation (2.21). Nous
obtenons respectivement

v = −1

3
A(k)η (2.45)

et

δ = −
[

1

6
(kη)2 + 2

]

A(k). (2.46)

Nous constatons que pour des modes sub-Hubble le contraste de densité est croissant comme
(kη)2 ∼ a. C’est donc pendant l’ère de matière que l’effondrement gravitationnel peut mener à
la formation des structures à partir de fluctuations primordiales.

2.2.3 Transition radiation-matière

L’ère dominée par la matière succède à l’ère dominée par la radiation, les solutions présentées
dans les deux cas ci-dessus ne sont donc pas valables partout. Afin de les raccorder, nous allons
étudier le cas d’un univers dominé par un mélange de matière et de rayonnement sans interaction.
La densité d’énergie et la pression sont additifs pour des fluides suffisamment dilués si bien que
la densité d’énergie totale ainsi que la pression totale sont données par

ρ = ρm + ρr, P = Pm + Pr. (2.47)

Nous déduisons tout d’abord que le paramètre d’état total est donné par

ρw = ρmwm + ρrwr =
1

3
ρr. (2.48)

De plus en dérivant cette relation et en utilisant l’équation (2.15) qui est satisfaite pour chaque
fluide ainsi que pour le fluide total, nous en déduisons que

ρ̄c2s = ρ̄m

(

1 + wm

1 + w

)

c2s,m + ρ̄r

(

1 +wr

1 + w

)

c2s,r =
4w

3(1 + w)
ρ̄ . (2.49)

Plutôt que d’utiliser le temps conforme comme paramètre d’évolution des variables de pertur-
bation, nous allons utiliser le facteur d’échelle normalisé à l’équivalence

y ≡ a

aeq
=

1 + zeq
1 + z

. (2.50)
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Nous définissons de plus la longueur λeq = 2πdH(ηeq). Au facteur 2π près il s’agit du rayon de
Hubble à l’équivalence. Le mode associé, et qui devient donc sub-Hubble après l’équivalence, est
donné par

keq ≡ Heq ≡ H(ηeq). (2.51)

La fonction de Hubble et la première équation de Friedmann (1.20) dans le cas plat s’écrivent
respectivement

H =
y′

y
, H2 =

1 + y

2y2
Heq . (2.52)

Nous pouvons résoudre facilement ce système pour déduire l’évolution de y en fonction du temps
conforme. Tout d’abord nous déduisons facilement que y′′ = (keq/2)

2, et nous obtenons

y =
keqη√

2
+

(keqη)
2

8
, η =

2
√
2

keq

(

−1 +
√

1 + y
)

, (2.53)

ce qui interpole les solutions obtenues dans la section 1.32. De plus, comme ρ̄r ∝ a−4 et ρ̄m ∝ a−3,
nous déduisons que

y =
ρ̄m
ρ̄r

,
ρ̄r
ρ̄

=
1

1 + y
,

ρ̄m
ρ̄

=
y

1 + y
(2.54)

ainsi que

w =
1

3(1 + y)
, c2s =

1

3

1
(

1 + 3
4y
) . (2.55)

Afin de paramétrer l’évolution des perturbations scalaires par y, nous avons également besoin de
pouvoir passer des dérivées par rapport à η à des dérivées par rapport à y, grâce aux relations

X ′ =

√

1 + y

2
keq

dX

dy
, X ′′ =

1 + y

2
k2eq

d2X

dy2
+

k2eq
4

dX

dy
. (2.56)

L’équation (2.22), combinée à l’équation (2.21) peut être récrite en utilisant tous ces résultats
préliminaires selon

d2Φ

dy2
+

[

8 + 9y

2y(1 + y)

]

dΦ

dy
+

1

y(1 + y)
Φ +

2

3(1 + y)k2eq
k2Φ+

1

2y(1 + y)
δm = 0. (2.57)

Dans la limite où y ≫ 1, en utilisant l’équation de Poisson (2.21), cette équation est approximée
par l’équation

d2Φ

dy2
+

[

6 + 7y

2y(1 + y)

]

dΦ

dy
= 0, (2.58)

et on retrouve en utilisant les relations (2.56) l’équation d’évolution en ère de matière (2.43).
L’équation (2.57) d’évolution pour Φ fait intervenir le contraste de densité de la matière dont
il va falloir déterminer l’évolution. L’équation de conservation (2.25) ainsi que l’équation d’Eu-
ler (2.26) au premier ordre pour la matière s’écrivent en fonction de y

dδm
dy

=
k

keq

√

2

1 + y
vm + 3

dΦ

dy
, (2.59)

dvm
dy

= −vm
y

− k

keq

√

2

1 + y
Φ . (2.60)
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Ces équations peuvent être combinées pour obtenir un équation différentielle du second ordre
pour δm

d2δm
dy2

+
2 + 3y

2y(1 + y)

dδm
dy

= SΦ(y) ≡ +3
d2Φ

dy2
+

[

6 + 9y

2y(1 + y)

]

dΦ

dy
− 2k2

(1 + y)k2eq
Φ. (2.61)

Avant de rechercher les solutions de ce système d’équations couplées (2.57-2.61), il nous faut
déterminer les conditions initiales du contraste de densité du fluide de matière. Le mélange de
fluides parfaits n’étant pas a priori parfait, on suppose de plus que le mélange du fluide de
radiation et du fluide de matière se comportent comme un seul fluide parfait, c’est-à-dire que le
fluide total dont les quantités thermodynamique sont données par les relations (2.47) satisfait
δP = c2sδρ, où cs est donné dans les relations (2.55). Comme δρ = δρm + δρr on obtient que le
contraste de densité du fluide total est donné par

δ =
yδm + δr
1 + y

. (2.62)

Pour que le fluide total satisfasse δP = c2sδρ il faut alors que les contrastes de densités satisfassent
la condition d’adiabaticité

δm = 3δr/4. (2.63)

On utilise donc cette condition si l’on suppose des conditions initiales adiabatiques. Une repré-
sentation des solutions de l’équation (2.61) peut être écrite sous forme intégrale en utilisant la
méthode de la fonction de Green. On obtient

δm(y) = C1 + C2 ln

(√
1 + y − 1√
1 + y + 1

)

+

∫ y

0
G(y, ỹ)SΦ(ỹ)dỹ, (2.64)

où

G(y, ỹ) = ỹ
√

1 + ỹ ln

[

(√
1 + ỹ + 1

) (√
1 + y − 1

)

(√
1 + y + 1

) (√
1 + ỹ − 1

)

]

. (2.65)

Nous allons maintenant nous restreindre au domaine où la radiation domine le contenu éner-
gétique de l’univers, c’est-à-dire quand y ≪ 1. D’après la relation (2.53), la solution particulière
multipliant C2 est de la forme ≃ ln(

√
1 + y − 1) ∝ ln(kη). Pour des conditions initiales adiaba-

tiques, en utilisant le fait que la solution (2.39) pour un univers dominé par la radiation possède
une valeur finie dans cette limite [3Φ(y = 0)/2], et comme la solution particulière de (2.64) tend
vers 0 dans cette limite, on obtient que C2 est nécessairement nul et C1 = 3Φ(y = 0)/2.

Nous cherchons de plus à décrire des modes qui rentrent sous le rayon de Hubble lorsque cette
limite y ≪ 1 est encore valable. Un mode est sous le rayon de Hubble si kη =

√
2ky/keq ≫ 1.

Comme l’essentiel de la variation de Φ et donc de SΦ se situe aux alentours de η = 1/k, c’est-
à-dire de y = keq/(

√
2k), la solution particulière peut être évaluée en menant l’intégrale jusqu’à

l’infini. Pour cela nous supposons que Φ est déterminé principalement par δr dans l’équation de
Poisson (2.21). Après intégration numérique, en utilisant pour Φ la solution obtenue dans un
univers dominé par la radiation (2.37), on obtient que cette solution est correctement approchée
par

∫ y

0
G(y, ỹ)SΦ(ỹ)dỹ ≃ −6 + 9 ln

(

k
√
2y

keq

)

. (2.66)
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Finalement, dans ce régime la croissance du contraste de densité de la matière est correctement
décrite par

δm(k, y) ≃ Φ(k, y = 0)

[

−4.5 + 9 ln

(

k
√
2y

keq

)]

. (2.67)

Nous constatons donc que pour des modes sub-Hubble dans l’ère dominée par la radiation,
δm ∝ ln y. Or d’après l’équation (2.39) pour ces modes

δr(k, y) ∼ 6Φ(k, y = 0) cos

[

k

keq

2
√
2√
3

(

√

1 + y − 1
)

]

, (2.68)

si bien qu’il va exister un temps correspondant à un facteur d’échelle réduit y⋆ où la contribution à
l’équation de Poisson (2.21) du fluide de matière devient comparable à celle du fluide de radiation
(voir Figs. 2.1 et 2.2).
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Figure 2.1 – δρm/ρ̄ = y
1+y δm (en trait plein) et δρr/ρ̄ = 1

1+y δr (en tirets) pour k/keq = 1, 2, 5
respectivement en rouge vert et bleu. Pour des modes plus grands que keq il apparâıt que le
potentiel gravitationnel va être déterminé par les fluctuations dans le fluide de matière avant
l’équivalence.

Nous allons donc étudier le régime où pour ce mode sub-Hubble, le potentiel Φ est principa-
lement déterminé par δm plutôt que δr, c’est-à-dire pour y ≫ y⋆(k). L’équation de Poisson dans
cette approximation s’écrit

Φ = −
3k2eq
4yk2

δm. (2.69)

et le terme dominant de SΦ est alors

SΦ ≃ − 2k2

(1 + y)k2eq
Φ. (2.70)

L’équation d’évolution de δm (2.61) prend donc la forme suivante

d2δm
dy2

+
2 + 3y

2y(1 + y)

dδm
dy

− 3

2y(1 + y)
δm = 0, (2.71)
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Figure 2.2 – y⋆ en fonction du rapport k/keq

qui est l’équation de Mészáros [Mészáros 74]. Ses solutions sont de la forme

D+(y) = y + 2/3, D−(y) = −2
√

(1 + y) +D+(y) ln

(√
1 + y + 1√
1 + y − 1

)

. (2.72)

La solution est donc une combinaison linéaire de D+ et D− dont les coefficients doivent être
déterminés de telle sorte qu’elle se raccorde à la solution (2.67), dans la limite y ≪ 1. Le potentiel
Φ est ensuite déduit de l’équation (2.69). Cependant, une intégration numérique donnera des
résultats plus précis, et les résultats sont présentés sur la figure 2.1.

On s’intéresse maintenant aux modes qui sont super-Hubble pendant toute la transition entre
l’ère de rayonnement et l’ère de matière, c’est-à-dire les modes tels que kη =

√
2ky/keq ≫ 1.

Pour ces modes, l’équation de conservation (2.25) s’écrit respectivement pour la radiation et
pour la matière

δ′r − 4Ψ′ = 0, (2.73)

δ′m − 3Ψ′ = 0, (2.74)

ce qui implique que si nous avons des conditions initiales adiabatiques, alors cette condition reste
satisfaite pour les modes super-Hubble car

(

δm − 3

4
δr

)′

= 0. (2.75)

Nous pouvons en déduire que pour les modes super-Hubble avec des conditions initiales adiaba-
tiques

δm =
3(1 + y)

4(1 + 3
4y)

δ, δr =
(1 + y)

(1 + 3
4y)

δ. (2.76)

En utilisant ce résultat ainsi que l’équation de Poisson (2.21) pour les modes super-Hubble, on
obtient

δ = −2

(

Φ+
dΦ

dy
y

)

, (2.77)
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et on peut donc récrire l’équation d’évolution de Φ (2.57) sous la forme fermée

d2Φ

dy2
+

[

32 + 54y + 21y2

2y(1 + y)(4 + 3y)

]

dΦ

dy
+

1

y(1 + y)(4 + 3y)
Φ = 0. (2.78)

Les solutions de cette équation sont de la forme

Φ(y) = C1

√
1 + y

y3
+ C2

(

−16− 8y + 2y2 + 9y3
)

y3
. (2.79)

En imposant que la limite quand y ≪ 1 est finie et vaut Φ(0) = A(k), on a nécessairement
C1 = 16C2 et C2 = Φ(0)/10 = A(k)/10. La solution s’écrit donc

Φ(y) =
A(k)

10y3

[

16
√

1 + y + 9y3 + 2y2 − 8y − 16
]

. (2.80)

On remarque qu’après la transition, Φ(y) tend vers une constante qui est donnée par

Φ(y ≫ 1) =
9

10
Φ(y ≪ 1). (2.81)

2.2.4 Loi de conservation

Dans le cas de modes super-Hubble, nous avons vu que les contrastes de densité du mélange
radiation matière froide peuvent être reliés au contraste de densité total par les équations (2.76)
si les conditions initiales des perturbations sont adiabatiques. On en déduit que le fluide total
est un fluide parfait pour les modes super-Hubble car δP − c2sδρ = 0. On peut alors combiner
les équations (2.21-2.23) pour obtenir

Ψ′′ +HΦ′ +HΨ′(2 + 3c2s) + 3Φ(c2s − w)− c2s∆Ψ = 0. (2.82)

En utilisant la contrainte (2.23) qui nous permet d’écrire Φ = Ψ, cette équation se récrit

Ψ′′ +Ψ′3H(1 + c2s) + 3Ψ(c2s − w)− c2s∆Ψ = 0. (2.83)

Pour les modes super-Hubble cette équation prend la forme d’une loi de conservation

−H
2Q

R(1)′ ≃ 0, (2.84)

avec Q ≡ Hρ̄/ρ̄′ = − 1
3(1+w) et où R(1) est la perturbation de courbure en jauge comobile donnée

au premier ordre,

R(1) ≡ Ψ− 2Q

H
(

Ψ′ +HΦ
)

. (2.85)

Cette relation peut être utilisée pour établir un lien entre les variables de perturbation super-
Hubble avant et après la transition rayonnement-matière mais aussi pour établir un lien entre la
phase d’inflation primordiale et l’ère de radiation. Il s’agit de la version intégrale de l’équation
(2.83). La solution particulière correspond à la solution croissante de l’équation (2.83) tandis que
la solution de l’équation homogène, c’est-à-dire avec R(1) = 0 correspond au mode décroissant
de l’équation (2.83).
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Dans une ère dominée par un fluide de paramètre d’état w constant, c’est-à-dire tel que
w = c2s, une fois le mode décroissant négligeable, on peut relier Ψ à R pour des modes super-
Hubble par

ΨI =
3(1 + w)

5 + 3w
R(1)

I , (2.86)

où l’indice I signifie qu’il s’agit une condition initiale pour les modes lorsqu’ils sont super-Hubble.
Cet indice est pratique car il signifie également que cette valeur est héritée de l’inflation. On
retrouve alors en évaluant cette relation en w = 1/3 et w = 0 la relation (2.81) entre le potentiel
super-Hubble pendant les ères de radiation et de matière.

Au cours des sections précédentes, nous avons donc vu que les perturbations vectorielles
étaient négligeables car amorties systématiquement, tandis que les perturbations tensorielles
sont amorties uniquement lorsqu’elles deviennent sub-Hubble. Quant aux perturbations de la
métrique, lorsqu’elles sont super-Hubble elles sont constantes et ne varient que d’un facteur
9/10 à la transition rayonnement matière. Les modes sub-Hubble sont eux amortis pendant l’ère
de radiation mais regagnent une légère croissance logarithmique au moment de la transition
radiation-matière, puis sont constants pendant l’ère de matière.

2.2.5 Intéractions baryons-photons

La description précédente qui supposait que toute la matière n’intéragissait pas avec la
radiation est adaptée quand il s’agit de déterminer le potentiel Φ. En revanche si l’on veut
déterminer correctement les fluctuations du fluide de radiation, il faut prendre en compte son
interaction avec les baryons, et ce d’autant plus que la densité d’énergie des photons diminue
pour devenir inférieure à celle des baryons. On introduit pour paramétrer ce moment le rapport

R =
3ρ̄b
4ρ̄r

, (2.87)

où on a divisé le contenu en matière entre matière noire froide ρc et matière baryonique ρb
(ρm = ρc + ρb). Si on introduit le rapport ǫ ≡ ρb/ρm ≃ 0.15, alors R = 3

4ǫy. Dans la limite
R ≪ 1, et on s’attend à ce que les baryons perturbent peu les conclusions établies pour un univers
dominé par la radiation. Cependant, lorsque on approche l’équivalence, nous avons vu que la
matière n’intéragissait pas avec la radiation, c’est-à-dire la matière noire froide, va déterminer
le potentiel gravitationnel, tandis que parallèlement R crôıt et que les effets de l’interaction avec
les baryons vont se faire ressentir pour la radiation. La forme de l’équation (2.20) qui caractérise
l’interaction entre le fluide de radiation et le fluide de baryons doit être justifiée à partir de
l’étude cinétique et nous exposerons la démarche nécessaire pour cela dans la section 3.3.7. Dans
l’approximation fluide, on obtient donc l’équation de conservation et l’équation d’Euler sous la
forme

δ′r =
4

3
k2vr + 4Ψ′, v′r = −1

4
δr − Φ+

1

6
k2πr + τ ′(vb − vr) (2.88)

δ′b = k2vb + 3Ψ′, v′b = −Hvb − Φ− τ ′

R
(vb − vr), (2.89)

où τ ′ = an̄eσT, σT étant la section efficace de la diffusion Compton, n̄e la densité d’électrons
libres de fond et k2πr ≡ kikjπij . La pression anisotrope est la manifestation du fait que le
fluide de radiation soumis aux diffusions Compton sur les baryons ne va plus rester un fluide
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parfait. Par conséquence il faut déterminer, via la théorie cinétique, sa forme la mieux adaptée
a l’approximation fluide. Il peut être montré grâce à la théorie cinétique que si les intéractions
entre les photons et les baryons sont fortes, πr ≃ −96

45vr/τ
′. Il faut également faire la distinction

entre Φ et Ψ qui vont cesser d’être égaux à cause de la présence du ce tenseur de pression
anisotrope car ce tenseur intervient dans l’équation (2.23). Dans un premier temps nous allons
considérer des échelles telles que k/τ ′ ≪ 1, c’est-à-dire que nous allons considérer le régime de
couplage fort 3 [Peebles & Yu 70, Sachs & Wolfe 67]. Plus précisément, nous allons considérer un
développement perturbatif des équations dans le paramètre k/τ ′ et travailler d’abord à l’ordre
dominant. Nous obtenons à partir de l’ordre dominant des équations d’Euler et de conservation

vb = vr +O(k/τ ′), δ′r =
4

3
δ′b +O(k/τ ′). (2.90)

Les équations d’Euler se récrivent donc

[(1 +R)vr]
′ = −1

4
δr − (1 +R)Φ +O(k/τ ′) , (2.91)

ce qui permet ensuite de fermer la dérivée de l’équation de conservation de la radiation

δ′′r +
R′

1 +R
δ′r +

k2

3(1 +R)
δr = 4

[

Φ′′ +
R′

1 +R
Φ′ − 1

3
k2Φ

]

+O(k/τ ′) ≡ F (Φ) +O(k/τ ′). (2.92)

Le membre de gauche est une équations d’oscillation harmonique amortie, dont l’amortissement
et le changement de fréquence sont dus à la proportion croissante R de baryons par rapport aux
photons. Alors que le potentiel est de plus en plus déterminé par le contraste de densité de la
matière noire qui s’effondre gravitationnellement, celui-ci agit comme un terme de forçage pour
cette équation harmonique qui décale la position moyenne des oscillations. Dans la limite où le
terme d’amortissement est faible devant la pulsation des oscillations, c’est-à-dire

ωs ≡
k

√

3(1 +R)
≫ R′

1 +R
, (2.93)

on peut donner une solution en couplage fort dans l’approximation WKB (Wentzel-Kramers-
Brillouin) à l’équation homogène. Pour une équation différentielle du second ordre à coefficients
non constants du type

f ′′ +
B′

B
f ′ + ω2f = 0 , (2.94)

on peut estimer deux solutions linéairement indépendantes par les solutions approchées

f±
WKB ≡ 1√

Bω
exp

[

±i

∫ η

0
ω(η′)dη′

]

. (2.95)

Ces fonctions satisfont l’équation

f ′′
WKB +

B′

B
f ′
WKB +

(

ω2 −QWKB

)

fWKB = 0 , (2.96)

3. tight coupling en anglais.
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avec la différence par rapport à l’équation (2.94) donnée par

QWKB =
1

4

[

(

B′

B

)2

+ 3

(

ω′

ω

)2
]

− 1

2

[

B′′

B
+

ω′′

ω

]

. (2.97)

Dans le cas où ce terme peut être négligé par rapport à ω2, ces solutions sont de bonnes approxi-
mations analytiques. Dans le cas de l’équation homogène associée à l’équation (2.92), ω = ωs et
B = 3(1 +R) = 1/ω2. La condition de validité de l’approximation WKB s’écrit donc

∣

∣

∣

∣

QWKB

ω2

∣

∣

∣

∣

=
3

4k2

[

R′′ − 1

4

(R′)2

(1 +R)

]

=
9ǫ

64

(

keq
k

)2 [

1 +
3

8
ǫ(y − 1)

]

≪ 1 (2.98)

Pour le mode k = keq au moment de l’équivalence (y = 1), cette quantité vaut approximative-
ment 0.02 et varie très peu jusqu’au découplage à yLSS = (1 + zeq)/(1 + zLSS) ≃ 3.3. L’approxi-
mation WKB constitue donc une très bonne estimation pour les modes k > keq. Les solutions
de l’équation homogène associée à l’équation (2.92) sont donc pour ces modes correctement
approchées par

δr,1(η) =
1

(1 +R)1/4
cos[krs(η)], δr,2(η) =

1

(1 +R)1/4
sin[krs(η)], (2.99)

avec

krs(η) ≡
∫ η

0
ωs(η

′)dη′ . (2.100)

On peut déterminer la solution génerale forcée par le terme F (Φ) grâce à la méthode de la
fonction de Green

δr(η) = C1δr,1 + C2δr,2 +

∫ η

0
G(η, η′)F (η′)dη′, (2.101)

où la fonction de Green est

G(η, η′) ≡ δr,1(η
′)δr,2(η) − δr,1(η)δr,2(η

′)

δr,1(η′)δ′r,2(η
′)− δr,2(η′)δ′r,1(η

′)
=

√
3[1 +R(η′)]3/4

k[1 +R(η)]1/4
sin[krs(η)− krs(η

′)]. (2.102)

Dans le cas où les variations de R et Φ sont très lentes devant la période des oscillations, on peut
donner une solution approchée de cette solution générale. Nous allons donner une explications
intuitive de la forme que l’on obtient alors. L’équation (2.92) peut se récrire au premier ordre
dans le développement en k/τ ′ comme une équation pour la quantité Q ≡ δr

4 − Φ selon

[(1 +R)Q′]′ +
k2

3
Q = −k2

3
(2 +R)Φ. (2.103)

Dans le cas où R et Φ varient lentement, ce qui est le cas quand l’univers devient dominé
par la matière, cette équation est comme celle d’un oscillateur harmonique amorti de pulsation
ωs, forcé par une force lentement dérivante. Le système est analogique à celui d’un ressort
et d’une masse posés sur un plan incliné et soumis au frottement visqueux, pour lequel on
augmenterait lentement l’angle d’inclinaison du plan. Q va donc osciller autour de la position
moyenne −Φ(2 +R). En l’absence de frottement, l’amplitude est donnée par la différence entre
sa valeur initiale et la position moyenne, c’est-à-dire Q(0)+Φ(2+R). La présence du frottement



30 Théorie des perturbations linéaires

visqueux va ensuite atténuer cette amplitude comme vu précédemment d’un facteur 1/(1+R)1/4

et faire dériver lentement la pulsation des oscillations. On aura donc

Q(k, η) = −(2 +R)Φ +
[Q(0) + (2 +R)Φ]

(1 +R)1/4
cos[krs(η)] . (2.104)

Nous verrons dans la section (3.1) que la quantité ΘSW ≡ δr
4 + Φ = Q + 2Φ est reliée aux

fluctuations de température du CMB. On obtient donc pour cette variable

ΘSW(k, η) =
[ΘSW(0) +RΦ]

(1 +R)1/4
cos[krs(η)] −RΦ . (2.105)

Si nous souhaitons raffiner cette description, il faut prendre en compte les effets dans l’ordre
suivant en k/τ ′. Nous ne rentrerons pas dans le détail de ce calcul. La principale conclusion est
que le terme d’amortissement se trouve modifié, et qu’on peut en rendre compte en multipliant les
solutions (2.99) par une facteur d’amortissement exp[−(k/kD)

2], dit amortissement Silk [Silk 68],
où l’échelle d’amortissement kD est donnée par [Hu 95]

k−2
D (η) =

1

6

∫ η

0

1

1 +R(η′)

[

16

15
+

R2(η′)

1 +R(η′)

]

dη′

τ ′(η′)
. (2.106)

En pratique nous utiliserons cette approche phénoménologique pour décrire l’état de la surface
de dernière diffusion et nous noterons alors kD = kD(ηLSS).

2.3 Le formalisme 1+3

2.3.1 Principe général

Jusqu’à présent, nous avons présenté une approche perturbative basée sur des coordonnées,
un espace de fond et des variables invariantes de jauge. Celle approche a été introduite par
Bardeen [Bardeen 80] et est majoritairement utilisée dans les publications de cosmologie. On
peut cependant adopter un point de vue tout à fait opposé et utiliser un formalisme covariant
qui ne se réfère pas aux coordonnées mais utilise des objets tensoriels ayant une existence propre
indépendante du choix de coordonnées. Nous allons résumer ce formalisme mais plus de détails
peuvent être trouvés dans [Ellis & van Elst 98]. Afin de donner une interprétation dynamique
aux équations, c’est-à-dire sous la forme d’évolution temporelle de quantités physiques, on réalise
un découpage local 1 + 3 de l’espace temps. Cela consiste à supposer qu’il existe un ensemble
d’observateurs de quadrivitesse uµ dont les lignes d’univers constituent une partition de l’espace-
temps et dont le temps propre τ sert de coordonnée temporelle. En se référant aux variations
de quantités physiques le long des trajectoires suivies par ces observateurs, on définira une
dérivée temporelle. De même, en se référant aux variation de quantités physiques le long des
surfaces localement orthogonales au flot de ces observateurs, on obtiendra une dérivée spatiale.
Formellement, ces observateurs permettent de définir un projection parallèle Uµ

ν = −uµuν ainsi
qu’une projection orthogonal hµν = gµν + uµuν . On peut donc décomposer tout vecteur en sa
partie parallèle et sa partie orthogonale, et généraliser cette décomposition pour des tenseurs
quelconques. On décomposera ainsi le tenseur énergie impulsion comme dans l’équation (1.15),
ainsi que le tenseur de Ricci et le tenseur de Riemann, et si l’on s’intéresse à la théorie cinétique
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on décomposera l’espace tangent. On définit alors la dérivée directionnelle et la dérivée spatiale
d’un tenseur quelconque T µ

ν par

Ṫ µ
ν ≡ uα∇αT

µ
ν , DαT

µ
ν ≡ hβαh

ω
νh

µ
σ ∇βT

σ
ω ≡ Ph (∇αT

µ
ν) . (2.107)

On décompose la dérivée covariante de uµ selon

∇νuµ = −uνaµ +Dνuµ ≡ −uνaµ +
Θ

3
hµν + σµν + ωµν . (2.108)

aµ est l’accélération qui est non nulle si les observateurs ne suivent pas de géodésique, σµν est
le cisaillement 4 et ωµν est la vorticité. Dµ est compatible avec hµν , c’est-à-dire Dαhµν = 0,
mais n’est sans torsion que si ωµν = 0. Dans ce dernier cas, on peut définir des sections spatiales
globales orthogonales à l’ensemble des observateurs de quadrivitesse uµ. Dans ce cas on bénéficie
également d’une foliation de l’espace-temps c’est-à-dire d’un ensemble d’hypersurfaces de type
espace qui réalise une partition de l’espace-temps. Ce découpage en tranches d’espace est appelé
formalisme 3 + 1 (voir [Gourgoulhon 07] pour des notes de cours sur ce sujet). Lorsque l’on
exprime cette foliation en faisant référence explicitement aux coordonnées, ce formalisme est
plus connu sous le nom de formalisme ADM [Arnowitt et al. 62]. Les approches 1 + 3 et 3 + 1
sont donc différentes mais très liées. Dans le cas où il n’y a pas de vorticité, Dµuν = Dνuµ et on
définit le tenseur

Kµν ≡ D(µuν) =
Θ

3
hµν + σµν . (2.109)

Kµν est alors symétrique et orthogonal à uµ (Kµνu
µ = 0) et est appelé courbure extrinsèque des

sections spatiales. On peut alors relier le tenseur de Riemann associé à gµν à celui associé à hµν ,
en utilisant la relation de Gauss-Codazzi

Rαβγρ = 3Rαβγρ + 2Kα[γKρ]β + 4u[αaβ]a[ρuγ] + 4
(

D[αKβ][ρ

)

uγ] + 4u[βK
λ
α]Kλ[ρuγ]

+4u[βPh

(

K̇α][ρ

)

uγ] + 4
(

D[αKβ][ρ

)

uγ] + 4
(

D[γKβ][ρ

)

uα] + 4u[γDρ]a[βuα] .

Si la matière est sans vorticité alors elle peut servir à réaliser ce découpage, sinon il faut distinguer
le flot d’observateurs qui servent au découpage 1+3 du flot de matière. En projetant la relation
de commutation des dérivées covariantes selon les composantes parallèles et orthogonales ainsi
qu’en projetant les identités de Bianchi et en utilisant Gµν = κTµν , on obtient un ensemble
d’équations d’évolution et de contrainte [Ellis & van Elst 98].

Cette approche ne fait pas référence explicitement à une espace de fond si bien qu’il faut
trouver une procédure afin de donner un sens à la notion de perturbations. Une solution consiste
à prendre des gradients spatiaux (Dµ) des quantités physiques. Par exemple, dans ce formalisme,
l’équation de conservation s’écrit

ρ̇+Θ(ρ+ P ) = 0. (2.110)

En appliquant l’opérateur Dµ, on obtient

Dµρ̇+ (ρ+ P )DµΘ+ΘDµ(ρ+ P ) = 0. (2.111)

4. shear en anglais.
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Afin de la mettre sous la forme d’une équation d’évolution pour Dµρ il faut commuter la dérivée
spatiale avec la dérivée temporelle. En notant Kµν ≡ Dνuµ = Θ

3 hµν + σµν + ωµν , on obtient

Dµρ̇ = (Dµρ)
. − uµaνD

νρ− aµρ̇+KµνD
νρ

= Ph [(Dµρ)
.]− aµρ̇+KµνD

νρ. (2.112)

Des relations de commutations similaires pour des vecteurs et tenseurs d’ordre supérieur existent
et permettent de généraliser cette méthode au delà des scalaires. La différence fondamentale entre
le formalisme 1+3 et l’approche perturbative basée sur les coordonnées tient dans le fait que dans
le formalisme 1+ 3 on ne fait pas référence de façon explicite à un espace de fond. En revanche,
lorsque l’on choisit de résoudre les équations qui sont intrinsèquement non linéaires, on choisit
un procédure itérative de résolution. A la première itération on choisit les quantités qui sont
non nulles et cela spécifie la forme générale de l’espace temps. Par exemple pour rechercher des
solutions proches de la solution de Friedmann-Lemâıtre, on va choisir dans la première itération
Θ 6= 0 mais σµν = ωµν = 0. On choisit également DµZ = 0 pour Z un champ scalaire quelconque.
En ayant résolu les équations avec cette prescription, on réutilise les solutions obtenues afin
d’améliorer les solutions dans une second itération. Par exemple dans l’équation (2.111), on
utilisera les solutions pour Θ, ρ et P trouvées à la première itération afin de déterminer une
équation satisfaite par les DµZ. Les variables non nulles lors de la première itération sont donc
appelées variables de fond tandis que celle qui sont non nulles uniquement à partir de la seconde
itération sont appelées variables perturbées du premier ordre et ainsi de suite. L’approche 1 + 3
résout donc de manière perturbative des équations exactes, tandis que l’approche basée sur
l’utilisation de coordonnées résout de facons exacte des équations approchées. Il reste à montrer
que ces deux approches se rejoignent quand le nombre d’itérations tend vers l’infini, ce qui n’a
pas été fait. Nous ne détaillerons pas plus le formalisme 1 + 3 mais nous présenterons dans la
section 5.3 comment il peut être utilisé pour déterminer de façon algorithmique les perturbations
de l’approche en coordonnées dans une utilisation hybride.

2.3.2 Utilisation de la dérivée de Lie

Une amélioration possible du formalisme 1 + 3 consiste à utiliser la dérivée de Lie dans la
direction uµ, notée Lu, plutôt que la dérivée covariante directionnelle. En utilisant LuXµ =
Ẋµ +Xν∇µu

ν , on peut par exemple remettre l’équation (2.112) sous la forme

Dµ(ρ̇) = Lu(Dµρ)− aµρ̇. (2.113)

L’intérêt d’utiliser une dérivée de Lie réside dans le fait que cette quantité s’identifie à la dérivée
par rapport au temps cosmique t lorsque l’on considère une variable de perturbation du premier
ordre spatiale sur un espace de fond homogène, et pas seulement pour les scalaires comme c’est
le cas pour la dérivée directionnelle uµ∇µ. En effet, au premier ordre

LuXi = uν∂νXi +Xν∂iu
ν = uν∂νXi =

∂Xi

∂t
, (2.114)

où on a utilisé que nécessairement ∂iu
ν = 0 doit être pris à l’ordre le plus bas et est donc nul

pour un espace homogène 5. Cette formulation permet donc d’entrevoir l’unification des deux

5. Plus généralement, dans un système de coordonnées localement orthogonal et ayant une coordonnée tempo-
relle correspondant au temps propre des observateurs de quadrivitesse uµ, la dérivée de Lie s’identifie à la dérivée
partielle temporelle.
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formalismes. En définissant le facteur d’échelle moyen S par

S = ln

[

1

3

∫

dτΘ

]

≡ lnα, (2.115)

on peut montrer [Langlois & Vernizzi 05] qu’en utilisant seulement l’équation de conservation
(2.111)

LuRµ = − Θ

3(ρ+ P )

(

DµP − Ṗ

ρ̇
Dµρ

)

, avec Rµ ≡ Dµα− α̇

ρ̇
Dµρ . (2.116)

Pour des perturbations adiabatiques DµP −
(

Ṗ /ρ̇
)

Dµρ = 0, et cette loi est une loi de conserva-

tion. On montre alors qu’il s’agit d’une généralisation non perturbative de la loi de conservation
de la perturbation de courbure comobile, et on peut retrouver la loi de conservation de la per-
turbation de courbure comobile donnée par l’équation (2.84).

2.3.3 Comparaison des approches Bardeen et 1+3

On peut comparer les deux approches perturbatives en développant les quantités 1 + 3 en
perturbations autour de l’espace de fond à symétries maximales dans l’approche en coordonnées.
Les quantités 1 + 3 peuvent ainsi être exprimées en fonction des variables de perturbations. On
peut également développer en perturbations les équations satisfaites par les variables 1 + 3.
On obtient ainsi une comparaison immédiate des deux formalismes, cette comparaison pouvant
être étendue à tout ordre. On trouvera dans [Osano et al. 07] ainsi que dans [Bruni et al. 92] les
résultats d’un telle démarche. On retiendra que pour comparer l’appproche 1+3 à l’approche en
coordonnées, il faut exprimer cette première dans cette dernière, mais que la démarche inverse n’a
pas été établie et reste à explorer. Une différence fondamentale entre les deux formalismes réside
dans le fait que l’approche 1+3 définit les gradients dits spatiaux sur l’espace physique, avec les
notions de décomposition SV T et de laplacien associées, tandis que l’approche en coordonnées
fait référence pour tout ordre de perturbation à l’espace de fond pour définir la notion de
gradient spatial. Une conséquence pratique importante est qu’il semble difficile de construire
facilement une décomposition en modes dans l’approche 1 + 3, ce qui est utile si l’on souhaite
avoir des équations différentielles uniquement dans le temps, tandis qu’elle est automatique dans
l’approche en coordonnées. Bien que l’on puisse espérer que les deux démarches mènent aux
mêmes résultats et même prédictions, il apparâıt donc encore incertain lorsque l’on dépasse la
théorie linéaire que les formalismes soient équivalents. En particulier, la procédure de moyennage
qui est essentielle dans l’approche en coordonnées n’est pas explicitement construite, et même si
la liberté de jauge peut être interprétée comme un changement procédure de moyennage, celle
ci n’est pas acquise de façon systématique.
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Chapitre 3
Théorie cinétique et physique du fond diffus
cosmologique

3.1 Effet Sachs-Wolfe

Si lorsque la condition de couplage fort est vérifiée on peut décrire la radiation par un fluide
parfait puisque le tenseur de pression anisotrope y est effacé par les diffusions multiples, cela
n’est en revanche plus le cas après la recombinaison lorsque les photons n’intéragissent plus
avec la matière et suivent dans l’approximation de l’optique géométrique des géodésiques nulles.
Tout d’abord nous supposons que la surface de dernière diffusion est infiniment fine et que
l’on passe instantanément du couplage fort à la propagation libre 1 des photons. En étudiant
la propagation le long d’une géodésique nulle dans un espace perturbé, nous pouvons relier
les perturbations de la métrique et du fluide de radiation avant le découplage avec celles du
CMB observé aujourd’hui. Dans l’approximation de l’optique géométrique, nous pouvons définir
pour un photon une trajectoire paramétrée xµ(λ). Nous définissons le vecteur tangent à cette
trajectoire par kµ = dxµ

dλ qui satisfait la condition de norme nulle et l’équation géodésique

kµk
µ = 0, kµ∇µk

ν = kµ
(

∂kν

∂xµ
+ Γν

µρk
ρ

)

= 0. (3.1)

On décompose le vecteur tangent selon kµ = k̄µ+δkµ, et ces conditions doivent être satisfaites à
la fois pour le vecteur de fond et le vecteur perturbé. Comme k̄µk̄

µ = 0 nous pouvons décomposer
ce vecteur de type lumière selon

k̄µ = Ē [ūµ + ēµ] , avec Ē = −k̄ν ūν , ēµ =
1

Ē
h̄µν k̄

ν . (3.2)

De même nous décomposons la perturbation δkµ selon

δkµ = Ē [δE ū
µ + δeµ] , avec δE = − 1

Ē
δkν ūν , δeµ =

1

Ē
h̄µνδk

ν , (3.3)

c’est-à-dire kµ = Ē [(1 + δE) ū
µ + (ēµ + δeµ)]. La condition de normalisation implique γij ē

iēj = 1
et l’équation géodésique sur l’espace de fond (1.9) nous donne Ē ∼ 1/a. Toujours en négligeant

1. free-streaming en anglais.
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les modes vectoriels, nous déduisons finalement de l’équation géodésique au premier ordre pour
la composante d’indice ν = 0

dδE
dλ

= −Φ′ − 2ēi∂iΦ+Ψ′ − E′
ij ē

iēj . (3.4)

L’énergie d’un photon mesurée par un observateur comobile avec un fluide de quadrivecteur
vitesse uµ est donnée par E = −kµu

µ. Il faut bien réaliser que δE est le contraste d’énergie tel
que mesuré par un observateur de quadrivitesse ūµ = (dt)µ qui n’est pas normalisé à −1 sur
l’espace perturbé. Si l’on prend en compte le fait que l’observateur doit satisfaire uµuµ = −1 sur
l’espace perturbé et que de plus on souhaite que celui ci soit comobile avec les baryons, uµ = uµb ,
alors on obtient (toujours au premier ordre dans les perturbations) en définissant E ≡ Ē (1 + δE )

δE =
[

δE +Φ− ēiv
i
b

]

. (3.5)

On peut donc relier le contraste d’énergie δEe mesurée à l’émission du photon en xie à ηe à celui
δE0 mesurée aujourd’hui en xi0 à η0. A l’ordre le plus bas, ces points de l’espace-temps sont reliés
par

xi0 − xie = ēi(η0 − ηe) (3.6)

et on a donc au premier ordre

δE0 = δEe +
[

δE +Φ− ēi(v
i
b)
]0

e
. (3.7)

Il nous faut donc intégrer l’équation (3.4) afin de pouvoir expliciter cette expression. On obtient
finalement au premier ordre en négligeant les modes vectoriels

δE0 = δEe +
[

Φ+ ēiv
i
b

]e

0
+

∫ 0

e

(

Φ′ +Ψ′ −E′
ij ē

iēj
)

dη. (3.8)

On peut montrer en utilisant la physique de la recombinaison que la surface de dernière diffusion
correspond à une surface de densité d’énergie de radiation constante, c’est-à-dire que les points
(η,x) de cette surface satisfont ρr(ηLSS,x) = ρ̄r(η̄LSS). Si on suppose qu’avant cette surface
les intéractions entre baryons et photons sont très fortes, alors la radiation est constamment
thermalisée et sa fonction de distribution est celle d’un corps noir. Elle est donc entièrement
caractérisée par sa température T (η,x) qui est reliée à la densité d’énergie selon

ρ = 4σBT
4, (3.9)

avec σB la constante de Stefan-Boltzmann dont la valeur dans les unités c = 1, ~ = 1 et
kB = 1, est sans dimension et vaut π2/60. On peut ainsi définir un contraste de température par
T (η,x) ≡ T̄ (η) [1 + Θ(η,x)]. On souhaite exprimer les quantités perturbées de l’équation (3.8)
qui sont évaluées sur la surface de dernière diffusion en fonction de leurs valeurs prises sur la
surface moyenne de dernière diffusion définie par η̄LSS. Dans cette hypothèse de couplage fort
avant la surface de dernière diffusion, on utilise le fait que la quantité qui intervient dans un
spectre de corps noir est E/T , et que par conséquent, une fois intégré sur toutes les énergies, les
conclusions de l’équation (3.8) tirées pour δE seront valables pour Θ, et on relie le contraste de
température à celui de densité de radiation en utilisant l’équation (3.9) par (1 + Θ)4 = 1 + δr.
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Au premier ordre on aura Θ(1)[ηLSS,x(ηLSS)] = δ
(1)
r [ηLSS,x(ηLSS)]/4 ≃ δ

(1)
r [η̄LSS,x(η̄LSS)]/4. On

obtient donc que la température observée dans une direction −ēi est donnée par

Θ(η0,x0,−ēi) =
1

4
δr +

[

Φ+ ēiv
i
b

]

(η̄LSS,xe) +

∫ 0

e

(

Φ′ +Ψ′ − E′
ij ē

iēj
)

dη + F (0), (3.10)

où F (0) est une fonction des variables de perturbations ici et aujourd’hui qui n’intervient pas
dans les différences directionnelles. Le terme ΘSW(k, η) ≡ [δr(k, η)/4 + Φ(k, η)] est appelé effet
Sachs-Wolfe propre, le terme faisant intervenir la vitesse des baryons à la dernière diffusion
est un effet Doppler ΘDop(k, η) ≡

[

ēiv
i
b(k, η)

]

, et le terme intégré est appelé effet Sachs-Wolfe

intégré.

3.2 Multipôles

3.2.1 Prédictions statistiques multipôlaires

Lorsque l’on établit des prédictions pour l’univers, nous n’avons accès qu’à des prédictions
statistiques sur un ensemble de réalisations d’univers. Nous détaillerons ce point plus particu-
lièrement dans le chapitre dédié à l’inflation. Les propriétés statistiques de Φ(1)(k) [Eq. (2.37)]
au début de l’ère de radiation sont données par celles de A(k) (voir l’équation 2.37 pour la
définition). Le corrélateur à deux points de cette quantité est donné en espace de Fourier par

〈A(k)A(k′)〉 = δ3D(k+ k′)PΦ(k). (3.11)

PΦ est le spectre de puissance des fluctuations et ne dépend que de la norme de k ce qui
traduit l’isotropie statistique. Quant à la fonction δ3D, elle traduit l’hypothèse d’homogénéité des
propriétés statistiques des fluctuations. Le corrélateur à deux points contient toute l’information
sur la statistique d’un champ gaussien car tout corrélateur à n points peut être exprimé en
fonction du corrélateur à deux points (voir l’introduction de la partie II). Grâce à l’isotropie
statistique, on déduit que la corrélation de température du CMB venant de région différentes
du ciel ne dépend que de leur séparation angulaire et peut donc être décomposée sur la base des
polynômes de Legendre selon

〈Θ(e1)Θ(e2)〉 =
∞
∑

ℓ=0

2ℓ+ 1

4π
CℓPℓ(e1.e2). (3.12)

Cela revient à réaliser une décomposition de la température mesurée en harmoniques sphériques
selon

Θ(e) =
∑

ℓm

aℓmYℓm(e) , (3.13)

et à considérer les corrélations des aℓm qui, à cause de l’isotropie statistique, satisfont

〈aℓ1m1a
∗
ℓ2m2

〉 = Cℓ1δℓ1ℓ2δm1m2 . (3.14)

En utilisant ces propriétés et en négligeant l’effet Sachs-Wolfe intégré, on peut montrer que

aℓm = 4πiℓ
∫

d3k

(2π)3/2

[

ΘSW jℓ(k∆ηE) + vb(k)
j′ℓ(k∆ηE)

k

]

Y ∗
ℓm(k̂)

≡ 4πiℓ
∫

d3k

(2π)3/2
gℓ(k, ηLSS)Φ

(1)(k)Y ∗
ℓm(k̂) avec ∆ηE ≡ η0 − ηLSS (3.15)
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La fonction gℓ(k, η) contient à la fois le transfert des perturbations de métrique et de matière en
perturbations de température, ainsi que les effets de projections sur la sphère des observations.
En utilisant la propriété (3.11), on déduit que le spectre de puissance angulaire Cℓ est donné au
premier ordre dans les perturbations par

Cℓ =
2

π

∫

|gℓ(k, ηLSS)|2 PΦ(k)k
2dk . (3.16)

Cℓ est la variance des fluctuations de température sur une échelle angulaire de l’ordre de θ ∼ π/ℓ.

3.2.2 Approximation du ciel plat

Le résultat précédent peut être simplifié si l’on se place dans l’approximation du ciel plat.
Si l’on regarde une direction du ciel e, c’est-à-dire telle que les photons nous parvenant de cette
zone soient approximativement parallèles entre eux et de direction −e, alors on peut décomposer
un mode k en une partie parallèle à e et une partie orthogonale selon

k = k⊥ + kr, avec kr = k.e . (3.17)

Dans ce cadre d’approximation, l’effet Sachs-Wolfe propre et l’effet Doppler s’écrivent respecti-
vement

Θ
(1)
SW(k, η) =

[

δ
(1)
r

4
(k, η) + Φ(1)(k, η)

]

, Θ
(1)
Dop(k, η) =

[

−ikrv
(1)
b (k, η)

]

, (3.18)

et on définit g(1)(k, η) ≡ 1
A(k)

[

Θ
(1)
SW(k, η) + Θ

(1)
Dop(k, η)

]

. On peut alors montrer que le spectre

angulaire s’écrit alors pour ℓ ≫ 1

Cℓ ≃
1

2π (∆ηE)
2

∫ ∞

−∞
dkrPΦ(k)|g(k, ηLSS)|2, (3.19)

où ∆ηE k⊥ = ℓ. L’approximation du ciel plat n’est valable que pour ℓ ≫ 1. Dans la limite
des grandes échelles, c’est-à-dire pour ℓ ≪ 1, on obtient pour un spectre invariant d’échelle,
c’est-à-dire ayant un comportement proportionnel à k−3, une solution approchée du spectre de
puissance angulaire (3.16) donnée par

ℓ(ℓ+ 1)Cℓ ≃
9

100π
PΦk

3 . (3.20)

Cette expression est ensuite utilisée pour normaliser le spectre de puissance par comparaison
aux observations.

3.2.3 Epaisseur de la surface de dernière diffusion

En pratique, la recombinaison n’est pas instantanée et la surface de dernière diffusion est en
fait un volume. Si l’on désigne par r = (η0 − η) la distance comobile à laquelle un photon a été
diffusé pour la dernière fois avant d’être observé aujourd’hui, alors on peut relier le nombre de
photons N(r) qui ont parcouru au moins une distance r au nombre de photons N(r + dr) qui
ont parcouru au moins une distance r + dr par

N(r + dr) = N(r)− σ̃drN(r), ⇒ dN(r)

dr
= −σ̃N(r) (3.21)
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où nous utilisons la notation σ̃ ≡ aneσT . On en déduit que N(r) = Ntot exp[−
∫ r
0 σ̃(r′)dr′]. On

définit ensuite la fonction de visibilité v(r) comme la probabilité pour qu’un photon qui nous
arrive ait été diffusé pour la dernière fois entre r et r + dr. En termes différentiels on obtient

v(r) = − 1

Ntot

dN

dr
, ⇒ v(r) = σ̃(r) exp

[

−
∫ r

0
σ̃(r′)dr′

]

. (3.22)

En posant dτ
dr ≡ σ̃, c’est-à-dire τ =

∫ r
0 σ̃(r′)dr′ 2, la fonction de visibilité se récrit

v(r) =
dτ

dr
e−τ . (3.23)

Néanmoins nous avons déjà utilisé la notation τ ′ ≡ dτ
dr ce qui implique τ ′ = dτ

d(η0−η) = −dτ
dη , le

signe résultant d’une convention historique.
Afin de tenir compte de cette épaisseur dans l’approximation du ciel plat, il faut remplacer

g(k, ηLSS) par

ĝ(k, ηLSS) ≡
∫

v(η)g(k, η)e(ikrη)dη. (3.24)

Cette méthode permet d’obtenir pour un spectre de puissance PΦ invariant d’échelle, les prédic-
tions du spectre de puissance angulaire apparaissant sur la figure 3.1, où l’épaisseur de la surface
de dernière diffusion ainsi que l’amortissement Silk ont été pris en compte [Seljak 94].
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Figure 3.1 – Spectre angulaire dans l’approximation fluide en ciel plat, obtenu par intégration
dans un code Mathematica des équations (2.88,2.89), avec le potentiel gravitationnel déterminé
par l’équation de Poisson (2.21) en prenant en compte la matière noire froide.

Nous verrons dans la section 3.3 qu’il est nécessaire d’aller au delà de l’approximation fluide
afin d’obtenir des prédictions précises pour le spectre angulaire. Il faut alors résoudre l’équation
de Boltzmann et les équations d’Einstein de façon numérique afin de générer les prédictions
pour tous les modèles d’univers envisageables et sélectionner celui qui est le plus compatible

2. τ est appelé profondeur optique.
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avec les observations [Spergel et al. 07]. Le meilleur ajustement 3 aux données récoltées par le
satellite consacré à la mesure du fond diffus WMAP est présenté sur la figure 3.2. Plusieurs
codes sont disponibles en libre accès afin de réaliser ces intégrations numériques, les plus utilisés
étant CMBFAST [Seljak & Zaldarriaga ] et CAMB [Lewis & Challinor ]. Une étude détaillée de
la dépendance des caractéristiques du spectre angulaire dans les paramètres cosmologiques est
exposée dans [Riazuelo 00].
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Figure 3.2 – Résultats de WMAP : Spectre de puissance angulaire de la température. En noir
sont reportés les points mesurés et en rouge le meilleur ajustement correspondant au modèle
concordant est tracé. Figure tirée de [Spergel et al. 07].

3.3 Théorie cinétique

3.3.1 Description statistique d’un ensemble de particules

Dans le cas général, et particulièrement pour la radiation, le contenu matériel de l’univers
ne peut pas être décrit par un fluide parfait, et il faut prendre en compte la présence du ten-
seur de pression anisotrope. L’évolution de ce tenseur ne peut pas être déterminée seulement à

3. best fit en anglais.
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partir de l’équation de conservation du tenseur énergie impulsion. De plus les forces entre les
différents fluides doivent êtres déterminées afin de pouvoir écrire les équations de conservation
couplées (2.20). Ces intéractions résultent principalement de diffusions entre particules dont les
sections efficaces nous sont connues d’après la microphysique. On adopte une description sta-
tistique qui va être caractérisée par la fonction de distribution dans l’espace des phases f(x,p)
[Hillery et al. 84]. Nous pourrons ensuite remonter à l’approximation fluide afin de déterminer
les forces entre les différents fluides. De plus, dans le régime de couplage fort, le tenseur de
pression anisotrope peut être déterminé ce qui justifie alors de se restreindre à la description
fluide. Lorsque l’on passe à la limite fluide, le paramètre d’équation d’état w peut être déterminé
à partir de la vitesse quadratique moyenne des particules et de leur masse. Avant de dériver ce
lien, il nous faut pouvoir utiliser les résultats de la physique locale dérivés dans un espace-temps
Minkowskien. On va donc se ramener localement à un espace temps Minkowskien en utilisant
une base de vecteurs orthonormés ea, a = 0, 1, 2, 3, appelée tétrade ou champ de tétrade, qui
satisfont

gµνe
µ
a e ν

b = ηab , ηabe µ
a e ν

b = gµν , (3.25)

où ηab est la métrique de Minkowski. On définit également une base de formes associées ea, a =
0, 1, 2, 3 satisfaisant

gµνeaµe
b
ν = ηab , ηabe

a
µe

b
ν = gµν . (3.26)

Les impulsions P des particules peuvent donc être écrites soit dans la base associée au système
de coordonnées ∂µ soit dans la base de la tétrade et on aura donc

P = pµ∂µ = πaea. (3.27)

Afin de pouvoir utiliser les résultats de la physique des particules, on préfèrera donc écrire la
fonction de distribution sous la forme f(x, πa), en sous entendant le champ de tétrade utilisé
dans la décomposition des impulsions. On utilise alors les notations standard de la relativité
restreinte

ni ≡ πi

π0
, β =

√

nini, n̂i = ni/β, γ =
(

1− β2
)−1/2

. (3.28)

Pour une particule massive πaπa = −m2 et donc π0 = γm, si bien que ni est la vitesse, n̂i son
vecteur unitaire direction, et β la norme de cette vitesse qui satisfait nécessairement β < 1. Pour
une particule non massive, β = 1 et n̂i = ni est le vecteur unitaire direction de cette particule.
Pour un ensemble de particules de masse m n’ayant pas de mouvement d’ensemble (〈πi〉 = 0),
la pression est donnée par

P ≡ 2N〈πini〉
6

=
1

3
mN〈γβ2〉. (3.29)

Cette formule a une explication intuitive. Si on effectue une intégrale sur toutes les impulsions
qui traversent une surface donnée, on montre que cela revient à considérer que seulement un
sixième des particules traversera la surface en ayant une incidence normale, ce qui explique le
facteur 1/6. Ensuite les particules qui touchent la surface rebondissent en y laissant deux fois
leur impulsion qui est πi. Ce nombre de particules qui touche la surface par unité de temps est
proportionnel à la vitesse ni = βn̂i et à la densité de particules N . L’énergie de cet ensemble
de particules est la moyenne des énergies ρ = N〈π0〉 = mN〈γ〉. On en conclut donc que le
paramètre d’état s’écrit

w =
〈γβ2〉
3〈γ〉 . (3.30)
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On en conclut donc que pour pouvoir décrire la matière avec un paramètre d’état nul il faut
que toutes les particules aient une vitesse nulle. En cosmologie, lorsque l’on parle d’un fluide
de pression nulle (w = 0) pour lequel il existe généralement une vitesse d’ensemble, on doit
donc comprendre qu’il s’agit d’un fluide pour lequel P ≪ ρc2. Pour la radiation on trouve
P = 1

3N〈πini〉 = 1
3N〈π0〉 = ρ/3.

Une approche plus rigoureuse consiste à définir un tenseur énergie-impulsion à partir de la
fonction de distribution selon 4

T ab(xµ) ≡
∫

δD(π
cπc −m2)f(xµ, πd)πaπbdπ0d3πi ,

=

∫

f(xµ, πi)π0(βπ0)2nanbd(βπ0)dΩ , (3.31)

où on note na = (1, ni) = (1, βn̂i) et dΩ = d2n̂i. Nous avons également utilisé l’abus de notation
f(xµ, πi) pour signifier f(xµ, πa) où la composante π0 est déterminée en résolvant la contrainte
du Dirac qui assure que les particules sont sur leur couche de masse. On utilisera également la
notation f(xµ, π0, n̂i) qui correspond à des coordonnées sphériques pour πi dans le cas de la ra-
diation. En revanche dans le cas de matière de masse non nulle, il faut comprendre cette notation
comme signifiant f

[

xµ, π0(πi), n̂i(πi)
]

. Pour passer d’une intégrale sur πa à une intégrale sur πi

dans la définition (3.31) nous avons effectué l’intégrale sur π0, puis nous avons remarqué que la

norme de πi, c’est-à-dire
√

πiπi, vérifie
√

πiπi = βπ0 =
√

(π0)2 −m2, et nous avons donc utilisé
des coordonnées sphériques. Nous pouvons effectuer un changement de variable dans l’intégrale
en utilisant d(βπ0) = dπ0/β, pour retrouver la forme standard dans la littérature

T ab(xµ) =

∫

f(xµ, πi)(π0)3βnanbdπ0dΩ. (3.32)

Cette formulation, plus pratique pour les calculs, a néanmoins l’inconvénient d’obscurcir la
signification de la fonction de distribution, puisqu’il s’agit de la densité de probabilité de trouver
en un point de l’espace-temps donné une particule d’impulsion πi. On définit alors la moyenne
d’une quantité physique tensorielle par

〈X〉 ≡
∫

f(xµ, πi)X(πi)d3πi =

∫

f(xµ, π0, n̂i)X(π0, n̂i)(βπ0)2d(βπ0)dΩ. (3.33)

Il s’agit ici d’une moyenne sur toutes les particules se situant en un point (t,x) de l’espace à ne
pas confondre avec les moyennes stochastiques introduites dans la section 3.2.1. Par définition,
le champ de tétrade ẽa correspond à un observateur comobile avec le fluide si les composantes du
tenseur énergie-impulsion dans cette tétrade satisfont T 0i = 0. La densité d’énergie, la pression

4. Nous utilisons la convention qui consiste à utiliser les deux hyperbolöıdes de masse, c’est-à-dire que
f(xµ,−π0, πi) = f(xµ, π0, πi), ce qui revient à considérer la moitié des photons normalement orientés vers le
futur comme étant orientés vers le passé, afin d’avoir une fonction de distribution plus “symétrique”.
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et la pression anisotrope mesurées par un tel observateur sont alors données par

ρ = T 00 =

∫

f(xµ, π0, n̂i)π0(βπ0)2d(βπ0)dΩ = 〈π0〉

P =
1

3
T i

i =
1

3

∫

f(xµ, π0, n̂i)β2π0(βπ0)2d(βπ0)dΩ =
1

3
〈β2π0〉

Π̃ij = T ij − Pδij =

∫

f(xµ, π0, n̂i)β2π0n̂〈ij〉(βπ0)2d(βπ0)dΩ

= 〈β2π0n̂〈ij〉〉, (3.34)

avec n̂〈ij〉 ≡
(

n̂in̂j − 1
3δ

ij
)

. On retrouve bien la relation (3.30). c’est-à-dire que le tenseur énergie-
impulsion se décompose en toute généralité selon

T =
[

(P + ρ)δa0δ
b
0 + Pηab + δai δ

b
jΠ̃

ij
]

ẽaẽb . (3.35)

Dans une tétrade quelconque ea qui peut être obtenue à partir d’une transformation de Lorentz
ea = ẽbΛ

b
a , en définissant Ua = Λa

0, le tenseur énergie-impulsion s’écrit grâce à la propriété
Λa

cΛ
b
dη

cd = ηab

T =
[

(ρ+ P )UaU b + Pηab +Πab
]

eaeb avec Πab ≡ Λa
iΛ

b
jΠ̃

ij . (3.36)

En pratique on choisit cette tétrade telle que e0 ∼ dη. Nous détaillerons cette construction dans
la section 5.2.

3.3.2 Perturbations de tétrades

Lorsque l’on s’intéresse à un espace perturbé, on décompose les tétrades en perturbations
selon

ea = ēa + δea , (3.37)

de telle sorte que la relation de normalisation (3.25) soit satisfaite. Les perturbations de la
tétrade peuvent être exprimées en fonction de la tétrade de fond selon

ea = R b
a ēb, eb = ēaS b

a , R c
a S b

c = S c
a R b

c = δba , (3.38)

c’est-à-dire en notant R b
a = R̄ b

a +R(1)b
a

δea = R(1)b
a ēb, δeb = ēaS(1)b

a . (3.39)

R et son inverse S représentent la transformation nécessaires pour passer de la tétrade perturbée,
à la tétrade de l’espace de fond. La condition de normalisation fixe nécessairement R(ab) et S(ab).
La partie antisymétrique peut être choisie si l’on se donne une prescription, car elle correspond
à la liberté de transformation de Lorentz dans le choix du champ de tétrades. La transformation
de Lorentz peut être choisie si nous fixons systématiquement le choix de la tétrade de telle sorte

que e0 ∼ dη, ce qui implique R(1)
i0 = S(1)

i0 = 0. Quant à la liberté de rotation, on la fixe en

choisissant R(1)
[ij] = S(1)

[ij] = 0. Plus de détails peuvent être trouvés dans [Durrer & Straumann 88,

Durrer 94, Pitrou 07].
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3.3.3 Equation des géodésiques

Une particule d’impulsion pµ∂µ = πaea (un photon si l’on s’intéresse à la fonction de dis-
tribution de la radiation) suit une géodésique. Sa trajectoire est donnée par dxµ

ds = pµ, où s est
un paramètre affine le long de la trajectoire. De plus, le long d’une trajectoire géodésique, le
vecteur tangent est transporté parallèlement, c’est-à-dire

pµ∇µp
ν =

dpν

ds
+ Γν

αβp
αpβ = 0, avec

dpν

ds
≡ pµ

∂pν

∂xµ
. (3.40)

Etant donné que nous avons choisi d’utiliser les impulsions dans une base orthonormée, il nous
faut transposer cette équation géodésique dans la base orthonormée. On peut montrer qu’elle se
récrit alors

dπa
ds

+ ωbacπ
cπb = 0, avec

dπa
ds

≡ πb∂ebπa , (3.41)

où les ωabc sont les connections affines dont les expressions sont détaillées dans l’appendice B.2.
On peut donc extraire les perturbations ordre par ordre de cette équation en utilisant les ex-
pressions de perturbation des connections. On a donc pour l’évolution de l’énergie π0 à l’ordre
le plus bas

(

dπ0

ds

)(0)

= ω̄00iπ
0πi + ω̄i0jπ

iπj . (3.42)

Cependant nous souhaitons connâıtre l’évolution en fonction de η. Nous utilisons donc

dη

ds
= p0 = πae 0

a (3.43)

qui à l’ordre le plus bas implique ds
dη = a

π0 . Avec les valeurs données dans l’appendice B.2, on
obtient donc quelle que soit la masse de la particule

(

dπ0

dη

)(0)

= −Hπ0nini . (3.44)

L’expression générale pour une particule de masse m s’écrit dans la formulation de la relativité
restreinte

(

dπ0

dη

)(0)

= −Hπ0β2 ⇔ dβ

dη
= −H β

γ2
⇔ dγ

dη
= −Hβ2γ. (3.45)

On retrouve donc que l’énergie π0 = γm d’une particule massive non relativiste, c’est-à-dire telle
que β ≪ 1 ne varie pas au cours de l’évolution. Pour une particule massive on peut exprimer
les dérivées en fonction du temps conforme η en fonction du temps propre de la particule τ en
utilisant d

dτ = γ d
dη . Pour la radiation, β = 1 et on retrouve la loi du décalage vers le rouge

d(aπ0)
dη = 0. On montre aussi que

(

dπk

ds

)(0)

= −ω̄0kiπ
0πi − ω̄ikjπ

iπj = −Hπ0πk

a
⇒

(

dnk

dη

)(0)

= −H
γ2

nk . (3.46)

Cette relation, une fois projetée sur nk redonne dβ
dη = −Hβ/γ2, et on en déduit également qu’il

n’y a pas de changement de direction à l’ordre le plus bas puisqu’elle implique également

(

dn̂k

dη

)(0)

= 0. (3.47)
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Pour les particules massives, l’impulsion s’aligne avec le flot de Hubble, tandis que ni est constant
pour les particules sans masse puisque γ = ∞, ce qui se comprend, puisque dans le cas des
photons ce vecteur est soumis à la contrainte nini = 1. En répétant cette procedure au premier
ordre, c’est-à-dire en utilisant

(

dπ0

ds

)(1)

= +ω
(1)
00iπ

0πi + ω
(1)
i0jπ

iπj, (3.48)

ainsi que la relation valable jusqu’au premier ordre entre η et le paramètre affine s

(

ds

dη

)

=
a

π0
(1 + Φ), (3.49)

on obtient
(

dπ0

dη

)(1)

= π0
[

−ni∂iΦ+Ψ′nini − E′
ijn

inj
]

. (3.50)

On peut récrire cette équation sous la forme

(

dπ0

dη

)(1)

= π0
[

−βn̂i∂iΦ+ β2
(

Ψ′ − E′
ij n̂

in̂j
)]

. (3.51)

Cette équation d’évolution pour l’énergie implique que l’évolution de la norme de la vitesse
satisfait au premier ordre

(

dβ

dη

)(1)

=
1

π0βγ2

(

dπ0

dη

)(1)

=
1

γ2
[

−n̂i∂iΦ+ β
(

Ψ′ − E′
ijn̂

in̂j
)]

. (3.52)

En ce qui concerne l’évolution de la direction n̂i, on la déduit de

(

dπk

ds

)(1)

= −ω
(1)
0kiπ

iπ0 − ω
(1)
ikjπ

iπj − ω
(1)
ik0π

iπ0 − ω
(1)
0k0π

0π0, (3.53)

et on obtient en utilisant la définition ⊥ij= δij − n̂in̂j,

(

dn̂i

dη

)(1)

= − ⊥ij

(

β∂jΨ+
1

β
∂jΦ+ E′

jkn̂
k

)

− 2β∂[iEk]j ⊥jk . (3.54)

On a utilisé ci-dessus la définition X[ij] =
1
2 (Xij −Xji). Tout d’abord on remarque qu’en com-

binant cette équation d’évolution de la direction avec l’équation d’évolution de la norme de la
vitesse (3.52), on obtient pour une particule non relativiste (β ≪ 1)

d
(

βn̂i
)

dη
= −∂iΦ . (3.55)

On reconnâıt l’équation obtenue en mécanique Newtonienne puisque la vitesse est ni = βn̂i

et Φ s’identifie au potentiel gravitationnel. On remarque également que pour le cas β = 1,
l’expansion H n’intervient pas car deux espaces reliés par une transformation conforme ont les
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mêmes géodésiques nulles et l’espace-temps de Friedmann-Lemâıtre est conforme à l’espace de
Minkowski.

Le cas de la radiation correspond à β = 1 et l’équation d’évolution de l’énergie (3.51) s’écrit
dans ce cas

d ln(aπ0)

dη
=

[

−dΦ

dη
+Φ′ +Ψ′ − E′

ijn̂
in̂j

]

. (3.56)

Pour un observateur dont le quadrivecteur vitesse Ua correspond à une vitesse vi par rapport à
e0, c’est-à-dire Ua = δ0a + δiavi, l’énergie du photon mesurée est πaUa. En définissant

(aπaUa) |0
(aπaUa) |e

≡ 1 + δE0
1 + δEe

, (3.57)

on obtient au premier ordre

δE0 − δEe = −[Φ + ēiv
i
b]
0
e +

∫ 0

e

(

Φ′ +Ψ′ − E′
ij n̂

in̂j
)

dη, (3.58)

ce qui a déjà été obtenu dans l’équation (3.7) sans passer par l’utilisation de tétrades. De plus,
si on néglige l’effet des ondes gravitationnelles, l’équation de déviation prend la forme

(

dn̂i

dη

)(1)

= − ⊥ij ∂j (Ψ + Φ) , (3.59)

qui est le résultat standard des effets de lentille gravitationnelle sur la radiation, utilisé par
exemple pour les effets de lentilles faibles [Hoekstra et al. 06].

3.3.4 Terme de Liouville

L’équation d’évolution de la fonction de distribution est donnée par l’équation de Boltzmann

L[f ] = C[f ] (3.60)

où L[f ] est l’opérateur de Liouville relativiste qui décrit l’évolution dans l’espace des phases, et
C[f ] est le terme de collision qui intervient lors d’un description multifluide en intéraction. En
utilisant le champ de tétrades comme base de l’espace tangent, le terme de Liouville s’écrit

L[f ] ≡ df

dη
=

∂f

∂xµ
dxµ

dη
+

∂f

∂πa

dπa

dη
, (3.61)

=
∂f

∂η
+

∂f

∂xi
dxi

dη
+

∂f

∂π0

dπ0

dη
+

∂f

∂n̂i

dn̂i

dη
. (3.62)

Plus rigoureusement l’équation précédente est satisfaite par δD(π
aπa−m2)f mais comme d’après

l’équation des géodésiques (3.41) dπa

ds πa = 0, ce terme se factorise dans l’équation de Boltzmann.
En utilisant les résultats de la section précédente ainsi que la propriété f̄ = f̄(η, π0), on en
déduit que cette équation s’écrit pour l’espace de fond

L̄[f ] =
∂f̄

∂η
−Hπ0β2 ∂f̄

∂π0
. (3.63)
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Au premier ordre, nous n’avons besoin de l’équation donnant dni

dη que sur l’espace de fond car f

ne dépend de ni qu’à partir du premier ordre. On obtient alors

L(1)[f ] =
∂δ(1)f

∂η
+ βn̂j∂jδ

(1)f −Hπ0β2∂δ
(1)f

∂π0

+
[

−βn̂j∂jΦ+ β2
(

Ψ′ − E′
ijn̂

in̂j
)]

π0 ∂f̄

∂π0
. (3.64)

Le cas de la radiation auquel nous nous intéressons plus particulièrement s’écrit en prenant β = 1

L̄[f ] =
∂f̄

∂η
−Hπ0 ∂f̄

∂π0
(3.65)

L(1)[f ] =
∂δ(1)f

∂η
+ n̂j∂jδ

(1)f −Hπ0∂δ
(1)f

∂π0
+
[

−n̂j∂jΦ+
(

Ψ′ − E′
ij n̂

in̂j
)]

π0 ∂f̄

∂π0
.

(3.66)

3.3.5 Terme de collision pour la radiation

Le terme de collision est de la forme

C[f ] =
df+
dη

− df−
dη

, (3.67)

où df+
dη et df−

dη sont respectivement le taux entrant et le taux sortant résultant des intéractions
baryons-photons par diffusion Compton. Pour le terme de collision de la radiation, ces expressions
sont plus facilement exprimées dans le référentiel où les baryons sont au repos qui correspond à
la tétrade ẽa = ebΛ

b
a, où Λb

a est la transformée de Lorentz permettant de passer du réferentiel
des observateurs comobiles au réferentiel des baryons. On relie la fonction de distribution dans
ces deux bases par f̃(xµ, π̃a) = f(xµ, πa), et donc

f̃(xµ, πa) = exp

[

πd (Λc
d − δcd)

∂

∂πc

]

f(xµ, πa), (3.68)

où dans le développement en puissance de l’exponentielle, les dérivées partielles doivent être

ordonnées à droite afin de n’agir que sur f . Au niveau de l’espace de fond on a
¯̃
f(xµ, π0) =

f̄(xµ, π0). Au premier ordre on a

δ(1)f̃(xµ, πa) = δ(1)f(xµ, πa) + πiv
i(1)
b

∂

∂π0
f̄(xµ, π0). (3.69)

La limite à basse énergie de la diffusion Compton, pour laquelle l’énergie des baryons est assi-
milable à leur énergie au repos, est la diffusion Thomson. Le terme de collision au premier ordre
[Itzykson & Zuber 80, Peskin & Schroeder 95], dans les bases ẽa et ea respectivement, s’écrit

C̃(1)[f̃(π)] = τ̃ ′
∫

[

δ(1)f̃(π0, ni′)− δ(1)f̃(π0, ni)
]

(

1 +
3

4
n〈ij〉n′

〈ij〉

)

d2Ω′

4π
, (3.70)

C(1)[f(π)] = τ ′
∫
[

δ(1)f(π0, ni′)− δ(1)f(π0, ni)− π0niv
i(1)
b

∂

∂π0
f̄(xµ, π0)

](

1 +
3

4
n〈ij〉n′

〈ij〉

)

d2Ω′

4π
.
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3.3.6 Hiérarchie de Boltzmann et lien avec les observations du fond diffus

Dans le cas de la radiation, on mesure l’énergie bolométrique, c’est-à-dire l’énergie dans
toutes les longueurs d’onde. On définit donc la brillance bolométrique par

Ī(xµ, ni) ≡ 4π

∫

f̄(xµ, π0, ni)(π0)3dπ0 (3.71)

I(1)(xµ, ni) ≡ 4π

∫

δ(1)f(xµ, π0, ni)(π0)3dπ0.

En intégrant l’équation de Boltzmann sur π0, on en déduit que la brillance satisfait les équations
d’évolution ordre par ordre [Ma & Bertschinger 95]

∂Ī
∂η

− 4HĪ = 0 (3.72)

(

∂

∂η
+ ni∂i

) I(1)

4
+HI(1) +

(

ni∂iΦ
(1) −Ψ(1)′ + E′

ijn
inj
)

Ī =
1

4
C(1)[I], (3.73)

avec

C(1)[I] = τ ′
[
∫

I(1)d
2Ω

4π
− I(1) + 4v

i(1)
b ni +

3

4
ninj

∫

I(1)n〈ij〉
d2Ω

4π

]

. (3.74)

On peut définir un contraste de température directionnelle Θ comme dans la section 3.1 qui sera
relié à la brillance par

Θ =
I(1)

4Ī . (3.75)

Le terme de collision au premier ordre dérivé ci-dessus n’introduit pas de distorsion spectrale si
bien que le spectre de corps noir n’est pas modifié par les intéractions baryons-photons. Or nous
avons vu que la libre propagation des photons n’introduit pas non plus de distorsion spectrale
si bien que le spectre de corps noir est conservé, et la température suffit à caractériser de façon
unique la fonction de distribution. Ceci justifie donc qu’on puisse parler de température pour
décrire la fonction de distribution. Au second ordre dans les perturbations ce résultat ne sera
plus valable, même dans la limite basse énergie de la diffusion Thomson [Bartolo et al. 06]. On
peut décomposer la dépendance directionnelle de la brillance et similairement du contraste de
température en multipôles selon

I(1)(xµ, ni) ≡
∑

p

M(1)
i1..ip

(xµ)n̂i1 ..n̂ip , (3.76)

où les moments de ce développements sont symétriques et sans trace. Les trois premiers moments
peuvent être reliés au tenseur énergie impulsion

T 00(1) = M(1)

T 0i(1) = Mi(1)

T ij(1) = Mij(1). (3.77)

Après être passé en espace de Fourier

M(1)
i1···p

(η,x) ≡
∫

d3k

(2π)3/2
M(1)

i1···p
(η,k) exp (ik.x) , (3.78)
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on peut extraire successivement les multipôles de l’équation de Boltzmann. Pour l’équation du
premier ordre, on obtient une succession d’équations différentielles qui couplent l’évolution de

M(1)
i1..ip

à M(1)
i1..ip−1

et M(1)
i1..ip+1

. En utilisant les relations (3.77), les deux premiers multipôles de

l’équation d’évolution (3.73) permettent d’obtenir pour la radiation l’équation de conservation et
l’équation d’Euler (2.88). Par la même méthode on retrouve ces mêmes équations de conservation
et d’Euler (2.89) pour la matière baryonique. Si on néglige les termes de collision, il s’agit
des équations (2.25) et (2.26) dérivées dans l’approximation fluide. Inversement, ces termes de
collision permettent de donner la forme des forces entre les différents fluides définies par les
relations (2.20). Nous verrons dans la section suivante pourquoi la description fluide peut être
retrouvée à partir de l’approche cinétique. Une autre possibilité pour extraire la dépendance
directionnelle consiste à considérer une décomposition sur la base des harmoniques sphériques
qui a une relation bijective avec la décomposition en tenseurs symétriques sans trace [Thorne 80].
On définit alors

I(1)(η,x,n) ≡
∫

d3k

(2π)3/2

∑

ℓm

I(1)
lm (η, k)(−i)ℓ

√

4π

2ℓ+ 1
exp (ik.x)Yℓm(n), (3.79)

et on emploie une définition similaire pour le contraste de température en définissant les

Θ
(1)
lm(η, k). On obtient alors une série infinie d’équations différentielles couplées indexées par

ℓ et m. On peut montrer que seuls les multipôles satisfaisant |m| = 0, 1, 2 seront non nuls. Il

est ensuite possible de déduire les Cℓ des propriétés statistiques des Θ
(1)
lm(η, k). Une résolution

correcte des équations donnant la dynamique de ces quantités nécessite de considérer la polari-
sation de la radiation. Plus de détails peuvent être trouvés dans [Riazuelo 00, Hu & White 97a,
Peter & Uzan 05]. De plus, une fois ces équations établies, il faut pouvoir les intégrer numérique-
ment. Une solution efficace algorithmiquement a été développée dans [Seljak & Zaldarriaga 96].

3.3.7 La limite fluide de l’équation de Boltzmann

Nous suivons essentiellement [Ehlers 71] pour montrer que l’équation de Boltzmann implique
l’équation de conservation du tenseur énergie-impulsion. En multipliant l’équation de Boltz-
mann (3.61) par δD(π

aπa − m2), puis en multipliant encore par dη
dsπ

b et en intégrant sur les
quadri-impulsions πd, on obtient

∫
[

∂f

∂xµ
∂xµ

∂s
+

∂f

∂πa

∂πa

∂s
− C[f ]

]

πbδD(πdπ
d −m2)d4π = 0 ,

∫
[

∂f

∂xµ
pµ − ∂f

∂πa
ωeafπ

eπf − C[f ]

]

πbδD(πdπ
d −m2)d4π = 0 ,

∫

[

∂eafπ
a + fωa

afπ
f + fωebfπ

eπf − C[f ]
]

πbδD(πdπ
d −m2)d4π = 0 .

Nous avons utilisé l’équation géodésique (3.41) pour passer de la première à la seconde ligne,
puis pour passer de la seconde à la troisième nous avons intégré par parties et utilisé le fait que

d

ds
δD(πdπ

d −m2) = 0. (3.80)

On reconnâıt alors l’équation de conservation

∂eaT
ab + ωa

adT
db + ω b

a dT
ad = ∇aT

ab = Qb avec Qb ≡
∫

C[f ]πbδD(πdπ
d −m2)d4π. (3.81)
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Si b = 0 cela correspond au moment le plus bas et on retrouve l’équation de conservation
tandis que pour b = i on retrouve l’équation d’Euler. Il faut cependant veiller au fait que cet
indice b correspond à la base de tétrade et donc lorsque l’on souhaite retrouver l’équation de
conservation (2.25) et l’équation d’Euler (2.26) qui sont exprimées dans la base associées aux
coordonnées, il faudra utiliser le champ de tétrade pour effectuer la conversion, c’est-à-dire
projeter avec (eb)

µ. Ceci est expliqué en détails dans l’approximation fluide effectuée dans la
section 5.2.

3.3.8 Conclusion

Nous avons résumé au cours de ces trois derniers chapitres le modèle standard du big-bang
chaud pour l’espace de fond, la croissance des perturbations de métrique ainsi que les per-
turbations du fond diffus cosmologique. Evidemment ces aspects sont imbriqués puisque pour
déterminer la croissance des perturbations de métrique il faut connâıtre le tenseur énergie impul-
sion des différentes espèces remplissant l’univers. Si pour certaines espèces, une approximation
fluide suffit amplement (matière noire) une description statistique est requise pour la radiation
et la matière baryonique ainsi que les neutrinos. Comme nous l’avons déjà évoqué à la fin de
la section 3.2.2, la résolution de cet ensemble d’équations est nécessairement numérique. Ce-
pendant, elle nécessite d’abord de connâıtre les conditions initiales loin dans l’ère de radiation.
Inversement, on peut déterminer ces conditions initiales en recherchant le meilleur ajustement
aux observations, mais alors elle restent inexpliquées par le modèle. Le mécanisme de l’infla-
tion, dont nous allons donner les grandes lignes dans le chapitre suivant, permet d’apporter
une réponse au problème des conditions initiales tout en résolvant les problèmes de platitude et
d’isotropie du big-bang chaud.
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Les problèmes du big-bang chaud trouvent une résolution élégante si l’on suppose que celui-ci
a été précédé par une ère d’expansion accélérée. La conséquence de cette phase est d’étendre
la zone en contact causal avant le découplage de telle sorte que tout l’univers observable soit
bien plus petit qu’une telle zone. Le problème de la platitude est alors résolu car la matière
permettant une telle phase accélérée satisfait nécessairement w < −1/3 et donc sa densité
d’énergie diminue moins vite que 1/a2. Le terme de courbure ΩK dans l’équation de Friedmann
décrôıt alors plus rapidement que celui du contenu matériel et son importance relative décrôıt.
Si l’inflation est soutenue par une matière dont la densité d’énergie ne se dilue quasiment pas,
c’est-à-dire w ≃ −1, alors l’importance relative de la courbure par rapport au contenu matériel
va comme ≃ a−2. Même si dans l’ère de radiation et l’ère de matière ce comportement s’est
inversé, avec une phase d’inflation suffisamment longue on explique la valeur encore très basse
de la courbure. Basé sur ces motivations, le premier modèle d’inflation avec une interprétation
physique claire a été proposé dans [Guth 81] afin de résoudre le problème de la platitude et
de l’horizon. La théorie des perturbations pendant l’inflation a ensuite été développée presque
aussitôt [Mukhanov & Chibisov 81] et a permis de donner une explication simple aux condi-
tions initiales des perturbations du big-bang chaud en plaçant leur origine dans les fluctuations
quantiques. Les premiers modèles d’inflation supposaient tout de même que l’univers était dans
un état d’équilibre thermique préexistant, et suffisamment homogène sur de grandes échelles
pour survivre jusqu’au déclenchement de la phase d’inflation. Ce problème a été résolu avec la
théorie de l’inflation chaotique selon laquelle l’inflation peut débuter même si l’univers n’est pas
en équilibre thermique. Dans ce cas, l’univers observable est alors issu d’une cellule de taille
sub-Planckienne et ses conditions globales aujourd’hui sont issues des conditions locales quan-
tiques d’alors. Le modèle le plus simple d’inflation chaotique est celui de l’inflation à un champ
en roulement lent. Nous allons décrire rapidement ce modèle ainsi que ses prédictions pour le
spectre des anisotropies primordiales.
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4.1 Phénoménologie

La période d’inflation peut être décrite dans les modèles les plus simples avec un contenu
matériel qui se réduit à un champ scalaire évoluant sur un potentiel V (ϕ). L’action d’Hilbert-
Einstein associée est alors

S =

∫
(

1

2κ
R− 1

2
∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ)

)√−gd4x

=

∫

Ld4x . (4.1)

En variant cette action par rapport à la métrique, on obtient l’équation d’Einstein avec un
tenseur énergie-impulsion donné par

Tµν = ∂µϕ∂νϕ− gµν

(

1

2
∂αϕ∂

α + V (ϕ)

)

. (4.2)

Si on sépare le champ scalaire en une partie de fond ϕ̄ et une partie pérturbée δϕ, alors on
obtient sur le fond

ρ̄ =
1

2
˙̄ϕ2 + V (ϕ̄), P̄ =

1

2
˙̄ϕ2 − V (ϕ̄). (4.3)

Ces quantités doivent ensuite être utilisées dans les équations de Friedmann-Lemâıtre (1.17).
L’équation de conservation est alors l’équation de Klein-Gordon

¨̄ϕ+ 3H ˙̄ϕ+ V,ϕ = 0, (4.4)

où V,ϕ ≡ dV
dϕ̄ . Au niveau de l’espace de fond on remarque que pour un terme potentiel plus grand

que le terme cinétique, on peut obtenir une pression négative, c’est-à-dire un type de matière
dont la densité d’énergie se dilue moins vite que la matière froide. De plus si ˙̄ϕ2 < V (ϕ̄), alors
ρ̄+ 3P̄ < 0 et donc on obtient une phase accélérée, ä > 0.

La dynamique du champ scalaire de fond possède un attracteur [Uzan & Lehoucq 01]. Sur cet
attracteur le champ est en roulement lent le long de son potentiel si bien que ˙̄ϕ2 ≪ V et ¨̄ϕ ≪ 3H ˙̄ϕ.
On obtient alors P̄ ≃ −ρ̄ et on a donc quasiment affaire à une constante cosmologique. Afin de
quantifier plus précisément ces rapports, on introduit les paramètres de roulement lent

ǫ ≡ − Ḣ

H2
=

3
2
˙̄ϕ2

1
2
˙̄ϕ2 + V

, (4.5)

δ ≡ −
¨̄ϕ

H ˙̄ϕ
, (4.6)

qui permettent ainsi de ne pas avoir à décrire explicitement la forme du potentiel et qui sont
infinitésimaux sur l’attracteur. Les prédictions des modèles d’inflation seront données en fonction
de ces paramètres de roulement lent. L’intérêt de ne pas utiliser une pure constante cosmologique
réside dans le fait que la sortie du régime d’inflation se fait lorsque la condition de roulement
lent n’est plus satisfaite et que le champ est dans la partie basse de son potentiel. L’avantage
de lui donner une structure dynamique à travers un champ réside aussi dans le fait qu’on va
s’intéresser à la dynamique des perturbations δϕ. Nous allons maintenant voir comment évoluent
ces perturbations mais aussi par quel moyen nous pouvons obtenir des prédictions en fixant des
conditions initiales adéquates pour la perturbation du champ scalaire.
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4.2 Quantification de l’inflaton et spectre primordial

Dans ce qui suit on ne travaille qu’au premier ordre en perturbations. Nous avons déjà vu
qu’il y avait quatre degrés de liberté de perturbations scalaires de la métrique, auxquels s’ajoute
un degré de liberté scalaire du champ lui même. Deux de ces cinq degrés sont des degrés de liberté
de jauge et ne sont pas physiques tandis que deux autres sont déterminés par des équations de
contraintes, c’est-à-dire des équations non dynamiques qui sont les équations (2.21) et (2.24).
Nous n’avons au final qu’un degré de liberté dynamique scalaire et nous cherchons à l’isoler. On
introduit la perturbation du champ en jauge plate

Q ≡ δϕ +
˙̄ϕ

H
Ψ = δϕ+

ϕ̄′

HΨ , (4.7)

ainsi que la perturbation de courbure comobile

R ≡ Ψ+
H
ϕ̄′

δϕ =
H
ϕ̄′

Q . (4.8)

En introduisant les variables

u ≡ 2aΦ

κϕ̄′
, z = a

ϕ̄′

H , θ ≡ 1

z
, (4.9)

et en utilisant les équations de fond, on peut récrire la perturbation de courbure comobile selon
R = θu′ − θ′u. Si on définit la variable

v ≡ zR = aQ , (4.10)

alors cette relation se réduit à la relation simple entre u et v

zv = (uz)′ . (4.11)

v (ou v/a) est appelée variable de Mukhanov-Sasaki [Mukhanov 85, Sasaki 86]. En utilisant
l’équation (2.22) avec l’équation de Poisson (2.21) pour fermer l’équation en Φ, on montre que
l’introduction de toutes ces quantités permet de reformuler le résultat selon

R′ = θ∆u ⇒ u′′ −
(

∆+
θ′′

θ

)

u = 0. (4.12)

Cette équation est une équation de type oscillateur harmonique, mais avec un terme de masse
variable. La relation (4.11) permet également de déduire l’équation dynamique de type oscillateur
harmonique pour v

v′′ −
(

∆+
z′′

z

)

v = 0. (4.13)

En ce qui concerne les modes tensoriels, nous avons deux degrés de liberté dynamiques à identi-
fier. Dans l’espace de Fourier 1, on introduit deux vecteurs unitaires e1i et e

2
i de l’espace orthogonal

1. Les fonctions exp[ik.x] sont fonctions propres du laplacien et constituent une base orthogonale complète
pour décomposer toutes les fonctions. Une base de fonctions orthogonales à valeurs vectorielles et tensorielles peut
être construite à partir de cette base en la multipliant par les vecteurs et tenseurs de polarisation appropriés.
Cependant cette décomposition suppose que la topologie de l’univers est triviale, c’est-à-dire que l’univers est plat
et infini. Pour un univers plat mais fermé seuls certains modes interviennent dans la décomposition en modes.
Pour le cas non plat, il faudra travailler avec une autre base de fonctions propres du Laplacien.
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à ki (kie1i = kie2i = 0). On définit ensuite les tenseurs de polarisation

ε+ij ≡
e1i e

1
j − e2i e

2
j√

2
, ε×ij ≡

e1i e
2
j + e2i e

1
j√

2
, (4.14)

qui sont sans trace (εijγ
ij = 0) et transverses (εijk

i = 0). On peut alors décomposer Eij selon
cette base

Eij = E+ε
+
ij + E×ε

×
ij . (4.15)

En introduisant
µ+ =

a√
κ
E+ , µ× =

a√
κ
E× , (4.16)

l’équation dynamique pour Eij implique l’équation dynamique

µ′′ −
(

∆+
a′′

a

)

µ = 0 (4.17)

qui est satisfaite pour µ+ et µ×.
Nous avons donc identifié des degrés de liberté dynamiques (u et v) pour les perturbations

scalaires, ainsi que la relation pour passer de l’un à l’autre mais rien ne permet de privilé-
gier l’un sur l’autre ou même éventuellement sur les éventuelles combinaisons linéaires qu’on
pourrait construire, si l’on souhaite ensuite bâtir une théorie quantique [Deruelle et al. 92]. De
même nous avons identifié facilement les degrés de liberté dynamiques correspondant aux ondes
gravitationnelles et toute combinaison linéaire possède la même dynamique. Cependant si l’on
souhaite hiérarchiser les degrés de liberté scalaires, il faut s’intéresser directement à l’action
plutôt qu’aux équations d’Einstein qui en résultent. On peut alors identifier les degrés de liberté
dits canoniques.

En effet, en perturbant l’action (4.1) au second ordre dans les perturbations, on peut la
récrire à des dérivées totales près sous la forme[Mukhanov et al. 92]

S(2) =
1

2

∫

dηd3x

[

(v′)2 +
z′′

z
v2 − ∂iv∂

iv

]

(4.18)

+
1

2

∫

dηd3x

[

(

µ′
+

)2
+

a′′

a
µ2
+ − ∂iµ+∂

iµ+ +
(

µ′
×

)2
+

a′′

a
µ2
× − ∂iµ×∂

iµ×

]

.

On définit à partir du développement ci-dessus le lagrangien

L(2) =
1

2

[

(v′)2 +
z′′

z
v2 − ∂iv∂

iv +
(

µ′
+

)2
+

a′′

a
µ2
+ − ∂iµ+∂

iµ+ +
(

µ′
×

)2
+

a′′

a
µ2
× − ∂iµ×∂

iµ×

]

.

(4.19)
La perturbation de l’action à l’ordre deux fait donc intervenir l’action de trois champ scalaires
libres avec masses variables. Dans le régime où z′′/z ≪ k2 cette équation s’identifie à celle de trois
champs scalaires libres dans un espace de Minkowski. Nous allons donc appliquer la procédure
standard de quantification en s’assurant de retrouver cette limite. Nous promouvons v au rang
d’opérateur 2 selon

v̂(η,x) =

∫

d3k
[

âkvk(η) exp(ik.x) + â†
k
v∗k(η) exp(−ik.x)

]

(4.20)

2. Nous travaillons en représentation de Heisenberg.
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où les fonctions vk(η) satisfont

vk +

(

k2 − z′′

z

)

vk = 0 . (4.21)

Le champ conjugué à v(η,x) est π(η,x) = δL(2)

δv = v′(η,x), et il est aussi promu au rang
d’opérateur de manière similaire. On impose donc les relations de commutation

[v̂(η,x), π̂(η,x′)] = iδ3D(x− x′). (4.22)

En imposant les relations standards sur les opérateurs de création et d’annihilation

[âk, â
†
k
] = δ3D(k− k′) , (4.23)

cela implique que les fonctions vk(η) doivent être normalisées selon

vk(η)v
∗′

k (η) − v∗k(η)v
′
k(η) = i . (4.24)

Puisque l’on souhaite retrouver la limite du vide d’un espace de Minkowski lorsque z′′/z ≪ k2,
qui est équivalente à kη → −∞, alors on impose dans cette limite 3

vk(η) →
1√
2k

exp (−ikη) . (4.25)

En définissant le Hamiltonien 4 par une transformation de Legendre selon

H(η) ≡
∫

Hd3x ≡
∫

(

v′π − L
)

d3x , (4.26)

ainsi queH(2) associé, alors l’équation d’évolution (4.21) des modes vk prend la forme d’équations
d’Heisenberg

v̂′ = i[Ĥ(2)(η), v̂], π̂′ = i[Ĥ(2)(η), π̂]. (4.27)

On applique une procédure similaire pour quantifier µ+ et µ× et les évolutions de modes µ+,k

et µ×,k doivent satisfaire

µk +

(

k2 − a′′

a

)

µk = 0 . (4.28)

Une fois sur l’attracteur de roulement lent, on peut montrer que ǫ′/H = O(ǫ2, δ2, ǫδ) et δ′/H =
O(ǫ2, δ2, δǫ) si bien qu’au premier ordre dans ces paramètres de roulement lent [Lidsey et al. 97]

z′′

z
=

2 + 6ǫ− 3δ

η2
,

a′′

a
=

2 + 3ǫ

η2
, z = a

√
2ǫ√
κ

, H = aH = −(1 + ǫ)

η
. (4.29)

Toujours au premier ordre dans les paramètres de roulement lent, la solution de l’équation (4.21)
qui satisfait à la condition (4.25) est

vk(η) =

√−πη

2
H(1)

νS (−kη), avec νS = 3/2 + 2ǫ− δ . (4.30)

3. Ceci est équivalent à un choix du vide, c’est-à-dire un état |0〉 tel que âk|0〉 = 0, ∀k, dit vide de Bunch-Davies.
4. Nous utilisons la même lettre que pour la fonction de Hubble et il ne devrait pas y avoir de confusion

possible d’après le contexte
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De même pour les degrés de liberté tensoriels, la solution de l’équation (4.28) qui satisfait à la
condition (4.25) est

µk(η) =

√−πη

2
H(1)

νT (−kη), avec νT = 3/2 + ǫ . (4.31)

LesH
(1)
ν sont les fonctions de Hankel de première espèce. On remarque que la limite asymptotique

des ces fonctions quand kη → −∞ implique que

Q̂(η,x) ≡ v̂(η,x)

a
∼
∫

d3k
[

âk + â†−k

]

exp (ik.x)
1

kνS
. (4.32)

Dans la limite super-Hubble, les observables que l’on pourra construire à partir de la perturbation
du champ en jauge plate (Q) vont commuter entre-elles et vont donc être interprétables comme
des variables stochastiques. De plus, le fait que l’on ait quantifié la théorie libre implique que leur
statistique est gaussienne, et il suffit de calculer le corrélateur à deux points pour la caractériser.
On définit ainsi

〈0|Q̂kQ̂k′ |0〉 ≡ δ3D
(

k+ k′
) 2π2

k3
PQ(k) ≡ δ3D

(

k+ k′
)

PQ(k) (4.33)

〈0|R̂kR̂k′ |0〉 ≡ δ3D
(

k+ k′
) 2π2

k3
PR(k) ≡ δ3D

(

k+ k′
)

PR(k).

On obtient plus précisément

PR(k) =
κH2

8π2ǫ

(

k

aH

)2δ−4ǫ

, (4.34)

c’est-à-dire

PR(k) =
κH2

4ǫk3

(

k

aH

)2δ−4ǫ

. (4.35)

La procédure de quantification pour les modes tensoriels amènera les mêmes conclusions avec
E+/

√
κ et E×/

√
κ à la place de Q et νT à la place νS. On définira donc

〈0|Ê+,kÊ+,k′ |0〉 = 〈0|Ê×,kÊ×,k′ |0〉 ≡ δ3D
(

k+ k′
) 2π2

k3
PE(k) . (4.36)

On déduit de (4.29) qu’à l’ordre le plus bas dans les paramètres de roulement lent PR(k) =
κ
2ǫPQ(k), et donc

PE = 2ǫPR . (4.37)

Cependant la quantité qui caractérise les ondes gravitationnelles est non pas E, mais 2E. On
définira donc

PT = 8PE , (4.38)

un facteur 2 supplémentaire venant du fait que l’on veut rendre compte de la puissance dans
les deux polarisations. On aura donc au final une relation entre les spectres de puissance des
perturbations scalaires et tensorielles donnée par

PT = 16ǫPR. (4.39)
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De plus, on déduit des expressions de νS et νT en fonction des paramètres de roulement lent que
l’indice spectral est donné par

nS − 1 ≡ dPR

d ln(k)
= 2δ − 4ǫ

nT ≡ dPT

d ln(k)
= −2ǫ .

L’amplitude globale des fluctuations est dépendante de l’échelle d’inflation c’est-à-dire de la
valeur de H pendant l’inflation, mais le rapport des amplitudes tensorielles et scalaires est
directement lié au paramètre de roulement lent ǫ. On considérera ensuite que les fluctuations
sont remplacées par des fluctuations classiques d’un champ stochastique dont les moyennes
d’ensembles 〈. . .〉 sont égales au moyennes des opérateurs correspondants dans le vides 〈0| . . . |0〉.
On utilisera le fait que la perturbation de courbure en jauge comobile R est constante pour
en déduire ses propriétés statistiques comme nous avons fait dans le chapitre 2. De plus, ce
mécanisme prédit un spectre quasiment invariant d’échelle (si on néglige les paramètres de
roulement lent) car P (k) ∼ k−3, ce qui est favorisé expérimentalement.

4.3 La variable de Mukhanov-Sasaki en formalisme 1+3 (article)

Jusqu’à présent, nous avons utilisé le formalisme basé sur les coordonnées afin de traiter
les perturbations pendant l’inflation. On peut néanmoins s’interroger sur son équivalent dans le
formalisme 1+3. Un premier problème apparent vient du fait que les perturbations des quantités
scalaires X dans le formalisme en coordonnées sont remplacées par des gradients spatiaux DµX.
De plus, le formalisme 1 + 3 ne fait pas référence explicitement à un espace de fond. Ces deux
différences essentielles font qu’il n’apparâıt pas de méthode simple pour donner un sens à une
perturbation de l’action. L’action n’est pas un champ scalaire et en considérer le gradient spatial
n’a pas de sens. On peut cependant tenter d’isoler les degrés de libertés canoniques dans le
formalisme 1 + 3 afin d’obtenir des prédictions quantitatives. On calquera alors la procédure de
quantification sur l’approche en coordonnées. Ceci est l’objet de l’article qui suit.
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La théorie des perturbations linéaires cesse d’être pertinente lorsque les perturbations ne
sont plus infinitésimales, c’est-à-dire pour δ ∼ 1, puisqu’alors la dynamique non-linéaire do-
mine. L’étude de la formation des structures nécessite donc d’aller au delà de la théorie linéaire.
Cependant dans le cadre de la relativité générale ceci est très rapidement difficile. En effet la
nature intrinsèquement non-linéaire émerge dès que nous étudions les perturbations au second
ordre. Une solution consiste à tirer parti du fait que nous n’avons besoin du régime non-linéaire
que lorsque les structures se forment, c’est-à-dire pour de modes sub-Hubble. Or dans cette li-
mite la théorie de Newton est une très bonne approximation de la relativité générale. On utilise
donc cette théorie simplifiée afin de pousser la résolution des équations plus loin. En étudiant
systématiquement la dynamique des modes croissants on peut développer un formalisme inspiré
des diagrammes de Feynmann permettant de décrire de manière statistique les perturbations
de densité et de vitesse. Ce formalisme est expliqué exhaustivement dans [Bernardeau et al. 02].
Observationnellement ces statistiques sont réalisées sur les catalogues de galaxies. Cependant ce
formalisme cesse d’être pertinent lorsque l’on souhaite étudier les perturbation du fond diffus au
delà de l’ordre linéaire. Tout d’abord il est inadapté car les modes d’intérêt pour le fond diffus
ne sont pas nécessairement sub-Hubble au moment du découplage et donc on ne peut utiliser
l’approximation Newtonienne. En étudiant plutôt la relativité générale au premier ordre non-
linéaire, c’est-à-dire au second ordre on capturera donc sa nature non-linéaire tout en limitant au
plus les complications analytiques. Dans le chapitre 5 nous détaillerons comment la théorie des
perturbations linéaires peut être étendue au second ordre. La compréhension des phénomènes
non-linéaires permettra donc soit de valider la relativité générale au delà de son approximation
linéaire ou bien de remonter aux condition initiales non-linéaires loin dans l’ère de radiation.
L’un ne s’envisage pas sans l’autre sauf si l’on montre que ces deux aspects correspondent à
des échelles bien distinctes. Nous avons vu dans le chapitre 4 que les prédictions de l’inflation à
l’ordre linéaire sont relativement génériques. Les différents modèles doivent prédire un spectre
quasiment invariant d’échelle car celui-ci est favorisé observationnellement et ne vont se distin-
guer essentiellement que dans la déviation légère à ce spectre (l’indice spectral). On ne dispose
donc que de très peu de marge pour éliminer ou valider les différents modèles. Cependant si l’on
s’intéresse à la dynamique non-linéaire, alors des différences notoires vont émerger. On caracté-
rise essentiellement les conditions initiales non-linéaire à la fin de l’inflation par un paramètre
noté fNL (voir la section 7.8 pour la définition mathématique). Ce paramètre permet de carac-
tériser le caractère non-gaussien des perturbations de courbure comobile à la fin de l’inflation.
D’après le théorème de Wick, un champ est gaussien R(x) si les moyennes stochastiques des
corrélations de ce champ en un ensemble de points x1 . . .xn satisfont

〈R(x1) . . .R(x2p+1)〉 = 0 ,

〈R(x1) . . .R(x2p)〉 =
∑

partitions
par paires

∏

paires
(i,j)

〈R(xi)R(xj)〉 . (4.40)

Nous constatons donc qu’un champ gaussien est caractérisé par les corrélations à deux points,
c’est-à-dire en espace de Fourier par le spectre de puissance. La déviation la plus immédiate est
donc donnée par les corrélations à trois points, appelée bispectre en espace de Fourier, et nous
verrons comment le paramètre fNL y est relié. Nous avons vu qu’au premier ordre les champs
étaient gaussiens, et l’évolution linéaire n’altère pas cette propriété. Seuls des effets non-linéaires
permettent de générer un bispectre non-nul. Ces effets peuvent avoir lieu pendant l’inflation ou
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après. On parlera alors soit de non-gaussiannité primordiale ou alors de non-gaussianité générée
par l’évolution. On montre que l’inflation chaotique à un champ présentée au chapitre 4 prédit
un taux très faible de non-gaussianité, c’est-à-dire fNL ≪ 1. Les modèles d’inflation prédisant
des taux plus significatifs de non-gaussianité font donc en général intervenir plusieurs champs
et ne prédisent pas alors des conditions initiales adiabatiques au début de l’ère de radiation.
Quant à la non-gaussianité due à l’évolution, elle provient à la fois de la dynamique non-linéaire
de la perturbation de courbure comobile et du fait que les observables (la température du
fond diffus essentiellement) y sont reliées non-linéairement. Nous aborderons les prédictions de
non-gaussianité de l’inflation à un champ dans le chapitre 7.

Un autre problème du modèle standard réside dans le principe cosmologique. En effet, celui-
ci est postulé mais nullement démontré. En principe le mécanisme de l’inflation donne une
explication satisfaisante puisqu’on peut montrer que pendant la phase d’inflation toutes les
anisotropies sont effacées et que l’univers a été homogénéisé pendant cette période. Néanmoins,
nous avons dû considérer que l’univers était asymptotiquement (t → 0) isotrope et homogène
afin de pouvoir quantifier les perturbations. Une autre voie pour étendre le modèle standard
consiste non pas à raffiner les perturbations en dépassant la théorie des perturbations linéaires,
mais plutôt à étudier des espaces de fond plus généraux ainsi que la cosmologie qui s’en suit
afin d’obtenir des contraintes expérimentales sur le principe cosmologique. Nous avons pour cela
étudié les espaces anisotropes et nous présenterons les résultats obtenus dans la partie III.
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Chapitre 5
La théorie des perturbations dans le régime
non-linéaire
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5.1 Problématique

Lorsque nous avons perturbé la métrique (2.11), nous avons utilisé seulement six des dix
degrés de liberté. Ceci se justifie par la notion de choix de jauge. Pour pouvoir parler de pertur-
bation, il faut établir une relation entre espace de fond et espace perturbé. Cette relation entre
espace physique et espace de fond correspond à un choix de jauge. Pour cela, on plonge l’espace
physique Mphys et l’espace de fond M0 dans un juxtaposition d’espace-temps. Mathématique-
ment on considère un espace produit

N ≡ M× [0, 1] avec (M, 0) = M0 (M, 1) = Mphys. (5.1)

Comme [0, 1] possède une structure de variété différentielle canonique, N est une variété dif-
férentielle à cinq dimensions. On utilise alors un champ de vecteur X (sur N ) normal à tous
les espace-temps quadridimensionnels (M, λ), c’est-à-dire tel que la cinquième coordonnée soit
non-nulle, afin d’identifier les points de l’espace physique et de l’espace de fond ainsi que de
tous les espaces intermédiaires de cette construction. En effet ce champ de vecteur définit des
courbes intégrales et chaque courbe intégrale passe par un point et un seul pour chaque (M, λ).
Si de plus X4 = 1, alors les courbes intégrales de X permettent de mettre en relation tous les
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espace-temps entre eux, notamment l’espace de fond et l’espace physique. On parle alors d’un
choix de jauge. Un champ vectoriel satisfaisant ces propriétés n’est pas unique si bien que l’on a
une liberté dans l’identification des points des différents espace-temps. Il s’agit de la liberté de
jauge. Un changement de jauge, c’est-à-dire le choix d’un champ Y plutôt que X pour identifier
les points des espace-temps est intrinsèquement différent d’un changement de coordonnées. En
effet sa signification est géométrique et ne dépend donc pas du choix des coordonnées. On pré-
sente sur la figure 5.1 deux choix de jauge possibles pour identifier les points d’un espace-temps
de fond et ceux de l’espace-temps physique, représentés en une dimension pour les besoins du
schéma. Les deux jeux de coordonnées résultants sont également mentionnés et il va donc falloir
savoir comment passer de l’un à l’autre. On remarque graphiquement que cela consiste à changer
les coordonnées sur l’espace de fond tout en les maintenant sur l’espace physique. Ce change-
ment de coordonnées va être construit à partir du champ ξ = Y −X. Il est très important de
comprendre que cette situation est très différente d’un simple changement de coordonnées dans
une même jauge. En effet, nous présentons sur la figure 5.2 un changement de coordonnées qui
préserve le choix d’une jauge pour identifier les points, et nous voyons que les coordonnées sont
changées sur tous les espaces de façon simultanée, ce qui n’est pas le cas pour un changement
de jauge. Les quantités tensorielles vivant sur les espace-temps se transforment donc différem-
ment selon que l’on change simplement les coordonnées ou que l’on change la jauge utilisée pour
identifier les points d’espace-temps différents. Bien que le problème de la jauge soit plus général
en physique, il revêt un caractère particulier en relativité générale du fait de l’absence d’espace
de fond absolu.

Espace physique

Espace de fond

x=0 x=2 x=3

x=1 x=2 x=3

x=−1

y=0 y=1 y=2 y=3

y=−1 y=0 y=2

x=1

y=−1 x=−1 x=0

y=1 y=3

Figure 5.1 – Représentation schématique d’un changement de jauge. Deux champs de jauge
(trait plein et tirets) sont représentés avec leur système de coordonnées corespondant ({x} et
{y}). On observe que le changement de jauge peut être interprété comme un changement de
coordonnées uniquement sur l’espace de fond.

La jauge étant libre a priori, nous pouvons soit choisir une jauge en s’assurant qu’elle est
fixée sans ambigüıté, soit travailler avec des variables invariantes de jauges. Nous allons voir
que la méthode générale pour construire des variables invariantes de jauge implique qu’elles
se réduisent dans une jauge donnée aux variables de perturbations que l’on aurait choisies en
fixant initialement la jauge. Les équations satisfaites étant invariantes de jauge comme nous
allons le voir, on est assuré que seules des quantités invariantes de jauge doivent intervenir. On
peut donc travailler dans une jauge donnée et promouvoir dans les équations les variables de
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x=−1 x=0

y=−1

x=1

y=0

x=2

y=1

x=3

y=2
y=−2

x=−1 x=0 x=1 x=2 x=3

y=−2 y=−1 y=0 y=1 y=2

Espace de fond

Espace physique

Figure 5.2 – Représentation schématique d’un changement de coordonnées. On change les
coordonnées en même temps sur l’espace physique et sur l’espace de fond afin de conserver le
choix du champ de jauge

perturbations dans une jauge donnée au rang de variables invariantes de jauge. C’est la démarche
que nous avons adoptée. Les équations présentées dans la partie précédente (équation d’Einstein
et équation de Boltzmann) ont été dérivées dans la jauge Newtonienne et sont en fait satisfaites
par des variables invariantes de jauge qui se réduisent aux variables de perturbation en jauge
Newtonienne. En effet la décomposition générale de la perturbation de la métrique n’est pas
donnée par la décomposition (2.11) mais par

gµν = a2(η)
{

−(1 + 2Φ)(dη)µ(dη)ν + (DiB +Bi)(dx
i)µ(dη)ν + (DiB +Bi)(dx

i)ν(dη)µ

+
[

(1− 2Ψ)γij + 2DiDjE + 2D(iEj) + 2Eij

]

(dxi)µ(dx
j)ν
}

. (5.2)

Lors d’un changement de jauge du premier ordre, si on décompose le champ ξ générant la
transformation de coordonnées sur l’espace de fond en ξµ = (T,Li +DiL) avec DiL

i = 0, alors
les variables de perturbation de la métrique se transforment selon

Φ → Φ+ T ′ +HT ,

Ψ → Ψ−HT ,

B → B − T + L′ ,

E → E + L ,

Bi → Bi + (Li)′ ,

Ei → Ei + Li ,

Eij → Eij . (5.3)

On remarque alors que les quantités

Φ̂ ≡ Φ+H(B − E′) + (B − E′)′ ,

Ψ̂ ≡ Ψ−H(B − E′) ,

Φ̂i ≡ Bi − (Ei)′ ,

Eij , (5.4)
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sont invariantes sous une transformation de jauge. Elles sont alors appelées variables invariantes
de jauge. Si on dérive les équations d’Einstein en incluant toutes les variables de perturbation,
on doit pouvoir faire disparâıtre les variables B Ei et E en introduisant Φ̂ Ψ̂ et Φ̂i, car le
résultat doit être invariant de jauge. Dans le but de simplifier l’algèbre, on peut alors omettre
dès le début les variables E B et Ei (fixer la jauge) puis identifier Ψ Φ et Bi avec Ψ̂ Φ̂ et
Φ̂i afin d’obtenir des équations invariantes de jauge. Nous présentons donc dans l’article qui
suit la notion de jauge au delà de la théorie des perturbations linéaires, puis nous expliquons
comment construire des variables invariantes de jauge, à la fois pour les tenseurs et pour les
fonctions de distribution. La notion de jauge au delà de l’ordre linéaire a été explicitée dans
[Bruni et al. 97] et la construction de variables invariantes de jauge pour les tenseurs à été
complètement justifiée mathématiquement dans [Nakamura 07]. La construction d’une fonction
de distribution invariante de jauge à l’ordre linéaire a été effectuée dans [Durrer & Straumann 88,
Durrer 94]. Le travail pour les fonctions de distribution au delà de l’ordre linéaire constitue donc
un travail entièrement nouveau. Il permet d’appliquer la même technique que pour les équations
d’Einstein, c’est-à-dire de calculer dans une jauge donnée pour ensuite interpréter les équations
de la théorie cinétique obtenues à l’ordre non-linéaire en termes de variables invariantes de jauge.
Afin de faire le lien avec la description fluide, nous présentons également comment obtenir cette
limite au delà de l’ordre linéaire.

5.2 La théorie des perturbations : tenseurs et fonction de dis-
tribution (article)

5.3 Traitement informatique des perturbations

5.3.1 xAct

Nous utilisons le paquet xAct [Mart̀ın-Garc̀ıa 04] spécialisé dans le calcul tensoriel formel.
Ce package est une librairie à rajouter dans Mathematica. L’objectif ici n’est pas de décrire la
syntaxe d’un tel paquet. Une documentation de plusieurs centaines de pages peut être trouvée
sur le site où le package peut être téléchargé. Nous avons ici besoin de savoir qu’un tenseur de
type Xa

b est représenté par X[a,-b], et que l’on dispose d’une fonction appelée ToCanonical qui
permet de simplifier les expressions tensorielles équivalentes. Par exemple les expressions AµBµ

et AµB
µ sont équivalentes et il ne faut garder qu’un représentant de cette classe d’équivalence. La

fonction ToCanonical remplacera donc AµBµ+AµB
µ par 2AµBµ. Pour commencer à travailler

sur des quantités tensorielles, il faut commencer par définir une variété (M4) et sa métrique de
signature négative (gbar) ainsi que la dérivée covariante associée (CD). Il s’agit pour nous de
l’espace de fond et de la métrique de fond puisque toutes les quantités que nous allons définir
(les variables de perturbations) vivent sur l’espace de fond. On définit également le jeu d’indices
(a,b,c,d) utilisé pour les tenseurs.

DefManifold [M4, 4 ,{ a , b , c , d} , ind ] ;
DefMetr ic [−1 , gbar[−a,−b ] ,CD] ;

Automatiquement les tenseurs de Riemann (RiemannCD) de Ricci (RicciCD) le scalaire de Ricci
(RicciScalarCD), le tenseur d’Einstein (EinsteinCD) et les symboles de Christoffel (Christof-
felCD) sont créés, ceci de façon formelle puisque la métrique n’est pas explicitée.
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5.3.2 Algorithme de perturbation

On réalise ensuite les perturbations des tenseurs de Riemann, de Ricci et d’Einstein par la
méthode de Palatini [Wald 84]. Nous suivons ici les méthodes exposées dans [Brizuela et al. 06].
On relie ces tenseurs associés à ḡµν à ceux associés à gµν ≡ ḡµν + δgµν en utilisant

δΓρ
νσ =

gρα

2

(

∇̄νδgασ + ∇̄σδgνα − ∇̄αδgνσ
)

δRµν = ∇̄αδΓ
α
µν − ∇̄νδΓ

α
αµ − δΓβ

µλδΓ
λ
βν + δΓβ

βλδΓ
λ
µν . (5.5)

Puisque [ḡµα + δ (gµα)] [ḡαν + δgαν ] = δµν , on peut relier la perturbation de l’inverse de la mé-
trique δ (gµα) à la perturbation de la métrique δgµν par

δ (gµν) = −δgµα

[

∞
∑

k=0

[

(−δg)k
]α

β

]

ḡβν , où
[

− (δg)k
]α

β
≡ (−1)kδgαλ1

δgλ1
λ2

. . . δg
λk−1

β . (5.6)

On rappelle que (δg)µν 6= δ (gµν) car les indices sont baissés et levés avec la métrique de fond
ḡµν ainsi que son inverse ḡµν . Dans les développements en perturbation d’une quantité X, on
adopte comme évoqué dans la section 5.2, un développement ordre par ordre de la forme

δX =

∞
∑

k=1

lk
δ(k)X

k!
. (5.7)

Le paramètre l n’est là que pour pouvoir identifier l’ordre n à une puissance n de l. On prendra
ensuite l = 1. On peut écrire des formules de perturbation générales en utilisant le concept de
partition arrangée. Cela est particulièrement fructueux si l’on souhaite organiser le calcul de
perturbations de manière recursive. L’ensemble des partition arrangées 1 {ki}m,n est l’ensemble
des 2n−1 combinaisons d’indices k1 . . . km positifs tels que k1 + · · ·+ km = n. Avec cette outil on
peut récrire la perturbation à un ordre n de l’inverse de la métrique comme

δ(n) (gµν) =
∑

{ki}m,n

n! (−1)m

k1! . . . km!
δ(km)gµα δ(km−1)gαβ . . . δ

(k2)gτρ δ(k1)gρν ,

δ(n)Γα
µν =

∑

{ki}m,n

n! (−1)m+1

k1! . . . km!
δ(km)gαβ δ(km−1)gβγ . . . δ

(k2)gτρ δ(k1)Cρµν ,

δ(n)Cρµν =
1

2

(

∇̄µδ
(n)gρν + ∇̄νδ

(n)gµρ − ∇̄ρδ
(n)gµν

)

. (5.8)

La perturbation des symboles de Christoffel peut ensuite être utilisée dans l’équation (5.5) et

δ(n)Rµν = ∇̄αδ
(n)Γα

µν − ∇̄νδ
(n)Γα

αµ +
n−1
∑

k=1

n!

(n− k)!k!

(

−δ(k)Γβ
µλδ

(n−k)Γλ
βν + δ(k)Γβ

βλδ
(n−k)Γλ

µν

)

.

(5.9)
On construit ensuite en utilisant l’expression précédente les perturbations du tenseur d’Einstein.
La mise en place de cette méthode se fait en utilisant la librairie xPert qui s’ajoute à xAct. Une
fois chargée, on définit la perturbation de la métrique en définissant un paramètre de perturbation
(l) qui servira à collecter les différents ordres de perturbation, puis on définit la perturbation de
la métrique δg (dg).

1. Ceci n’a rien a voir avec les arrangements sur une partition.
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DefParameter [ l ]
De fMetr i cPer turbat ion [ gbar , dg , l ]

Ceci crée automatiquement les différents ordres de perturbation de la métrique définis par la
décomposition (5.7), c’est à dire un ensemble de tenseurs dg[1,-a,-b] dg[2,-a,-b]. . .Cela crée
également de façon similaire les perturbations à chaque ordre des tenseurs de Riemann de Ricci
et d’Einstein ainsi que ceux associés aux symboles de Christoffels, puis les met en relation avec
la perturbation de la métrique en suivant les relations (5.8-5.9).

Une fois ces développements obtenus, il nous faut séparer les coordonnées d’espace des co-
ordonnées de temps. Nous utilisons pour cela le formalisme 1 + 3 sur l’espace de fond. Les
observateurs comobiles de quadrivitesse ūµ ≡ (dt)µ suivent des géodésiques de l’espace de fond,
c’est-à-dire que āµ = 0. De plus, afin de pouvoir définir des surfaces orthogonales aux observa-
teurs, ce flot est nécessairement irrotationnel, c’est-à-dire ω̄µν = 0. On obtient donc

∇̄µūν = ∇̄ν ūµ = K̄µν . (5.10)

On définit le champ de vecteur ūµ sur la variété M4, que l’on normalise par ūµūµ = −1 en créant
une règle automatique, ainsi que la métrique induite h̄µν (mspat) par

DefTensor [ u [ a ] ,{M4} ]
AutomaticRules [ u , MakeRule [{u [ a ] u[−a , −1} ] ]
DefMetr ic [ 1 , mspat[−a,−b ] , cd , InducedFrom −> {gbar , u } ]

Cela génère tous les tenseurs associés comme pour la métrique globale gbar mais avec les suffixes
CD remplacés par cd. De plus cela génère automatiquement la courbure extrinsèque associée
(ExtrinsicKmspat) et suppose implicitement que la vorticité est nulle ce qui fait que nous
pouvons parler de sections spatiales. Cela génère également l’accélération aµ (Accelerationu)
et comme nous souhaitons que les observateurs de fond de quadrivitesse ūµ soient en chute libre
nous demandons

Acce l e r a t i onu [ a ?TangentM4 ‘pmQ]=0;

D’après la définition de Kµν (2.109), et la relation de Gauss-Codazzi (2.110), il suffit de choisir Θ
et σµν ainsi que le tenseur de Riemann associé à h̄µν afin de caractériser l’espace-temps de fond.
La méthode est pour l’instant générale et permet de considérer des espaces-temps plus généraux
que des espaces de Friedmann-Lemâıtre sans coubure. Afin de simplifier les explications, nous
nous restreignons pourtant à ce cas. Nous définissons donc le facteur d’échelle (a), le champ de
Hubble H = Θ/3 (H) et explicitons l’expression de la courbure extrinsèque par Kµν = Hh̄µν
ainsi que le tenseur de Riemann des sections spatiales, c’est-à-dire associé à h̄µν .

DefTensor [ a [ ] , {M4} ]
DefTensor [H [ ] , {M4} ]
ExtrinsicKmspat [ a ?TangentM4 ‘pmQ, b ?TangentM4 ‘pmQ] = H[ ] mspat [ a , b ]
Riemanncd [ a ?TangentM4 ‘pmQ, b ?TangentM4 ‘pmQ, c ?TangentM4 ‘pmQ,

d ?TangentM4 ‘pmQ]=0

On relie ensuite le tenseur de Riemann associé à ḡµν au tenseur de Riemann associé à h̄µν en
utilisant la relation de Gauss-Codazzi (2.110).
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RuleRiemann = Flatten [{
MakeRule [{
RiemannCD [ a ?TangentM4 ‘pmQ, b ?TangentM4 ‘pmQ, c ?TangentM4 ‘pmQ,

d ?TangentM4 ‘pmQ]=Riemanncd [ a , b , c , d ] + . . . } ] ,
MakeRule [{
RicciCD [ a ?TangentM4 ‘pmQ, b ?TangentM4 ‘pmQ]=Ricc i cd [ a , b ] + . . . } ] ,
MakeRule [{RicciCD [ ]= Ricc i cd [ ] + . . . } ] ,
} ]

Il nous faut décomposer en 1+3 tous les tenseurs dont nous souhaitons calculer les perturbations.
Nous nous intéresserons ainsi par exemple à la perturbation jusqu’au premier ordre de G00 ou
bien la perturbation jusqu’au second ordre de Gij , c’est-à-dire

(

Ḡµν + δ(1)Gµν

)

ūµūν

(

Ḡαβ + δ(1)Gαβ +
1

2
δ(2)Gαβ

)

h̄αµh̄
β
ν . (5.11)

Gdd00 [ ]= ToGeneral [ Perturbed [ EinsteinCD[−a,−b , 1 ] ] u [ a ] u [ b ] // ToCanonical ;
Gddij [−a ?TangentM4 ‘pmQ, −b ?TangentM4 ‘pmQ]=ToGeneral [ Perturbed [

EinsteinCD[−c , −d ] , 2 ] ] mspat [ c , −a ] ] mspat [ d , −b ] //ToCanonical ;

La fonction ToCanonical a ordonné dans les expressions précédentes les dérivées covariantes
doubles et fait apparâıtre pour cela le tenseur de Riemann en utilisant les relations de commu-
tation des dérivées covariantes. C’est la raison pour laquelle nous avons eu besoin de spécifier
l’expression du tenseur de Riemann. Il nous reste à spécifier explicitement la forme de la per-
turbation de la métrique à tout ordre afin d’obtenir le développement perturbatif recherché. En
toute généralité on peut décomposer la métrique perturbée en suivant la décomposition (5.2)

δgµν ≡ −2Φūµūν + 2a
(

D̄αB +Bα − 2K̄αλD̄
λE
)

ū(ν h̄
α
µ)

−2Ψ
K̄µν

H
+ 2a2D̄µD̄νE + 2a2D̄(µEν) + 2a2Eµν , (5.12)

avec
D̄µa = 0, D̄µEµν = 0, Eµ

µ = 0, D̄µEµ = 0, D̄µBµ=0. (5.13)

Nous justifierons dans le chapitre 8 pourquoi cette décomposition est très générale en expliquant
en détail son intérêt. On rappelle que les indices sont levés et baissés avec la métrique ḡµν . Si l’on
souhaite travailler dans la jauge Newtonienne en négligeant de plus les quantités vectorielles,
alors on suppose de plus que B = E = 0 et Bµ = Eµ = 0. C’est le choix que nous faisons ici et
nous définissons donc les champs de perturbations scalaires Ψ (Psi), Φ (Phi) et Eij (Et) avec
leurs propriétés. Nous les utilisons ensuite pour expliciter l’expression de la perturbation de la
métrique, en nous restreignant ici par soucis de simplicité au premier ordre.

DefTensor [ Ps i [ ] , {M4} ]
DefTensor [ Phi [ ] , {M4} ]
DefTensor [ Et[−a,−b ] ,{M4} , Symmetric[{−a,−b } ] , OrthogonalTo −> {u [ a ] , u [ b ]} ,
ProjectedWith −> {mspat [ a,−c ] , mspat [ b,−c ] } ]
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dg [ LI [ 1 ] , a ?TangentM4 ‘pmQ, b ?TangentM4 ‘pmQ] :=
−2 Phi [ ] u [ a ] u [ b ] −2 Psi [ ] ExtrinsicKmspat [ a , b ] /H [ ] +2 a [ ] ˆ 2 Et [ a , b ]

D’après les expressions (5.8,5.9), les perturbations des tenseurs de Ricci, d’Einstein, et des sym-
boles de Christoffel ne font intervenir au final que des dérivées covariantes de fond des per-
turbations de métrique. D’après l’expression (5.12), on constate qu’il va falloir connâıtre les
dérivées covariantes des variables de perturbations Φ, Ψ et Eµν ainsi que celles de ūµ et h̄µν .
Comme h̄µν = ḡµν + ūµūν et ∇̄αḡµν = 0, il suffit de connâıtre la dérivée covariant de ūµ pour
connâıtre celles de h̄µν . Or ceci est donné par la courbure extrinsèque K̄µν = Hh̄µν grâce à la
relation (5.10). On définit donc la règle suivante qui permet de faire apparâıtre uµ plutôt que
hµν .

Rulemspattogbar = Makerule [{
mspat [ a ?TangentM4 ‘pmQ, b ?TangentM4 ‘pmQ] , gbar [ a , b]+u [ a ] u [ b ]
} ]

A ce stade du calcul nous avons des expressions faisant intervenir des dérivées covariantes (∇̄µ)
de Φ, Ψ et Eab ainsi que de a et H. En utilisant le fait que a et H sont constants sur les
sections spatiales, on transforme les dérivées covariantes de a et H en dérivées directionnelles
puisque ∇̄µa = −aHūµ et ∇̄µH = −ūµḢ. En ce qui concerne Φ Ψ et Eab il nous faut séparer les
variations spatiales des variations temporelles des variables de perturbations, on réalisera une
projection 1 + 3 des dérivées covariantes. On utilisera donc les formules de projections 1 + 3
suivantes qui sont restreintes au cas ω̄µν = 0 āµ = 0

∇̄αS = −uαṠ + D̄αS

∇̄αD̄βS = D̄αD̄βS − ūαD̄βṠ + 2K̄γ(αūβ)D̄
γS

∇̄α∇̄βS = uαuβS̈ + D̄αD̄βS + 2K̄γ(αūβ)D̄
γS − 2ū(αD̄β)Ṡ − K̄αβṠ

∇̄αTµν = −uαṪµν + D̄αTµν + 2K̄αλT
λ
(ν ūµ)

∇̄αD̄βTµν = D̄αD̄βTµν − ūαD̄βṪµν + 2K̄γ(αūβ)D̄
γTµν + 2K̄ γ

α D̄βTγ(µūν) . (5.14)

On créera donc des champs de tenseurs correspondant à Ḣ, Ψ̇, Ψ̈, Φ̇, et Φ̈ puis une règle de
remplacement qui permettra de mettre en place les décomposition 1 + 3 précédentes. De plus,
le facteur d’échelle et le paramètre de Hubble sont constants sur les sections spatiales. Nous
utiliserons donc le fait que D̄µa = D̄µH = 0.

DefTensor [Hp [ ] , {M4} ]
DefTensor [ Psip [ ] , {M4} ]
DefTensor [ Psip2 [ ] , {M4} ]
DefTensor [ Phip [ ] , {M4} ]
DefTensor [ Phip2 [ ] , {M4} ]

RuleNabla = Flatten [{
MakeRule [{CD[ b ] [ a [ ] ] , −a [ ]H [ ] u [ b ] } ] ,
MakeRule [{CD[ b ] [H [ ] ] , −Hp [ ] u [ b ] } ] ,
MakeRule [{CD[ b ] [ Ps i [ ] ] , −Psip [ ] u [ b ] +cd [ b ] [ Ps i [ ] ] } ] ,
MakeRule [{CD[ b ] [ Phi [ ] ] , −Phip [ ] u [ b ] +cd [ b ] [ Phi [ ] ] } ] ,
MakeRule [{CD[ a ]CD[ b ] [ Ps i [ ] ] , Psip2 [ ] u [ a ] u [ b ] +cd [ a ] [ cd [ b ] [ Ps i [ ] ] ]

−ExtrinsicKmspat [ ab ] Psip [ ] + . . . } ] ,
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. . .
} ]

Nous souhaitons ensuite pouvoir interpréter les résultats en termes de dérivées ordinaires.
Les dérivées spatiales (D̄µ) vont correspondre à des dérivées ordinaires spatiales dans le cas
plat. En revanche la dérivée directionnelle ūµ∇̄µ ne correspond pas à une dérivée par rapport à
la coordonnée de temps si la quantité dérivée n’est pas un scalaire. Il faudra alors utiliser une
dérivée de Lie, afin d’utiliser la propriété (2.114). On utilisera donc les relations

Ṫµν = LūTµν − 2Kα(µT
α
ν) (5.15)

T̈µν = L2
ūTµν − 4LūTα(µK̄

α
ν) + 2TαβK̄αµK̄βν + 2Tα(µK̄ν)βK̄

αβ − 2Tα
(µ

˙̄Kν)α, (5.16)

et on définira une liste de règles de remplacement correspondante pour Eab puisqu’il s’agit de la
seule quantité tensorielle.

RuleToLie = Flatten [{
MakeRule [{u [ a ]CD[−a ] [ Et[−b,−c ] ] , LieD [ u [ ind ] ] [ Et[−b,−c ] ]
−ExtrinsicKmspat [−d,−b ] Et [ d,−c ]−ExtrinsicKmspat [−d,−c ] Et [ d,−b ] } ] ,
. . . . .

]}

Une fois appliquées ces règles, toutes les dérivées covariantes auront été projetées en 1 + 3
si bien que l’on obtiendra les perturbations des quantités recherchées en termes de dérivées
spatiales (D̄µ) sur les variables de perturbation de la métrique, ainsi qu’en termes de dérivées
directionnelles selon ūµ pour les scalaires a H Φ et Ψ, ou de dérivées de Lie selon ūµ pour
le tenseur Eab. Toutes ces dérivées correspondent à des dérivées ordinaires, et l’on obtient le
résultat recherché.

Si l’on ne souhaite pas que les sections spatiales soient plates, alors il faudra utiliser l’équa-
tion (1.2) pour spécifier le tenseur de Riemann des sections spatiales. Les dérivées spatiales
(D̄µ) correspondront alors à des dérivées covariantes associées à h̄µν . Si on souhaite de plus que
l’espace puisse être anisotrope alors il faudra tenir compte de σ̄µν dans l’expression du tenseur
de courbure extrinsèque. Pour un espace de Bianchi de type I (voir partie III) le tenseur de
Riemann des sections spatiales est nul, tandis qu’il faudra l’exprimer en fonction des constantes
de structures de l’espace de Bianchi considéré [Ellis & MacCallum 69] pour le cas général. En
appliquant la méthode décrite précédemment, la seule différence sera l’expression de la courbure
extrinsèque, et ses dérivées directionnelles feront apparâıtre en plus des dérivées directionnelles
selon ūµ du cisaillement σ̄µν . On utilisera alors a profit la relation

˙̄σµ
ν = Lūσ̄

µ
ν , (5.17)

pour pouvoir interpréter les résultats en termes de dérivées ordinaires par rapport à la coordonnée
temporelle. Nous avons utilisé cette méthode afin de calculer tous les développements au second
ordre de cette thèse dans le cas homogène et isotrope ainsi que dans le cas d’un espace de
Bianchi I dans le partie III.

5.3.3 Un exemple simple : la perturbation au premier ordre du scalaire de
Ricci

Jusqu’à présent nous n’avons présenté que la mise en place de l’algorithme en définissant les
quantités tensorielles nécessaires, ainsi que des règles de remplacement permettant de mettre en
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forme les quantités perturbées recherchées. Afin de rendre l’explication plus visuelle, nous allons
décrire les étapes principales de l’algorithme pour le cas le plus simple, celui de R(1) pour le cas
de perturbations scalaires. On suppose que toutes les champs nécessaires ont été définis ainsi
que les règles de remplacement nécessaires, mais que la forme de la métrique perturbée n’a pas
été explicitée. On commence par définir la quantité que l’on souhaite perturber et qui va être
exprimée en fonction de la perturbation de la métrique.

R1 [ ] = ToGeneral [ Perturbed [ Ricc iSca larCD [ 1 ] ] / / ToCanonical

Il est possible de préciser pour toutes les quantités une forme affichée qui sera lisible. On de-
mandera donc que CD soit formaté en ∇̄, Psi en Ψ, et ainsi de suite. Le résultat de l’affectation
précédente renvoie donc un résultat de la forme suivante.

R̄+ l
(

−δg
(1)
ab R̄

ab + ∇̄b∇̄aδg
(1)
ab − ∇̄b∇̄bδg

(1)a
a

)

On spécifie ensuite la métrique perturbée en nous restreignant à des perturbations scalaires.

dg [ LI [ 1 ] , a ?TangentM4 ‘pmQ, b ?TangentM4 ‘pmQ] :=
−2 Phi [ ] u [ a ] u [ b ] −2 Psi [ ] ExtrinsicKmspat [ a , b ] /H [ ]

−2uaubΦ− 2Ψ(gab + uaub)

Une fois le tenseur de Ricci et le scalaire de Ricci remplacés, la quantité recherchée prend alors
une forme développée qu’il faudra simplifier.

Co l l e c t [ ContractMetr ic [R1 [ ] / . RuleRiemann ] / . Rulemspattogbar// ToCanonical , l ]

12H2 + 6Ḣ

+l
[

−6ḢΦ− 6H2Φ+ 18H2Ψ+ 6ḢΨ− 2∇̄a∇̄aΦ+ 4∇̄a∇̄aΨ

−2Φua∇̄a∇̄bu
b − 2Ψua∇̄a∇̄bu

b − 2Φ(∇̄au
a)∇̄bu

b − 2Ψ(∇̄au
a)∇̄bu

b

−4ua(∇̄au
b)∇̄bΨ− 4ua(∇̄au

b)∇̄bΦ− 2Φua∇̄b∇̄au
b − 2Ψua∇̄b∇̄au

b − 4ua(∇̄aΨ)∇̄bu
b

−2uaub∇̄b∇̄aΨ− 2uaub∇̄b∇̄aΦ− 2Φ(∇̄au
b)∇̄bu

a − 2Ψ(∇̄au
b)∇̄bu

a − 4ua(∇̄aΦ)∇̄bu
b
]

On transforme les termes du type ∇̄aub en utilisant le fait qu’ils sont égaux à la courbure
extrinsèque. Ceci est réalisé grâce à la fonction GradNormalToExtrinsicK qui est fournie par
xAct.

ContractMetr ic [%//GradNormalToExtrinsicK ]
/ . Rulemspattogbar//GradNormalToExtrinsicK ;
Co l l e c t [% // ToCanonical , l ]

12H2 + 6Ḣ

+l
[

−6ḢΦ− 6H2Φ+ 18H2Ψ+ 6ḢΨ− 2∇̄a∇̄aΦ+ 4∇̄a∇̄aΨ− 6HΦub∇̄bH

−6HΨub∇̄bH + 12Hua∇̄aΦ+ 12Hua∇̄aΨ− 2uaub∇̄b∇̄aΨ− 2uaub∇̄b∇̄aΦ
]

Il ne reste plus qu’à réaliser la projection en 1 + 3 des dérivées covariantes grâce à la fonction
RuleNabla.

Co l l e c t [%//. RuleNabla//ToCanonical , l ]
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12H2 + 6Ḣ + l
[

−12ḢΦ− 24H2Φ− 6HΨ̇− 24HΨ̇ − 6Ψ̈− 2D̄aD̄
aΦ+ 4D̄aD̄

aΨ
]

Comme nous n’avons pas de quantité tensorielle, ceci parce que nous ne les avons pas considérées
dans cet exemple mais aussi parce qu’on montre qu’elles n’interviennent pas dans R(1) si on les
prend en compte, toutes les dérivées directionnelles s’identifient à des dérivées par rapport au
temps cosmique. On peut ensuite, si on le désire, exprimer le résultat en temps conforme, ce
qui revient à considérer des dérivées dans la direction du quadrivecteur auµ plutôt que uµ
[Pitrou & Uzan 07].
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75

Chapitre 6
Dynamique au second ordre
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6.1 État des lieux

Lors que j’ai débuté ma thèse en 2005, l’étude de la dynamique des perturbations au se-
cond ordre était essentiellement réalisée pour des échelles super-Hubble [Bartolo et al. 04b],
dans l’approximation fluide, pour un univers dominé soit par la matière soit par la radia-
tion, ou pour des échelles sub-Hubble dans le régime Newtonien [Bernardeau et al. 02]. La
construction de quantités conservées ainsi que leur utilisation venait d’être réalisée en gé-
néralisant les résultats du premier ordre [Malik & Wands 04, Vernizzi 05] de manière per-
turbative, puis cette procédure a éte étendue à tous les ordres au cours de ma thèse
[Rigopoulos & Shellard 03, Lyth et al. 05, Langlois & Vernizzi 05, Enqvist et al. 07]. Je me suis
donc intéressé à la dynamique lorsque les modes deviennent sub-Hubble, pendant l’ère de ra-
diation puis pendant l’ère de matière. Ensuite je me suis concentré plus particulièrement sur
la transition entre les deux, toujours dans l’approximation fluide, en étudiant plus précisément
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les oscillations baryoniques au second ordre dans le but de comprendre les effets non-linéaires
sur la surface de dernière diffusion . Par ailleurs la théorie cinétique, qui permet de décrire cor-
rectement la radiation et les baryons et de justifier rigoureusement le terme de collision entre
les baryons et les photons, n’avait pas été étudiée au second ordre. Des travaux on été réalisés
sur ce sujet au cours de ma thèse [Bartolo et al. 06, Bartolo et al. 07], et je me suis basé sur
cette étude pour en approfondir les fondements théoriques. Une fois décomposée en multipôles,
l’équation de Boltzmann fait intervenir une infinité (pour chaque ℓ) d’équations toutes couplées
entre elles. La résolution numérique n’est donc pas aisée et ceci justifie l’utilisation de l’approxi-
mation fluide que nous exposons dans ce chapitre, dont le but est d’extraire le comportement
dominant des solutions. Cette étude permet d’entrevoir les sources de non-gaussianité dues à
l’évolution non-linéaire des perturbations, qui viennent s’ajouter à la non-gaussianité primor-
diale déterminant les conditions initiales. Dans le chapitre suivant, nous nous intéresserons alors
plus particulièrement à la non-gaussianité primordiale dans le cas de l’inflation à un champ.

6.2 Approximation fluide

6.2.1 Équations d’évolution des perturbations

Comme nous l’avons déjà indiqué, toutes les quantités perturbées sont décomposées en ordre
de perturbation selon la relation (2.17). Les perturbations du tenseur d’Einstein et du tenseur
énergie-impulsion correspondant à la métrique (2.11) sont rapportées dans l’appendice B. Les
équations peuvent être écrites ordre par ordre, et nous utiliserons la notation compacte

E [δg, δT ] = S[δg, δT ]. (6.1)

Cela signifie que ordre par ordre, elle se lit

E [δ(1)g, δ(1)T ] = 0, E [δ(2)g, δ(2)T ] = S[δ(1)g, δ(1)T ], (6.2)

car les variables de second ordre satisfont les mêmes équations linéaires E que les variables du
premier ordre, mais avec un terme de source S quadratique dans les variables de premier ordre.

Dans les équations présentées ci-dessous, nous ne considérons que les modes scalaires dans les
termes de source des équation du second ordre. Nous avons vu en effet que les modes vectoriels et
tensoriels sont décroissants au premier ordre et qu’il est par conséquent justifié de les négliger 1.
Nous reportons néanmoins dans l’appendice B les termes de source en incluant les perturbation
tensorielles. Nous allons également nous restreindre au cas simplifié d’un mélange de matière
noire et de radiation.

Modes scalaires

Les équations d’Einstein scalaires sont données par

– (δG00 − κδT00) = 0,
– la trace de (δGij − κδTij) = 0
– le mode scalaire de la partie sans trace de (δGij − κδTij) = 0

1. Les modes tensoriels ne sont décroissants que lorsqu’ils sont sub-Hubble. Lorsqu’ils sont super-Hubble, ils
sont constants et il est justifié de les négliger dans les termes de source car ils n’interviennent qu’avec une dérivée.
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– le mode scalaire de (δG0i − κδT0i) = 0
pour obtenir respectivement les équations

(∆ + 3K)Ψ − 3HΨ′ − 3H2Φ− 1

2

∑

e=r,m

κρ̄eδe = S1 (6.3)

Ψ′′ +H2Φ+
1

3
∆(Φ−Ψ) +HΦ′ + 2HΨ′ −KΨ+ 2H′Φ− 1

6
κρ̄rδr = S2 (6.4)

Ψ− Φ = S3 (6.5)

Ψ′ +HΦ+
1

2

∑

e=r,m

κρ̄e(1 + we)ve = S4. (6.6)

Les termes de source sont donnés par

S1 = −8Ψ∆Ψ− 3DiΨDiΨ− 3Ψ′2 +
∑

e=r,m

κρ̄e(1 + we)DiveD
ive − 12H2Ψ2 (6.7)

S2 = 4H2Ψ2 +
7

3
DiΨDiΨ+

8

3
Ψ∆Ψ+ 8HΨΨ′ + 8H′Ψ2 +Ψ′2

+
1

3

∑

e=r,m

κρ̄e(1 + we)DiveD
ive , (6.8)

S3 = −4Ψ2 −∆−1

[

2DiΨDiΨ+
∑

e=r,m

κρ̄e(1 +we)DiveD
ive

]

+3(∆∆)−1DiDj

[

2DiΨDjΨ+
∑

e=r,m

κρ̄e(1 + we)D
iveD

jve

]

, (6.9)

S4 = 2HΨ2 − 4ΨΨ′ + 2D−1
i (Ψ′DiΨ)

+
∑

e=r,m

κρ̄eD
−1
i

[

(1 + we)ΨDive − (1 + c2s,e)δeDive)
]

. (6.10)

Pour des fluides sans intéraction, ce qui est le cas si on traite uniquement un mélange de radiation
et de matière noire, nous obtenons deux équations scalaires d’évolution du fluide en considérant
∇̄µT

µ
e 0 = 0 ainsi que le mode scalaire de ∇µT

µ
e i = 0. Il s’agit respectivement de l’équation de

conservation de chaque fluide ainsi que de l’équation d’Euler de chaque fluide. Dans le cas où w
est constant et donc w = c2s ces équations sont

δ′e + (1 +we)
(

∆ve − 3Ψ′
)

= Sc,e , (6.11)

v′e +H(1− 3c2s,e)ve +Φ+
c2s,e

1 + we
δe = Se,e. (6.12)

Les termes de source de ces équations sont donnés par

Sc,e = 2(1 + we)
{

3δeΨ
′ + 6ΨΨ′ − (Φ + δe)∆ve

+Dive
[

−Diδe − (1− 3we)HDive − 2Div′e − 2DiΦ+ 3DiΨ
]}

, (6.13)

DiSe,e = −2(δeDive)
′ − 2H(1 − 3c2s,e)δeDive + 2H(1− 3c2s,e)(Φ + 2Ψ)Dive + 10Ψ′Dive

+4ΨDiv
′
e − 2Dj

(

DjveDive
)

+ 2ΦDiv
′
e − 2δDiΦ+ 4ΦDiΦ . (6.14)
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Dans le cas ou w n’est pas constant c’est-à-dire pour w 6= c2s, les équations de conservation sont
données en appendice D.1 tandis que les équations d’Einstein sont données en appendice D.2.
Si de plus les perturbations ne sont pas adiabatiques, c’est-à-dire si la pression ne dépend pas
uniquement de ρ, alors il faut considérer une composante non-adiabatique dans les équation pré-
cédentes. Nous ne considérerons pas cette situation et nous restreindrons dans ce qui suit à des
perturbations adiabatiques. Si de plus on souhaite inclure les baryons dans les équations précé-
dentes, il faudra considérer la force qu’exercent les baryons sur les photons (et réciproquement)
au second ordre. Celle-ci ne peut être justifiée qu’à partir de la théorie cinétique et sa forme est
donnée dans [Bartolo et al. 06]. Tout comme au premier ordre, nous étudierons la dynamique
des perturbations gravitationnelles sans considérer cet aspect étant donné que la matière noire
froide est dominante.

Modes tensoriels

Les équations d’Einstein tensorielles sont données par le mode tensoriel de (δGij − κδTij) = 0

E′′
ij + 2HE′

ij + (2K −∆)Eij = STT
ij , (6.15)

où
STT
ij = Pkl

T,ij [4DkΦDlΦ+ 2κρ̄(1 +w)DkvDlv] . (6.16)

Dans l’expression précédente, nous avons utilisé qu’au premier ordre Φ = Ψ pour un fluide
parfait d’après l’équation (6.5).

Nous utiliserons les solutions trouvées pour les équations homogènes satisfaites par les va-
riables de perturbation de premier ordre afin de résoudre les équations du second ordre avec la
méthode de la fonction de Green.

6.2.2 Loi de conservation

En suivant la même procédure qu’au premier ordre, on peut montrer (voir section 7.5.2) que
pour des modes super-Hubble, la condition d’adiabaticité du mélange radiation-matière noire
froide est encore satisfaite au second ordre, et on peut exprimer les contrastes de densité au
second ordre en fonction du contraste de densité du fluide total par la version au second ordre
de l’équation (2.76). Le fluide total à ces échelles peut être considéré comme un fluide parfait de
paramètre d’état variable. De façon plus générale, pour un fluide parfait, on montre en suivant
la même procédure qu’au premier ordre à partir des équations d’Einstein de l’appendice D.2,
que l’équation d’évolution pour Ψ(2) s’écrit

Ψ′′+Ψ′3H(1+ c2s)+ 3Ψ(c2s −w)− c2s∆Ψ = S2− c2sS1+
1

3
∆S3+3S3(c

2
s −w)+HS′

3 ≡ S. (6.17)

De façon équivalente, cette équation s’écrit en fonction de Φ(2) et Ψ(2)

Ψ′′ +HΦ′ +HΨ′(2 + 3c2s) + 3Φ(c2s − w)− c2s∆Ψ = S2 − c2sS1 +
1

3
∆S3 . (6.18)

On peut montrer alors (voir l’appendice E) qu’en utilisant la perturbation de courbure en jauge
comobile au second ordre dans sa limite super-Hubble

R(2) = Ψ(2) − 2Q

H

(

Ψ′(2) +HΦ(2) − 4HΨ2 − Ψ′2

H

)

+
(

1 + 3c2s
)

(Qδ)2 − 4QδΨ , (6.19)
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où on rappelle queQ = −1/[3(1+w)], on peut récrire cette équation pour les modes super-Hubble
sous la forme

−H
2Q

R(2)′ ≃ 0. (6.20)

Nous utiliserons donc cette loi de conservation pour établir les liens entre les variables de per-
turbations du second ordre avant et après un changement d’ère pour des modes super-Hubble,
et en particulier pour fixer les conditions initiales dans l’ère de radiation à partir des prédictions
inflationnaires.

6.2.3 Ère de radiation

En suivant la même méthode qu’au premier ordre, mais en gardant tous les termes de source
quadratiques dans les variables de premier ordre, nous pouvons dériver l’équation d’évolution
pour les perturbations scalaires du second ordre dans le cas où l’univers est dominé par la
radiation

Ψ′′ + 4HΨ′ − 1

3
∆Ψ = S2 −

1

3
S1 +

1

3
∆S3 +HS′

3 ≡ Sr . (6.21)

Cette équation peut être convertie en une équation satisfaite pour Φ en utilisant la contrainte
Ψ−Φ = S3. Afin que l’équation (6.21) soit une équation différentielle uniquement sur le temps,
nous passons en espace de Fourier. Les termes de source ne font intervenir que des termes
quadratiques dans les variables de perturbation du premier ordre. On relie la transformée de
Fourier d’un produit XY à celle de X et Y par

[XY ](k) =
1

(2π)3/2

∫

d3k1d
3k2δ

3
D(k1 + k2 − k)X(k1)Y (k2) . (6.22)

Afin de simplifier la notation nous n’utilisons pas de notation différente pour une variable et sa
transformée de Fourier. Nous omettrons également de spécifier la dépendance en k là où aucune
confusion ne peut être faite. On utilisera également dorénavant la notation compacte

C(k1,k2) ≡
1

(2π)3/2

∫

d3k1d
3k2δ

3
D(k1 + k2 − k). (6.23)

Cette expression fait intervenir nécessairement toutes les valeurs de k1 et k2 ce qui entrera en
contradiction avec la notion de limite super-Hubble ou sub-Hubble pour lesquelles on souhaite
comparer k à 1/η, mais aussi k1 et k2 à 1/η. Cependant le but sous-jacent à nos calculs au
second ordre est d’obtenir une expression pour le bispectre et nous verrons alors que l’intégrale
représentée par C(k1,k2) n’est jamais réalisée, et dans ce cas, il y a bien un sens pour les limites
sub-Hubble et super-Hubble. Nous présenterons donc les résultats au second ordre dans les
limites super-Hubble et sub-Hubble avec C(k1,k2) en facteur en nous souvenant que cela à un
sens uniquement lorsque l’on utilise ces expressions dans le calcul d’un bispectre. Nous notons
Ψ1 et Ψ2 les solutions de l’équation homogène associée à l’équation (6.21) que nous souhaitons
résoudre. On définit alors la fonction de Green par

Gr(η, η
′) =

Ψ
(1)
1 (η′)Ψ

(1)
2 (η) −Ψ

(1)
1 (η)Ψ

(1)
2 (η′)

Ψ
(1)
1 (η′)Ψ

′(1)
2 (η′)−Ψ

(1)
2 (η′)Ψ

′(1)
1 (η′)

. (6.24)
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La solution générale est alors de la forme

Ψ(η) = C1Ψ1(η) + C2Ψ2(η) +

∫ η

0
Gr(η, η

′)Sr(η
′)dη′. (6.25)

La fonction de Green associée à l’équation (6.21) s’écrit explicitement

Gr

(

η, η′
)

=

√
3η′

k3η3

{

(

ηη′k2 + 3
)

sin

[

k(η − η′)√
3

]

−
√
3k(η − η′) cos

[

k(η − η′)√
3

]}

. (6.26)

Modes super-Hubble

Pour les modes super-Hubble, nous pouvons soit utiliser la limite super-Hubble du résultat
précédent, c’est-à-dire en ne gardant dans Sr que les termes dominant dans cette limite qui sont

Sr ≃ 8HΨΨ′ +Ψ′2 + 3wΨ′2 +HS′
3 , (6.27)

soit utiliser la conservation de R(2). Cette dernière méthode est une intégrale première d’une
équation du second ordre et est donc une équation du premier ordre comme on peut le voir

directement sur l’expression de R(2). Si à la fin de l’inflation la valeur de R(2) est R(2)
I , alors on

peut utiliser cette valeur comme condition initiale au début de l’ère dominée par la radiation.

L’évolution de Ψ(2) est ensuite obtenue en résolvant R(2)(η) = R(2)
I , c’est-à-dire

Ψ(2) − 2Q

H
(

Ψ′(2) +HΦ(2)
)

= R(2)
I −

(

1 + 3c2s
)

(Qδ)2 + 4QδΨ − 2Q

H

(

4HΨ2 +
Ψ′2

H

)

. (6.28)

Nous avons vu au premier ordre que pour des modes super-Hubble dans une ère dominée par un
fluide de paramètre d’état w constant, une fois la solution décroissante négligeable, c’est-à-dire
quand Ψ(1)′ ≪ HΨ(1), nous pouvons relier Ψ(1) à R(1) par la relation (2.86). Dans ce cas nous
pouvons également relier v à Ψ d’après l’équation (2.24) par

v(1) =
−2Ψ(1)

3H(1 + w)
, (6.29)

et négliger δ devant Ψ. On applique la même méthode au second ordre. Une fois la solution dé-
croissante négligeable, c’est-à-dire la solution de l’équation homogène associée à l’équation (6.28),

et donc que Ψ(2)′ ≪ HΨ(2), nous pouvons déduire une relation entre Ψ(2) et R(2)
I . En utilisant

l’équation (6.29) et en exprimant Φ(2) en fonction de Ψ(2) grâce à la contrainte (6.5), cette
relation qui correspond à la solution particulière de l’équation (6.28) s’écrit

Ψ
(2)
I (w) =

1

5 + 3w

{

3(1 + w)R(2)
I + 4

5 + 3w

3(1 + w)
Ψ

(1)2
I − 2∆−1

[

10 + 6w

3(1 + w)
∂iΨ

(1)
I ∂iΨ

(1)
I

]

+6∆−2∂j∂i

[

10 + 6w

3(1 + w)
∂jΨ

(1)
I ∂iΨ

(1)
I

]

}

. (6.30)

Dans le cas de l’ère dominée par la radiation

Ψ
(2)
I,r =

2

3
R(2)

I,r +Ψ
(1)2
I,r −∆−1

[

∂iΨ
(1)
I,r∂

iΨ
(1)
I,r

]

+ 3∆−2∂j∂i

[

∂jΨ
(1)
I,r∂

iΨ
(1)
I,r

]

, (6.31)
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où nous rappelons que Ψ
(1)
I,r = 2R(1)

I /3. Il faut remarquer qu’au second ordre Φ(2) 6= Ψ(2) et donc
d’après l’équation 6.5), on les relie dans le cas super-Hubble par

Φ
(2)
I = Ψ

(2)
I +4Ψ

(1)2
I +∆−1

[

10 + 6w

3(1 + w)
∂iΨ

(1)
I ∂iΨ

(1)
I

]

−3∆−2∂j∂i

[

10 + 6w

3(1 + w)
∂jΨ

(1)
I ∂iΨ

(1)
I

]

. (6.32)

Modes sub-Hubble

Lorsque nous souhaitons étudier la rentrée d’un mode sous l’horizon, il n’est plus possible
d’utiliser la méthode intégrale précédente et nous utiliserons donc la méthode générale de la

fonction de Green. La solution dominante de l’équation homogène, notée Ψ
(2)
h a la forme donnée

par la fonction (2.37) avec une valeur limite quand kη ≫ 1 donnée par Ψ
(2)
I,r

Ψ
(2)
h = Ψ

(2)
I,r

9
√
3

(kη)3

[

sin
(

kη/
√
3
)

− kη√
3
cos
(

kη/
√
3
)

]

. (6.33)

Quant à la solution particulière, ou solution sourcée Ψ
(2)
S , nous pouvons nous intéresser dans un

but de simplification à son ordre dominant en kη qui est

Ψ
(2)
S (k, η) ≃ C(k1,k2)F (k1,k2,k)Ψ

(1)
I (k1)Ψ

(1)
I (k2)

∫ η

0
I
(

k1,k2,k, η, η
′
)

dη′ , (6.34)

où

F (k1,k2,k, η) =
27
√
3k1k2

k3η2

[

1 + 2

(

1

k21
+

1

k22

)

k1.k2 + 3

(

k1.k2

k1k2

)2
]

, (6.35)

I(k1,k2,k, η, η
′) = sin

(

k1η
′

√
3

)

sin

(

k2η
′

√
3

)

sin

[

k(η′ − η)√
3

]

. (6.36)

Afin de dériver ce résultat, nous avons utilisé le fait que dans le terme de source Sr, les termes
dominants sont les termes quadratiques en v qui sont tous du type ∼ H2∂iv∂iv ∼ η−2, tandis
que les autres termes se comportent asymptotiquement au mieux comme k−2η−4.

On peut calculer l’intégrale sur I, et on obtient alors pour les modes sub-Hubble (k1η ≫
1, k2η ≫ 1, kη ≫ 1), en notant µ = k1.k2/(k1k2)

Ψ
(2)
S (k, η) ≃ C(k1,k2)

81Ψ
(1)
I (k1)Ψ

(1)
I (k2)

2k2η2(1− µ2)

[

1 + 2

(

1

k21
+

1

k22

)

k1.k2 + 3

(

k1.k2

k1k2

)2
]

[

µ sin

(

k1η√
3

)

sin

(

k2η√
3

)

+ cos

(

kη√
3

)

− cos

(

k1η√
3

)

cos

(

k2η√
3

)]

. (6.37)

La solution totale Ψ
(2)
r est la somme de Ψ

(2)
S , qui vient de l’évolution, et de Ψ

(2)
h , qui porte une

information sur la perturbation de courbure à la fin de l’inflation R(2)
I . Outre la dépendance

dans la configuration de k1, k2 et µ ainsi que le comportement oscillant, on remarque que
l’amplitude des perturbations du second ordre décrôıt comme (kη)−2. On conlut donc que le
premier ordre comme le second ordre est amorti lorsqu’il rentre sous l’horizon dans l’ère dominée
par la radiation. On peut ensuite en déduire le comportement asymptotique du contraste de
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densité grâce à l’équation de Poisson (6.3). Comme les termes dominants dans le terme de
source sont de l’ordre de k2Ψ(1)2/(kη)4, on peut les négliger devant ∆Ψ(2) et ρ̄δ(2). On en déduit
qu’asymptotiquement l’équation de Poisson s’écrit dans l’ère de radiation

δ(2)r = −2

3
(kη)2Ψ(2)

r . (6.38)

6.2.4 Ère de matière

Dans le cas où l’univers est dominé par la matière,

Ψ′′ + 3HΨ′ = S2 +
1

3
∆S3 +HS′

3 ≡ Sm . (6.39)

La fonction de Green associée est

Gm

(

η, η′
)

=
1

5

(

η′ − η′6

η5

)

. (6.40)

Modes super-Hubble

Pour les modes super-Hubble, on suit la même démarche que pour l’ère de radiation. Une

fois la solution décroissante négligeable, Ψ(2) converge vers Ψ
(2)
I (w = 0), c’est-à-dire

Ψ
(2)
I,m =

[

3

5
R(2)

I +
4

3
Ψ

(1)2
I,m −∆−1

(

4

3
∂iΨ

(1)
I,m∂iΨ

(1)
I,m

)

+∆−2∂j∂i

(

4∂jΨ
(1)
I,m∂iΨ

(1)
I,m

)

]

, (6.41)

avec Ψ
(1)
I,m = 3R(1)

I /5. On relie cette valeur à Φ
(2)
I,m en utilisant l ’équation (6.32) évaluée en

w = 0.

Modes devenant sub-Hubble pendant l’ère de matière

Dans la limite kη ≫ 1, k1η ≫ 1, k2η ≫ 1, une fois le mode décroissant du premier ordre
négligeable, Ψ(1) est constant et le terme de source Sm s’écrit

Sm = C(k1,k2)Ψ
(1)
I,m(k1)Ψ

(1)
I,m(k2)

14k21k
2
2

3k2

[

5

7
+

1

2
k1.k2

(

1

k21
+

1

k22

)

+
2

7

(k1.k2)
2

k21k
2
2

]

, (6.42)

où nous avons utilisé la relation (6.29) valable quand Ψ est constant. On en déduit en utilisant
l’expression (6.40) de la fonction de Green pour l’ère de matière que

Ψ
(2)
S = −C(k1,k2)Ψ

(1)
I,m(k1)Ψ

(1)
I,m(k2)

k21k
2
2η

2

3k2

[

5

7
+

1

2
k1.k2

(

1

k21
+

1

k22

)

+
2

7

(k1.k2)
2

k21k
2
2

]

. (6.43)

Quant à la solution de l’équation homogène Ψ
(2)
h , elle est égale à Ψ

(2)
I,m puisque l’équation homo-

gène ne dépend pas de cette approximation. La solution totale Ψ
(2)
m est la somme de Ψ

(2)
h et Ψ

(2)
I,m,

mais asymptotiquement cette dernière va devenir négligeable. On procède de même que pour
l’ère de radiation afin de déduire le comportement asymptotique de δ(2). Nous pouvons négliger
le terme de source de l’équation de Poisson (6.3), qui est de l’ordre de k2Ψ(1)2, devant ∆Ψ(2) et
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ρ̄δ(2) qui sont de l’ordre de k2(kη)2Ψ(1)2. On en déduit alors le comportement asymptotique du
contraste de densité par

δm = −1

6
(kη)2Ψm (6.44)

valable à la fois pour le premier et le second ordre. Ceci nous permet alors de retrouver le résultat
standard de l’effondrement gravitationnel en régime Newtonien [Bernardeau et al. 02]

1

2
δ(2)m = C(k1,k2)

[

5

7
+

1

2
k1.k2

(

1

k21
+

1

k22

)

+
2

7

(k1.k2)
2

k21k
2
2

]

δ(1)m (k1)δ
(1)
m (k2). (6.45)

6.2.5 Transition radiation-matière

Nous décrivons la transition radiation-matière comme nous l’avons fait au premier ordre en
la paramétrant par le facteur d’échelle normalisé à l’unité à l’égalité y. L’équation (2.57) au
second ordre s’écrit

d2Ψ(2)

dy2
+

6 + 7y

2y(1 + y)

dΨ(2)

dy
+

1

y

dΦ(2)

dy
+

2

3(1 + y)k2eq
k2Ψ(2)+

Ωm

2y2
δ(2)m +

1

y(1 + y)
Φ(2) = Srm, (6.46)

avec

Srm =
2

1 + y

(

S2 −
S1

3
− k2S3

3

)

, (6.47)

où Φ(2) est relié à Ψ(2) grâce à l’équation (6.5). Comme au premier ordre, il faut déterminer
le contraste de densité afin de pouvoir intégrer cette équation. L’équation de conservation et
l’équation d’Euler au second ordre peuvent être combinées afin de donner

d2δ
(2)
m

dy2
+

2 + 3y

2y(1 + y)

dδ
(2)
m

dy
− 3

d2Ψ(2)

dy2
−
[

6 + 9y

2y(1 + y)

]

dΨ(2)

dy
+

2k2

(1 + y)k2eq
Φ(2) = Sδm , (6.48)

avec

Sδm ≡
√
2

keq
√
1 + y

(

dSc

dy
+

Sc

y

)

+
2k2

k2eq(1 + y)
Se . (6.49)

De façon similaire au premier ordre nous avons un système d’équations différentielles couplées.

De plus, il nous faut déterminer des conditions initiales pour δ
(2)
m . Le mélange de fluides parfaits

n’étant pas a priori parfait, on suppose de plus que le mélange du fluide de radiation et du fluide
de matière se comportent comme un seul fluide parfait jusqu’au second ordre, c’est-à-dire que le
fluide total dont les quantités thermodynamiques sont données par les relations (2.47) satisfait

δP =
dP

dρ
δρ+

1

2

d2P

dρ2
(δρ)2

= c2sδρ+
1

2

dc2s
dρ

(δρ)2 , (6.50)

où cs est donné dans les relations (2.55). On obtient alors que les contrastes de densité doivent
satisfaire la condition d’adiabaticité donnée par

δ
(1)
r

4
=

δ
(1)
m

3
,

δ
(2)
r

4
=

δ
(2)
m

3
+

(

δ
(1)
r

4

)2

. (6.51)
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On utilisera donc cette condition car on supposera des conditions initiales adiabatiques. On
peut montrer en utilisant l’équation de conservation (6.11) que cette condition adiabatique est
conservée aux échelles super-Hubble.
Nous allons étudier plus particulièrement des modes rentrés sous l’horizon suffisamment avant
l’égalité pour que le potentiel Ψ(2) créé par le contraste de densité dû à la radiation soit devenu
plus faible que celui dû à la matière froide. Il s’agit donc d’établir l’effet Mészáros au second
ordre. Dans ce cadre d’approximation, l’équation de Poisson se réduit à

k2Φ(2) ≃ k2Ψ(2) ≃ − 3

4y
k2eqδ

(2)
m . (6.52)

On a négligé S1 dans cette relation car les termes dominants de S1/k
2
eq sont de l’ordre de

(keq/k)
2 ≪ 1. Quant aux contributions dominantes de Sδm , elles proviennent de

Sc ≃ −2∂i
(

δ∂iv
)

, ∂iSe ≃ −2
(

∂jv∂
j∂iv

)

, (6.53)

et contribuent de l’ordre de (keq/k)
0 à Sδm. Finalement l’équation de Mészáros au second ordre

s’écrit

d2δ
(2)
m

dy2
+

2 + 3y

2y(1 + y)

dδ
(2)
m

dy
− 3

2y(1 + y)
δ(2)m = SM , (6.54)

avec (en notant δ ≡ δ
(1)
m et δ̇ ≡ dδ

dy pour simplifier)

SM = C(k1,k2)
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+
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(6.55)
L’équation de Green associée à l’équation (6.54) est

G(y, y′) =
3

2
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√
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√
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√
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(6.56)
La limite asymptotique quand y ≫ 1, y′ ≫ 1 de la fonction de Green est

G(y, y′) ≃ 2

5
y

[

1−
(

y′

y

)5/2
]

, (6.57)

tandis que la limite asymptotique de SM s’obtient en utilisant δδ̈ ≪ δ̇2 et δ̇ ∼ δ/y

SM ≃ C(k1,k2)7

[
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+
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k1.k2

(
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+

1
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)

+
2

7

(k1.k2)
2

k21k
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2

]

δ(k1)δ(k2)

y2
. (6.58)

On retrouve bien à partir de ces deux limites le comportement asymptotique sous l’horizon en
ère de matière donné par l’équation (6.45). Proche de l’équivalence cette limite asympotique
n’est évidemment pas valable.
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6.2.6 Intéractions baryons-photons

Nous venons donc de voir qu’au second ordre pour des modes sub-Hubble, le potentiel Ψ(2) ≃
Φ(2) est croissant à cause de l’effondrement de la matière noire froide, et de plus se nourrit des
perturbations du premier ordre qui ont subi une croissance logarithmique à la fin de l’ère de
radiation. Dans les termes du second ordre, on s’attend donc à ce que les termes quadratiques
dans les variables de perturbation du premier ordre soient de magnitude inférieure au potentiel
du second ordre. Nous allons donc étudier de plus près le système couplé baryons-photons pour
les modes tels que k/keq ≫ 1, en supposant que les caractéristiques dominantes du potentiel du
second ordre sont dues à l’effondrement de la matière noire froide. Les baryons étant minoritaires
dans la matière totale, cette approximation est justifiée si l’on désire comprendre la forme des
solutions numériques de ce problème. Nous allons donc négliger tous les termes quadratiques dans
les variables de perturbation du premier ordre dans les équations de conservations et d’Euler.

On pose de même qu’au premier ordre Q(2) = δ
(2)
r
4 −Ψ(2), dont l’équation d’évolution est donnée

d’après l’approximation faite par

[(1 +R)Q(2)′ ]′ +
k2

3
Q(2) ≃ −k2

3
(2 +R)Φ(2) . (6.59)

La différence essentielle par rapport au premier ordre réside dans le fait que Ψ(2) ne peut plus
être supposé constant mais est au contraire croissant comme (kη)2. Le système possède donc la
même analogie qu’au premier ordre sauf qu’une solution WKB ne va plus être possible dans le
cas où l’amplitude de Q(2) est de l’ordre de celle de Φ(2). Il s’agit d’un système largement forcé
dont le comportement est approximativement

Q(2) ≃ −(2 +R)Φ(2) +
6(1 +R)(2 +R)

(kη)2
Ψ(2) +O[1/(kη)4]. (6.60)

De même, la version au second ordre de l’équation (2.91) est dans ce cadre d’approximation à
l’ordre le plus bas dans le paramètre de couplage fort

[

(1 +R)v(2)r

]′
= −Q(2)

4
− (2 +R)Φ(2). (6.61)

On en déduit l’ordre de grandeur de v
(2)
r

kv(2)r (y) ≃ −3(2 +R)keq
k
√
2y

Ψ(2). (6.62)

On rappelle que cette solution n’est valable que lorsque le potentiel au second ordre dirige les
oscillations baryoniques. En pratique, l’intervalle de temps entre l’équivalence et la recombinaison
(yLSS ≃ 3.3) n’est pas assez grand pour que ce régime soit atteint, même en considérant la
pression anisotrope, sauf pour des modes plus grands que kD.

6.2.7 Physique du fond diffus cosmologique

Nous suivons la même démarche qu’à l’ordre linéaire. La perturbation de l’énergie d’un

photon se définit alors jusqu’au second ordre par E ≡ Ē (1 + δE) ≡ Ē
(

1 + δ
(1)
E + 1

2δ
(2)
E

)

. On

obtient par le même type de raisonnement qu’au premier ordre [Mollerach & Matarrese 97]

δ
(2)
E =

[

δ
(2)
E +Φ(2) − ēiv

i(2)
b − 2Φ2 + 2viv

i − 2viδe
i − 4Eijv

j ēi + 4Ψviē
i
]

. (6.63)



86 Dynamique au second ordre

Tout d’abord la perturbation de température sera définie de la même façon que pour la théorie
linéaire en utilisant la loi (3.9). Au second ordre on obtient donc que la température est définie
à partir du contraste de densité d’énergie selon

Θ(2)[ηLSS,x(ηLSS)] = δ(2)r [ηLSS,x(ηLSS)]/4 −
3

16
δ(1)2r [ηLSS,x(ηLSS)], (6.64)

même si la distribution des fréquences ne suit pas nécessairement celle d’un corps noir. Afin de

relier δ
(2)
E à l’émission avec sa valeur à la réception, il faudra suivre la même démarche mais en

tenant compte des difficultés suivantes. Tout d’abord le point d’intersection entre la géodésique
suivie par un photon et la surface de dernière diffusion, de coordonnées [ηLSS,x(ηLSS)] n’est
pas confondu avec le point d’intersection de la géodésique avec la surface de dernière diffusion
moyenne de coordonnées [η̄LSS,x(η̄LSS)]. Il faut le prendre en compte si l’on souhaite se ramener
à la surface définie par η̄LSS. De plus il faudra tenir compte du fait que la géodésique au premier
ordre se distingue de la géodésique obtenue à l’ordre le plus bas dans l’équation (3.6), ce qui en
plus d’affecter le point d’intersection avec la surface de dernière diffusion va modifier l’intégration
de la version au second ordre de l’équation (3.4). En effet, les variables du premier ordre seront à
évaluer sur la trajectoire du premier ordre. De plus, si on intègre le long des géodésiques avec le
paramètre affine λ, il faudra tenir compte du ∆λ nécessaire pour partir de la surface de dernière
diffusion jusqu’à arriver à l’observateur. Ceci peut être contourné en paramétrant la géodésique
par η. Enfin cette méthode repose sur le fait que le spectre de corps noir n’est pas modifié, c’est-
à-dire que les intéractions fortes avec les baryons ainsi que le libre parcours sur une géodésique
affecte de la même manière des photons ayant des énergies différentes (le rapport de leurs énergies
reste constant). Ceci est vérifié pour ce qui concerne le parcours sur des géodésiques nulles mais
n’est pas a priori vérifié en ce qui concerne les intéractions avec les baryons. Au premier ordre,
les diffusion Compton avec les électrons ne changent pas l’énergie des photons et il est justifié de
caractériser la distribution des photons par une température de corps noir. En revanche ce n’est
plus le cas au second ordre où il y a une distorsion spectrale même dans la limite de la diffusion
Thomson, qui pourtant n’induit pas de distorsion spectrale dans le référentiel des baryons, mais
induit tout de même une distorsion spectrale une fois ramené au référentiel des observateurs
comobiles [Dodelson & Jubas 95, Bartolo et al. 06]. Parler de température n’a de sens que via
l’énergie totale et l’équation (3.9) qui constitue alors une définition de la température, sans
qu’elle puisse être associée à un corps noir. Cette approche, essentiellement Lagrangienne, qui
consiste à intégrer selon les cônes de lumière est donc complexe, tandis que la théorie cinétique,
qui consiste à regarder un point de l’espace l’évolution de la fonction de distribution, ce qui
est une approche Eulerienne me semble plus prometteuse au second ordre, et permet de décrire
correctement la recombinaison.
Cependant aux grandes échelles (super-Hubble) on peut négliger la vitesse des baryons et donc
la distorsion spectrale. De plus la variation du contraste de densité d’énergie lorsque la radiation
peut être traitée comme un fluide pendant un temps ∆η est jusqu’au second ordre donnée par
δ′∆η. Or toujours dans la limite super-Hubble, la variation du contraste de température pendant
ce même temps le long d’une géodésique est jusqu’au second ordre−Ψ′∆η d’après l’équation (3.8)
évaluée pendant le temps ∆η. On en déduit que pour une distribution de corps noir, le contraste
de densité d’énergie lorsque les photons sont en propagation libre évolue pendant un temps ∆η
selon −4Ψ′∆η (jusqu’au second ordre). Comme on sait que δ′ − 4Ψ′ ≃ 0 aux échelles super-
Hubble d’après l’équation de conservation (2.25), peu importe qu’on ne sache pas exactement où
se situe la surface de dernière diffusion ni son épaisseur au premier ordre dans les perturbations
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de la coordonnée temps, puisque le fluide de radiation ou l’ensemble des photons en propagation
libre donnent la même évolution du contraste de densité d’énergie. On peut donc considérer
pour des échelles super-Hubble que la surface de dernière diffusion n’est pas perturbée 2 et
correspond partout au temps η̄LSS. Ceci n’est évidemment plus valable si on ne considère plus
des échelles super-Hubble et l’équation (6) de [Bartolo et al. 04c] n’a donc de sens que pour
des modes super-Hubble. Étant données ces considérations, le contraste de température aux
grandes échelles en ne prenant en compte aucun effet intégré 3 est donné par [Bartolo et al. 04c,
Mollerach & Matarrese 97, Pyne & Carroll 96]

Θ(2) = Φ(2) − Φ(1)2 +
1

4
δ(2)r − 3

16
δ(1)2r +

1

2
Φ(1)δ(1)r , (6.65)

où le membre de droite est à évaluée sur la surface de dernière diffusion de l’espace de fond.
Nous utiliserons ce résultat dans la section 7.5.2, lorsque nous chercherons à caractériser la
non-gaussianité dans le CMB aux grandes échelles.

6.3 Théorie cinétique au second ordre

Nous suivons la même démarche qu’au premier ordre et l’étendons au second ordre. Nous
étudions donc l’équation géodésique au second ordre puis le terme de Liouville de l’équation de
Boltzmann. Cette approche est nouvelle puisqu’elle est basée sur l’utilisation de tétrades tout
au long du calcul, et correspond au calcul détaillé de la dérivation de l’équation de Boltzmann
que nous avons présenté dans la section 5.2. Nous considérons le cas général où les particules
peuvent éventuellement être massives sans être pour autant non-relativistes.

6.3.1 Équation des géodésiques

On obtient d’après l’équation géodésique (3.41), en utilisant les expression données dans
l’appendice B.2 pour les connections affines,

(

dπ0

dη

)(2)

= π0
[

− ni∂iΦ
(2) +Ψ(2)′nini +

(

∂iB
(2)
j − E

(2)′

ij

)

ninj

+2(Φ −Ψ)ni∂iΦ+ 2niEik∂
kΦ

+4ninj
(

E′
k(iE

k
j) −ΨE′

ij −Ψ′Eij +ΨΨ′δij

) ]

. (6.66)

2. Nous l’avons expliqué jusqu’au second ordre mais on s’attend à ce que ce résultat soit valable à tout ordre.
En effet dans le formalisme 1+3, l’évolution du fluide de radiation est donnée par ρ̇+ 4

3
Θρ = 0 tandis que pour un

photons de direction eµ la variation de son énergie dans la direction uµ + eµ est donnée par 1
E
(uµ + eµ)∇µE =

−Θ
3
− σµνe

µeν . Pour des échelles super-Hubble on négligera le terme eµ∇µ. Alors, on en déduira les propriétés
de la densité d’énergie correspondante en utilisant ρ =

∫

f(E, e)E3dEd2
e (voir la section suivante). Pour une

fonction de distribution de corps noir (vue dans le référentiel comobile avec uµ), on en déduira que la densité
d’énergie correspondante évolue de la même façon que le fluide de radiation, puisque par isotropie des directions
des photons, la moyenne sur toutes les directions de σµνe

µeν va être nulle.
3. On s’attend à ce que les effets intégrés contribuent aux petites échelles sauf pour le cas de l’effet Sachs-

Wolfe tardif dû à la présence d’une constante cosmologique. Nous négligeons donc ces effets intégrés, mais il reste
à montrer rigoureusement que cela est correct.
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On rappelle que le développement utilisé est

(

dπ0

dη

)

=

(

dπ0

dη

)(0)

+

(

dπ0

dη

)(1)

+
1

2

(

dπ0

dη

)(2)

+ . . . (6.67)

Nous précisons les variables qui sont du second ordre en perturbations mais pas celles qui sont
du premier ordre en perturbations afin de simplifier les notations. Les variables du premier ordre
apparaissent uniquement sous forme quadratique et il n’y a donc pas de confusion possible.

On peut récrire l’équation (6.66) sous la forme

(

dπ0

dη

)(2)

= π0β
[

− n̂i∂iΦ
(2) + β

[

Ψ(2)′ +
(

∂iB
(2)
j − E

(2)′

ij

)

n̂in̂j
]

+2(Φ −Ψ)n̂i∂iΦ+ 2n̂iEik∂
kΦ

+4βn̂in̂j
(

E′
k(iE

k
j) −ΨE′

ij −Ψ′Eij

)

+ 4βΨΨ′
]

, (6.68)

le cas de la radiation correspondant à β = 1. L’évolution de la norme de la vitesse se déduit de
la même manière que pour l’équation (3.52). On remarque que pour les particules complètement
froides, c’est-à-dire sans impulsion (β = 0), l’énergie est conservée à tout ordre comme on
peut le constater sur l’expression générale de l’équation géodésique (3.41) évaluée pour une
particule satisfaisant πi = 0. Dans ce cas, l’énergie se réduisant à l’énergie de masse, cela traduit
uniquement le fait que la masse de la particule est conservée, ce qui était une hypothèse.

6.3.2 Terme de Liouville

L’équation de déviation au premier ordre (3.54) est suffisante car la fonction de distribution de
fond ne dépend pas des directions des particules mais seulement du module de leurs impulsions.
On utilise également

(

dxi

dη

)(1)

=

(

pi

p0

)(1)

= ni(Φ + Ψ)− Ei
jn

j, (6.69)

pour obtenir dans le cas général

L(2)[f ] =
∂δ(2)f

∂η
+ βn̂j∂jδ
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(6.70)
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Cette formulation présente l’avantage de séparer clairement la dépendance dans la direction
n̂i des particules et celle dans leur énergie π0. On relie ensuite la dépendance en énergie à la
dépendance dans la norme de l’impulsion (βπ0) en utilisant dπ0

d(βπ0)
= β. Si enfin on souhaite
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exprimer les dérivées partielles en fonction de l’impulsion πi = βπ0n̂i, on utilisera ∂f
∂n̂i =

∂f
∂πiβπ

0

et ∂f
∂(βπ0) =

∂f
∂πi n̂

i. On peut alors mettre l’équation de Boltzmann sous la forme
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Cette formulation est plus pratique lorsque l’on veut intégrer l’équation de Boltzmann sur d3πi,
car il suffit alors de faire de simples intégrations par parties.
Le cas de la radiation auquel nous nous intéressons plus particulièrement s’écrit en prenant β = 1

L(2)[f ] =
∂δ(2)f

∂η
+ n̂j∂jδ

(2)f −Hπ0∂δ
(2)f

∂π0

+
{

−n̂j∂jΦ
(2) +

[

Ψ(2)′ +
(

∂iB
(2)
j − E

(2)′

ij

)

n̂in̂j
]}

π0 ∂f̄

∂π0
(6.72)
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6.3.3 Hiérarchie de Boltzmann et lien avec les observations

Dans le cas de la radiation, on mesure l’énergie intégrée dans toutes les longueurs d’onde.
On définit donc la brillance ordre par ordre par

I(n)(xµ, ni) ≡ 4π

∫

δ(n)f(xµ, π0, ni)β(π0)3dπ0. (6.73)

Pour le second ordre on obtient
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Nous n’avons pas encore déterminé le terme de collision au second ordre. Une étude a déjà
été réalisée dans [Bartolo et al. 06]. L’étape suivante consiste à trouver des méthodes efficaces
numériquement pour intégrer l’équation de Boltzmann au second ordre une fois décomposée en
multipôles. Une étape intermédiaire permettant de capturer l’essentiel de la physique consistera
à d’abord en considérer la limite fluide.

6.3.4 Limite fluide de l’équation de Boltzmann

En négligeant la pression anisotrope, et en définissant une approximation de fluide parfait
à partir du tenseur énergie-impulsion, on retrouve l’équation de conservation puis l’équation
d’Euler, depuis les deux moments les plus bas de l’équation de Boltzmann, ce qui est attendu
puisque nous avons montré dans la section 3.3.7 que la théorie cinétique impliquait la conserva-
tion du tenseur énergie-impulsion. Cependant une telle méthode fera apparâıtre la vitesse dans
la base de tétrades Uaea, et si l’on souhaite retrouver les équations (6.11-6.12), il faudra effectuer
le changement de base. Cette démarche est détaillée dans [Pitrou 07]. Quant aux conséquences
observationnelles sur la surface de dernière diffusion qui peuvent être tirées de cette approxi-
mation, nous les aborderons au chapitre suivant. Auparavant, tout comme au premier ordre, il
nous faut déterminer les conditions initiales loin dans l’ère de radiation. Celles-ci résultant de la
phase d’inflation primordiale, nous devons étudier les effets non-linéaires pendant l’inflation et
ceci est également traité dans le chapitre suivant.
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Chapitre 7
L’inflation au delà de l’ordre linéaire et
signature à grande échelle
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7.5.2 Le bispectre aux grandes échelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

7.1 Généralités

Dans le modèle le plus simple d’inflation à un champ en roulement lent, on ne peut avoir
que de très faibles niveaux de non-gaussianité. En effet, afin d’avoir un roulement lent le poten-
tiel doit être suffisamment plat ce qui limite considérablement l’amplitude des termes quadra-
tiques. On montre ainsi [Bernardeau & Uzan 02, Maldacena 03] que le paramètre caractérisant
la non-gaussianité, fNL, est nécessairement de l’ordre des paramètres de roulement lent. Les
modèles d’inflation pouvant générer des taux significatifs de non-gaussianité font nécessairement
intervenir un contenu matériel plus sophistiqué, par exemple avec plusieurs champs couplés,
un terme cinétique non standard, ou bien permettant de ne pas être toujours en roulement
lent grâce à un potentiel bien spécifique. Nous avons vu que pour des perturbations adiaba-
tiques, la perturbation de courbure comobile était conservée ce qui revient à établir une loi de
conservation pour l’ordre de grandeur des non-gaussianités. Lorsqu’il y a plusieurs champs, il
existe un degré de liberté qui n’est pas adiabatique, dit isocourbure, si bien que cela relache
cette contrainte sur le taux de non-gaussianité. On peut ainsi construire un modèle d’inflation
à deux champs exploitant ce degré de liberté isocourbure avant de revenir à des perturbations
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adiabatiques [Bernardeau & Uzan 02]. Dans ce cas on peut obtenir de façon générique une non-
gaussianité très forte, souvent non paramétrisable par le paramètre fNL. Une autre source de
non-gaussianité primordiale se situe pendant le réchauffement, c’est-à-dire lors de la transition
entre la fin de l’inflation et l’ère dominée par la radiation [Bartolo et al. 04a]. En effet, le ou
les champs présents pendant l’inflation doivent se désintégrer en d’autres champs, éventuelle-
ment ceux du modèle standard des particules. Ce processus, appelé réchauffement, peut éven-
tuellement générer des non-gaussianités via une désintégration inhomogène du champ scalaire
[Kofman 03, Bernardeau et al. 04b]. Il existe deux manières de traiter les effets non-linéaires
pendant l’inflation. Soit on traite quantiquement les perturbations linéaires comme dans le mo-
dèle standard de l’inflation, pour ensuite considérer les effets non-linéaires dans les équations
d’Einstein, en remplaçant les variables de premier ordre par des variables stochastiques. Soit
on traite les termes non-linéaires quantiquement dès le début afin d’être plus cohérent dans la
démarche, et alors les termes non-linéaires sont pris en compte en utilisant la représentation
en intéraction de la théorie quantique. La première approche est celle qui a été considérée dans
[Rigopoulos et al. 06a, Rigopoulos et al. 06b], tandis que la seconde approche est considérée dans
[Maldacena 03, Seery & Lidsey 05b, Seery & Lidsey 05a, Chen et al. 06, Chen et al. 08]. Dans le
cas d’un champ test, on peut montrer que ces deux approches donnent le même résultats pour
les échelles super-Hubble [Bernardeau et al. 04a].

7.2 Ondes gravitationnelles générées par des effets de second-
ordre pendant l’inflation (article)

Nous allons présenter dans l’article qui suit les résultats obtenus à propos des ondes gravi-
tationnelles générées au second ordre lorsque l’on traite l’interaction au second ordre de façon
classique. Nous montrerons alors que la dépendance en ki est différente du traitement complè-
tement quantique, tandis que l’ordre de grandeur en fonction des paramètres de roulement lent
ainsi qu’en fonction de l’échelle d’inflation H est le même. Ce résultat était déjà connu pour
les perturbations scalaires [Rigopoulos et al. 05, Acquaviva et al. 03]. On montre ainsi que le
bispectre avec un degré de liberté tensoriel et deux degrés de libertés scalaires, 〈ERR〉 est de
même amplitude que le bispectre à trois scalaires 〈RRR〉. Nous effectuons également une com-
paraison du formalisme en coordonnées avec le formalisme 1+3. Nous montrons que lorsque l’on
développe le formalisme 1+3 autour d’un espace homogène et isotrope, on retrouve les résultats
de l’approche en coordonnées. Cependant nous montrons que la notion d’onde gravitationnelle
est dépendante de l’approche, selon qu’on la définit à partir d’observateurs de l’espace physique
ou à partir d’observateurs (fictifs) de l’espace de fond. Ceci peut avoir une importance pour
montrer la correspondance formelle entre les deux formalismes.

7.3 Le formalisme in-in

Nous allons maintenant résumer les idées essentielles du traitement complètement quantique
des effets non-linéaires, initié dans [Maldacena 03]. Si l’on souhaite obtenir des prédictions infla-
tionnaires au delà de l’ordre linéaire, alors il faut perturber l’action jusqu’au troisième ordre et
traiter les termes cubiques comme une perturbation au lagrangien quadratique [Weinberg 05].
On utilise la représentation en interaction, car on ne peut trouver de solution analytique simple
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des équations d’évolution si l’on inclut le terme cubique. On traite alors H(3) = −L(3) comme
un Hamiltonien d’interaction. Pour tout opérateur construit à partir de v̂ et π̂ on peut relier
sa valeur Q̂I(η) obtenue s’il est évolué avec le Hamiltonien libre H(2) à sa valeur Q̂(η) si son
évolution est donnée par le Hamiltonien total H(2) +H(3) + . . . . On montre alors que

Q(η) =
(

U I
)−1

(η,−∞)QI(η)U I(η,−∞), (7.1)

où

U I(η,−∞) = T exp

(

−i

∫ η

−∞
H(3)(η′)dη′

)

. (7.2)

La notation T signifie que l’exponentielle est définie à partir de son développement en série et
que les champs intervenant dans chaque terme de ce développement doivent y être ordonnés en
temps croissants de droite à gauche. Ce formalisme s’appelle in-in car il donne les corrélations de
deux états entrants plutôt qu’une probabilité de transition comme dans une expérience standard
de physique des particules. La première utilisation qui peut en être faite consiste à calculer le
corrélateur à trois points qui nécessite un Langrangien cubique. Cette contribution va venir
uniquement du Langrangien d’intéraction. En termes d’équations d’Einstein, elles provient des
équations écrites au second ordre. On obtient à l’ordre le plus bas en perturbations

〈0|v̂(η,x1)v̂(η,x3)v̂(η,x3)|0〉 = −
∫ η

−∞
〈0|
[

v̂(η,x1)v̂(η,x3)v̂(η,x3),H
(3)(η′)

]

|0〉dη′. (7.3)

Afin de sélectionner le vide en intéraction, on déforme le contour d’intégration en remplaçant η
par η + iǫE |η|, où ǫE est un nombre infiniment petit qui permet de faire converger exp(−ikη).

7.4 Perturbations scalaires générées au second ordre

Les résultats obtenus sont présentés plus en détails dans [Maldacena 03]. En espace de Fou-
rier, on obtient dans le cas où les impulsions k1 k2 et k3 sont du même ordre de grandeur

〈0|R̂k1(η)R̂k2(η)R̂k3(η)|0〉 =
δ3D (k1 + k2 + k3)

(2π)3/2

[

−2 + δ − ǫ

2

(

1 +
k21 + k22

k23

)

− 2ǫ
k21 + k22

k3 (k1 + k2 + k3)

]

.PR(k1)PR(k2) + (1 → 2 → 3) + (1 → 3 → 2) . (7.4)

Dans la limite dite squeezed, où k3 ≪ k1, k2 on obtient

〈0|R̂k1(η)R̂k2(η)R̂k3(η)|0〉 =
δ3D (k1 + k2 + k3)

(2π)3/2
(−4 + 2δ − 4ǫ)PR(k1)PR(k3) . (7.5)

C’est à partir de ces résultats que nous pouvons conclure que

R(2)
I

2
≃ −R(1)2

I +O(ǫ, δ) , (7.6)

et ceci peut être utilisé dans la conditions initiale (6.31). Cette méthode a été généralisée au cas
d’un terme cinétique non-standard dans [Seery & Lidsey 05b] puis au cas multi-champs dans
[Seery & Lidsey 05a]. On peut pousser le calcul perturbatif jusqu’aux corrections à une boucle.
Ceci a été étudié dans [Weinberg 05, Seery 07, Sloth 06, Sloth 07].
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7.5 Les signatures observationnelles

7.5.1 Statistiques sur des champs

Nous avons vu précédemment que les champs stochastiques résultants de la quantification des
perturbations linéaires avaient une statistique gaussienne. Par conséquent il suffit de caractériser
la fonction de corrélation à deux points pour caractériser toutes les propriétés du champ. En
espace de Fourier 1, en utilisant l’hypothèse d’homogénéité et d’isotropie statistique de l’univers,
on obtient pour le champ R

〈R(1)
k

R(1)
k′ 〉 ≡ δ3D(k+ k′)PR(k) . (7.7)

Le champ en espace réel sous-jacent R(1)(x) est réel si bien que R(1)
k

= R(1)∗
−k

. Tous les autres

champs de la théorie linéaire sont formés à partir de combinaisons linéaires de R(1) et présentent
donc également une statistique gaussienne. Nous avons cependant vu qu’en prenant en compte la
dynamique au delà de la théorie linéaire, le champ R développait nécessairement une statistique
non-gaussienne puisque le corrélateur à trois points est non-nul. Cela revient à considérer que
R(1) possède une statistique gaussienne tandis que R(2) n’est pas gaussien et peut être écrit sous
la forme

R(2)
k

2
=

1

(2π)3/2

∫

d3k1d
3k2δ

3
D(k− k1 − k2)fNL(k1,k2,k)R(1)

k1
R(1)

k2
. (7.8)

Ceci constitue une définition de fNL
2. En effet d’après le théorème de Wick, un telle décompo-

sition implique

〈R̂k1(η)R̂k2(η)R̂k3(η)〉 =
δ3D (k1 + k2 + k3)

(2π)3/2

[

2fNL(k1,k2,k3)PR(k1)PR(k2)

+(1 → 2 → 3) + (1 → 3 → 2)
]

. (7.9)

On lit donc sur l’expression (7.4) que dans le cas d’une inflation en roulement lent à un champ

fNL(k1,k2,k3) =

[

−1 +
δ

2
− ǫ

4

(

1 +
k21 + k22

k23

)

− ǫ
k21 + k22

k3 (k1 + k2 + k3)

]

. (7.10)

On pourra éventuellement utiliser la variable R̃ définie par

exp
(

2R̃
)

≡ 1 + 2R. (7.11)

On y associera alors
f̃NL(k1,k2,k3) = fNL(k1,k2,k3) + 1, (7.12)

et c’est donc pour cette variable que l’on pourra conclure que les effets non linéaires pendant
l’inflation sont négligeables puisque proportionnels aux paramètres de roulement lent. De même
on pourra définir un fNL pour d’autres champs tels que Φ et Ψ en utilisant une définition similaire
à (7.8).

1. Toujours dans la convention qui équilibre les facteurs 2π entre la transformée de Fourier et sa réciproque.
2. Rigoureusement on doit soustraire la valeur moyenne de ce terme quadratique, mais ce terme supplémentaire

est proportionnel à δ3D(k) et n’aura donc pas de conséquence lorsque l’on s’intéressera au bispectre.



Les signatures observationnelles 95

Lorsque nous nous intéressons aux conséquences observationnelles, il faut non pas considérer
la fonction de corrélation à trois points dans les sections d’espace à trois dimensions mais sur la
sphère bidimensionnelle des observations. On cherchera donc plutôt à caractériser les moyennes
d’ensemble de type

〈f(n̂1)f(n̂2)f(n̂3)〉. (7.13)

Nous présentons ici des idées tirées de [Komatsu 02, Bartolo et al. 04a]. Nous avons déjà vu que
l’espace de Fourier associé est celui des harmoniques sphériques et on utilisera la décomposition

f(n̂) =

∞
∑

ℓ=0

ℓ
∑

m=−ℓ

aℓmYℓm(n̂). (7.14)

Lorsque l’on considère la fonction de corrélation à deux points sur la sphère observée, on considère

〈aℓ1m1a
∗
ℓ2m2

〉 = Cℓ1δℓ1ℓ2δm1m2 (7.15)

où le présence des symboles de Kronecker provient de l’isotropie statistique supposée, l’égalité
définissant donc la variance Cℓ des aℓm. On vérifie bien qu’en utilisant la propriété des harmo-
niques sphériques

ℓ
∑

m=−ℓ

Yℓm(n̂1)Y
∗
ℓm(n̂1) =

2ℓ+ 1

4π
Pℓ(n̂1.n̂2), (7.16)

on retrouve la relation (3.12).

La fonction de corrélation à trois points dans l’espace des harmoniques sphériques sera ca-
ractérisée par le bispectre Bℓ1ℓ2ℓ3 défini par

〈aℓ1m1aℓ2m2aℓ3m3〉 ≡ Bm1m2m3
ℓ1ℓ2ℓ3

= Bℓ1ℓ2ℓ3

(

ℓ1 ℓ2 ℓ3
m1 m2 m3

)

. (7.17)

Le symbole à droite du second membre est un Wigner-3j qui est directement relié au coefficients
de Clebsch-Gordan et caractérise le couplage de deux moments cinétiques (ℓ1,m1) (ℓ2,m2) en
un moment cinétique(ℓ3,m3). Les ℓ doivent donc satisfaire l’inégalité triangulaire ainsi que les
propriétés ℓ1 + ℓ2 + ℓ3 = 2n et m1 +m2 +m3 = 0 imposées par la parité. On peut montrer que
les Wigner-3j assurent l’isotropie statistique ainsi que l’invariance par parité. On peut inverser
la relation (7.17) en utilisant

∑

m′

1m
′

2

=

(

ℓ1 ℓ2 ℓ3
m′

1 m′
2 m′

3

)(

ℓ1 ℓ2 L
m′

1 m′
2 M ′

)

=
δℓ3Lδm′

3M
′

2L+ 1
. (7.18)

On obtient alors

Bℓ1ℓ2ℓ3 =
∑

m1m2m3

(

ℓ1 ℓ2 ℓ3
m1 m2 m3

)

Bm1m2m3
ℓ1ℓ2ℓ3

. (7.19)

De plus on définit le bispectre réduit bℓ1ℓ2ℓ3 par

Bℓ1ℓ2ℓ3 =

√

(2ℓ1 + 1)(2ℓ2 + 1)(2ℓ3 + 1)

4π

(

ℓ1 ℓ2 ℓ3
0 0 0

)

bℓ1ℓ2ℓ3 , (7.20)
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c’est-à-dire
Bm1m2m3

ℓ1ℓ2ℓ3
= Gm1m2m3

ℓ1ℓ2ℓ3
bℓ1ℓ2ℓ3 , (7.21)

où on a utilisé l’équation (7.18) ainsi que la définition

Gm1m2m3
ℓ1ℓ2ℓ3

≡
∫

dn̂Yℓ1m1(n̂)Yℓ2m2(n̂)Yℓ3m3(n̂) (7.22)

=

√

(2ℓ1 + 1)(2ℓ2 + 1)(2ℓ3 + 1)

4π

(

ℓ1 ℓ2 ℓ3
0 0 0

)(

ℓ1 ℓ2 ℓ3
m1 m2 m3

)

.

L’intérêt du bispectre réduit réside dans le fait qu’il contient autant d’information que Bm1m2m3
ℓ1ℓ2ℓ3

du fait de l’invariance statistique rotationnelle. De plus, dans la limite du ciel plat le lien avec le
bispectre réduit est plus immédiat. Nous ne détaillerons pas plus la construction d’estimateurs
pour le bispectre ainsi que l’influence d’une couverture partielle du ciel sur ces estimateurs.
Plus de détails peuvent être trouvés dans les références [Yadav et al. 07a, Komatsu et al. 05,
Creminelli et al. 07a, Yadav et al. 07b].

Une question se pose maintenant. Comment relie t’on les fNL prédits par différents mo-
dèles d’inflation aux bispectres observés en prenant en compte les effets de l’évolution. Nous
aborderons cette question dans la section suivante, en nous focalisant sur les grandes échelles.

7.5.2 Le bispectre aux grandes échelles

Dans la limite des grandes échelles, l’effet dominant des anisotropies de température est l’effet
Sachs-Wolfe propre. Nous avons déjà calculé l’effet au premier ordre, c’est-à-dire relié la pertur-
bation de courbure comobile via les potentiels gravitationnels aux fluctuations de température.
Cependant nous devons encore relier les fluctuations de courbure comobile au second-ordre avec
les fluctuations de température au second ordre. En effet la fonction f dans la définition (7.13)
doit être reliée facilement à une mesure physique du CMB. On peut donc prendre le contraste
de densité de l’énergie de la radiation reçue depuis une direction n̂ ou bien le contraste de
température. On rappelle que la température est alors définie via la relation (3.9) et que l’on
peut l’interpréter comme une température si le spectre de corps noir de la radiation n’a pas
été déformé. Ceci n’est pas garanti au second ordre sauf si l’épaisseur de la surface de dernière
diffusion est infiniment fine et si l’on peut négliger la vitesse des baryons, ce qui est le cas lorsque
l’on s’intéresse aux grandes échelles. En effet on considère dans ce cas qu’avant la surface de
dernière diffusion le couplage avec les baryons était fort et donc la radiation en équilibre ther-
mique, puis que les photons ont instantanément continué sur des géodésiques sans interaction et
que le spectre n’a donc pas été déformé.

Aux grandes échelles, d’après l’équation de Poisson (2.21,6.3), on a pour le contraste de
densité du fluide total

δ(1) = −2Φ(1) δ(2) = −2Φ(2) + 8Ψ(1)2. (7.23)

On utilise ensuite les conditions initiales adiabatiques (6.51) afin de déterminer δ
(2)
m et δ

(2)
r à

partir de δ(2). Aux grandes échelles on montre, en utilisant les équations de conservation (6.11)
pour la matière et pour la radiation, que les conditions initiales adiabatiques sont conservées.
D’après l’équation (6.65), on en déduit donc que pour de telles conditions initiales aux grandes
échelles

Θ(1) =
Φ(1)

3
, Θ(2) =

Φ(2)

3
− 5

9
Φ(1)2. (7.24)
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On a utilisé dans les expressions précédentes le fait que le découplage a lieu au moment ou
l’univers est dominé par la matière et donc δ ≃ δm. On peut utiliser les expressions (6.32-6.30)
évaluées dans l’ère de matière pour en conclure qu’aux grandes échelles

Θ(2) =
1

5

(

R(2) + 2R(1)2
)

+
Φ(1)2

9
+

2

3
∆−1∂iΦ

(1)∂iΦ(1) − 2∆−2∂j∂i

(

∂jΦ
(1)∂iΦ(1)

)

. (7.25)

Dans le cas de l’inflation à un champ en roulement lent, nous avons déjà vu que R̃(2) =
R(2) + 2R(1)2, qui correspond au bispectre primordial, était proportionnel aux paramètres de
roulement lent et donc par conséquent négligeable. On en déduit que pour ce type d’inflation, l’es-
sentiel du bispectre en température est donc essentiellement lié à des effets d’évolution. Dans la
littérature [Komatsu & Spergel 01, Komatsu et al. 03, Bartolo et al. 04c] on définit le bispectre
en température par 3

Θ
(2)
k

2
= g(k, ηLSS)C(k1,k2)f

Θ
NL(k1,k2,k)Φ

(1)
k1

Φ
(1)
k2

, (7.26)

où

g(k, η) ≡ Θ(1)(k, η)

Φ(1)(k, η)
. (7.27)

Aux grandes échelles on a donc

fΘ
NL(k1,k2,k) =

[

5

3
f̃NL(k1,k2,k) +

1

6
+

k1.k2

k2
− 3

(k.k1)(k.k2)

k4

]

. (7.28)

L’avantage d’une telle définition est qu’elle permet de considérer une décomposition de la tem-
pérature en harmoniques sphériques jusqu’au second ordre selon

a
(1)
ℓm = 4πiℓ

∫

d3k

(2π)3/2
gℓ(k, ηLSS)Φ

(1)(k)Y ∗
ℓm(k̂)

a
(2)
ℓm

2
= 4πiℓ

∫

d3k

(2π)3/2
gℓ(k, ηLSS)C(k1,k2)f

Θ
NL(k1,k2,k)Φ

(1)
k1

Φ
(1)
k2

Y ∗
ℓm(k̂). (7.29)

Historiquement, il s’agit d’une extension de la formule au premier ordre [Komatsu & Spergel 00]
aux grandes échelles. On a donc d’abord supposé que la formule au second ordre était la même
qu’au premier ordre aux grandes échelles (dans cette limite g(k, ηLSS) = 1/3) en écrivant

Φ(1)

3
= Θ(1)

1

2

Φ(2)

3
=

Θ(2)

2
= C(k1,k2)

1

3
fΦ
NL(k1,k2,k)Φ

(1)
k1

Φ
(1)
k2

. (7.30)

Il s’agissait de réaliser rapidement des analyses des données. Puis se rendant compte qu’il n’était
pas correct de transposer au second ordre des résultats obtenus au premier ordre, l’expression
de fΘ

NL a été établie et il a alors fallu rebaptiser Φ(2) en Φ(2) dans les équations (7.30) qui sont
alors devenues des définitions dans lesquelles on a remplacé fΦ

NL par fΘ
NL. Pour ensuite pouvoir

3. Plus précisément avec un signe opposé. Nous ne conservons pas ce signe.
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étendre cette définition à des modes pas nécessairement super-Hubble on a alors utilisé la défini-
tion (7.26), c’est-à-dire remplacé 1/3 par g(k, ηLSS). Finalement cette définition permet d’avoir
une similarité dans les expressions (7.29) des aℓm. Une dépendance géométrique supplémentaire,
qui n’est pas justifiée, a été suggérée dans les références [Bartolo et al. 04a, Bartolo et al. 04c]
mais elle n’a pas été reprise dans les travaux qui y succèdent.

En utilisant la définition du bispectre réduit (7.21-7.17) ainsi que la décomposition en har-
moniques sphériques (7.29), la propriété (7.9) avec Φ à la place de R̂ et les relations

δ(k) =

∫

dx

2π
exp (ikx) , (7.31)

exp (ik.r) = 4π
∑

ℓm

iℓjℓ(kr)Y
∗
ℓm(k̂)Yℓm(r̂) , (7.32)

on montre [Creminelli et al. 06, Komatsu & Spergel 01] que si fΘ
NL ne dépend que des modules

k1, k2, k3 et pas des directions k̂1, k̂2, k̂3, alors

bℓ1ℓ2ℓ3 =
1

2

(

Gm1m2m3
ℓ1ℓ2ℓ3

)−1 [

〈a(2)ℓ1m1
a
(1)
ℓ2m2

a
(1)
ℓ3m3

〉+ 〈a(1)ℓ1m1
a
(2)
ℓ2m2

a
(1)
ℓ3m3

〉+ 〈a(1)ℓ1m1
a
(1)
ℓ2m2

a
(2)
ℓ3m3

〉
]

= 2

(

2

π

)3 ∫

k21dk1k
2
2dk2k

2
3dk3r

2drP (k1)P (k2)gℓ1(k1, ηLSS)gℓ2(k2, ηLSS)gℓ3(k3, ηLSS)

.jℓ1(k1)jℓ2(k2)jℓ3(k3)f
Θ
NL(k1, k2, k3) + (1 → 2 → 3) + (1 → 3 → 2). (7.33)

Dans le cas où l’on suppose de plus que fΘ
NL est constant et n’a aucune dépendance en k1 k2 k3,

ceci se récrit sous la forme plus compacte

bℓ1ℓ2ℓ3 = 2fΘ
NL

∫

r2dr [βℓ1(r)βℓ2(r)αℓ3(r) + (1 → 2 → 3) + (1 → 3 → 2)] (7.34)

avec

αℓ(r) =
2

π

∫

k2dkgℓ(k, ηLSS)jℓ(kr) ,

βℓ(r) =
2

π

∫

k2dkgℓ(k, ηLSS)jℓ(kr)P (k) . (7.35)

Evidemment comme nous avons montré que cette approximation n’était pas possible, il faut
aller plus loin. On décompose alors fΘ

NL grâce aux polynômes de Legendre selon

fΘ
NL(k1,k2,k3) =

2
∑

n=0

fn(k1, k2, k3)Pn(k̂1.k̂2). (7.36)

On peut alors généraliser la formule précédente au prix d’un accroissement du temps de cal-
cul. Nous ne reportons ni le détail ni le résultat de ce calcul mais il peut être trouvé dans
[Liguori et al. 06].

Une possible détection d’un bispectre primordial de type constant est reportée dans la
référence [Yadav & Wandelt 07] tandis que les études précédentes étaient compatibles avec
une absence de bispectre primordial de type constant [Komatsu et al. 03, Creminelli et al. 07b,
Spergel et al. 07].
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Chapitre 8
Théorie des perturbations autour d’un espace
de Bianchi I

Un problème essentiel des prédictions inflationnaires réside dans le fait que l’inflation explique
l’homogénéité l’isotropie et même la platitude de l’univers au niveau de l’espace de fond, mais
suppose ces conditions déjà établies et que l’inflaton a atteint un régime de roulement lent
depuis un temps asymptotiquement petit afin d’obtenir des prédictions quantiques au niveau
des perturbations. Ceci suppose donc que le nombre de e-folds pendant l’inflation soit très grand
de telle sorte que l’isotropie de l’espace de fond soit atteinte longtemps avant que l’on puisse
traiter les perturbations dans leur vide quantique. Si le nombre d’e-folds n’est que de l’ordre
de grandeur du nombre d’e-folds depuis la fin de l’inflation, ou si il est plus grand mais que
l’inflaton n’a atteint l’attracteur de roulement que tardivement, alors les conditions initiales des
modes devenant sub-Hubble aujourd’hui ne sont pas bien définies. Nous nous intéressons donc
dans l’article qui suit à la théorie des perturbations dans un espace anisotrope de type Bianchi I.
Le but est de pouvoir traiter les perturbations en même temps que le processus d’isotropisation
de l’univers. La différence principale de la dynamique de fond avec le cas isotrope réside dans la
variation temporelle de la métrique spatiale γij . On caractérisera cette phase avec le cisaillement
défini par

σij ≡
1

2
(γij)

′ , σ2 ≡ σijσ
ij . (8.1)

Dans le cas d’un espace de Bianchi I, on montre que pour un contenu matériel ne comportant pas
de pression anisotrope, comme c’est le cas pour un champ scalaire, le cisaillement évolue comme 1

σ ∼ a−2, si bien que les effets d’une éventuelle anisotropie sont attendus uniquement dans la
phase primordiale de l’univers, c’est-à-dire pendant l’inflation. Formellement on va montrer que
les variables de Mukhanov-Sasaki se généralisent, puis dans le chapitre suivant nous montrerons
que leur quantification est spécifique au cas isotrope et qu’il n’est plus possible d’obtenir des
prédictions robustes pour des modes trop grands.

1. Dans le cas général d’un espace de Bianchi quelconque, l’équation satisfaite par le cisaillement est (σi
j)

′ +

2Hσi
j = −

(

(3)Ri
j −

(3)Rδij/3
)

. Dans le cas d’un espace de Bianchi I , les sections spatiales sont plates et donc

(a2σ)′ = 0.
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8.1 Variables invariantes de jauge dans le cas d’un espace de

Bianchi quelconque

Dans l’article précédent, nous avons construit des variables invariantes de jauge pour le cas
d’un espace de fond de type Bianchi I. On peut généraliser ce procédé à tout espace de fond
homogène mais pas nécéssairement isotrope en utilisant le formalisme 1+3 sur l’espace de fond.
Un espace de Bianchi est caractérisé par un ensemble d’observateurs de quadrivitesse ūµ en
chute libre (āµ = ūν∇̄ν ūµ = 0), et sans vorticité (ω̄µν = 0) [Ellis & MacCallum 69]. La courbure
extrinsèque des surfaces orthogonales à ces observateurs est donc

K̄µν = D̄µūν = ∇̄µūν . (8.2)

Les sections spatiales sont homogènes mais pas nécessairement isotropes. On considère mainte-
nant une perturbation de cette métrique de fond δgµν et un changement de jauge généré par un
champ vectoriel ξµ. On peut décomposer ce champ vectoriel en 1 + 3 selon

ξµ ≡ −ūµT + L̂µ ≡ −ūµT + D̄µL+ Lµ (8.3)

avec D̄µL
µ = ūµLµ = ūµL̂µ = 0, si bien que la transformation de jauge δgµν → δgµν + 2∇̄(µξν)

prend la forme

δgµν → δgµν + 2D̄(µL̂ν) − 2ū(µ

[

L̂µ)

].
+ 2TK̄µν

+2K̄α(µL̂
αūν) + 2ū(µD̄ν)T − 2ūµūν Ṫ . (8.4)

On considère une décomposition de la métrique perturbée de la forme

δgµν ≡ −2Φūµūν + 2
(

D̄αB +Bα − 2K̄αλD̄
λE
)

ū(ν h̄
α
µ)

−2Ψ
3K̄µν

K̄α
α

+ 2D̄µD̄νE + 2D̄(µEν) + 2Eµν , (8.5)

avec
D̄µa = 0, D̄µEµν = 0, Eµ

µ = 0, D̄µEµ = 0, D̄µBµ=0 . (8.6)

En projetant selon ūµūν , ūµ̄̄hνα et h̄µβh̄
ν
α, on obtient alors que sous une transformation de jauge

du premier ordre les variables de perturbation se transforment selon

Ψ → Ψ− K̄α
α

3
T

Φ → Φ+ Lu(T )

E → E + L

B → B − T + Lu(L)

Bµ → Bµ + LuL
µ

Eµ → Eµ + Lµ

Eµν → Eµν . (8.7)

Il est ensuite facile d’incorporer une transformation conforme g̃ ≡ a2g dans le raisonnement pré-
cédent. On utilisera que Lu(g̃) = a2L(g)+2aLu(a)g, ce qui permettra de calculer le changement
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de courbure extrinsèque (K̃µν ≡ Kµν +
Lu(a)

a h̄µν) ainsi que la modification de la transformation
de jauge de la métrique. On choisira la transformation conforme telle que Kα

α = 0 afin que

toute l’expansion volumique soit dans le facteur d’échelle a. On aura donc K̃α
α = 3Lu(a)

a . La
forme de la perturbation de la métrique g̃ sera la même que celle de g au facteur multiplicatif
a2 près, mais en utilisant la courbure extrinsèque K̃µν pour le terme en facteur de Ψ, afin que
la loi de transformation de cette variable soit inchangée. On obtiendra finalement les lois de
transformation

Ψ → Ψ− Lu(a)

a
T

Φ → Φ+
Lu(a)

a
T + Lu(T )

E → E + L

B → B − T + Lu(L)

Bµ → Bµ + Lu(L
µ)

Eµ → Eµ + Lµ

Eµν → Eµν , (8.8)

et la dérivée Lu s’identifie alors à la dérivée par rapport au temps conforme. Nous avons obtenu
des transformations simples en paramétrant de façon compliquée la perturbation de la métrique.
L’avantage est que les lois de transformation sont maintenant exactement similaires à celles
dérivées de façon pédestre dans le cas isotrope. Ici nous n’avons fait usage que de l’hypothèse
d’homogénéité, puisque dans les calculs nous avons utilisé que pour tout scalaire X de l’espace de
fond, D̄µX = 0. Nous pouvons donc calquer la procédure de construction d’ensembles complets
de variables invariantes de jauge sur le cas isotrope, en utilisant par exemple les construc-
tions (5.4), où la dérivée simple par rapport au temps conforme doit être remplacée par la dérivée
de Lie Lu. L’ensemble des différentes possibilités est revu dans [Peter & Uzan 05]. On remarque
que dans le cas isotrope, Kµν = 0, et on retrouve la forme de la perturbation de la métrique (5.2).
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Chapitre 9
Modèle d’inflation anisotrope et signatures
observationnelles (article)

Lorsque l’on considère les équations d’évolution des degrés de liberté canoniques des per-
turbations, les termes de masse variables sont cependant très différents du cas isotrope lorsque
le cisaillement domine, ce qui va altérer la procédure de quantification. De plus, les degrés de
liberté canoniques sont couplés ce qui ne permet pas d’avoir trois champs scalaires indépendants.
On peut néanmoins quantifier les degrés de liberté lorsque le cisaillement est intermédiaire et
pour des modes pas trop petits, et ainsi prédire le spectre des perturbations primordiales à la
fin de l’inflation.

Dans l’article qui suit, nous tirons ainsi les conclusions quant à la quantification des pertur-
bations des degrés de liberté canoniques dans un modèle simple d’inflation, l’inflation chaotique.
Les spectres résultants, en plus de dévier de l’invariance d’échelle présentent une dépendance
directionnelle héritée de la phase anisotrope. On les décompose donc en harmoniques sphériques
selon

P(k) = f(k)

[

1 +

ℓ=∞
∑

ℓ=1

m=+ℓ
∑

m=−ℓ

rℓm(k)Yℓm(k̂)

]

. (9.1)

Du fait des symétries des espaces de Bianchi I, les coefficients rℓm sont réels et non nuls unique-
ment si ℓ et m sont pairs. On montre alors [Pullen & Kamionkowski 07] que les coefficients aℓm
de décomposition en harmoniques sphériques du CMB présentent des corrélations statistiques
non diagonales, c’est-à-dire du type 〈aℓma∗ℓ′m′〉, si ℓ− ℓ′ est pair.
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Conclusion et perspectives de recherche

Cette thèse a essentiellement porté sur la théorie des perturbations, dans le but d’étendre
la compréhension que nous avons du modèle cosmologique standard.

Mon premier axe de recherche a été l’étude des perturbations au delà de l’ordre linéaire,
en allant des aspects les plus théoriques jusqu’à la résolution des équations dynamiques.
Je me suis intéressé à la dépendance de jauge inhérente à la théorie des perturbations afin
d’obtenir une formulation invariante de jauge, et j’ai tenté de mettre en relation les différents
formalismes utilisés pour traiter les perturbations, dans le but d’obtenir une compréhension la
plus complète possible. La dépendance de jauge et les équations dynamiques des perturbations
ont été considérées jusque dans le cadre très large de la théorie cinétique, en insistant sur leur
relation avec l’approximation fluide qui permet une résolution approchée aisée. La physique
des collisions reste cependant à explorer en détails au delà de la théorie linéaire et cela fera
l’objet de recherches futures. La précision des mesures attendues de la mission Planck rend
en effet nécessaire la compréhension de toute la physique non-linéaire, de l’inflation jusqu’aux
observations. Quant à la comparaison des formalismes perturbatifs, ceci semble étroitement lié
au problème de la moyenne en cosmologie, nécessaire pour décrire l’univers aux grandes échelles.
J’espère que les compétences techniques acquises pendant ce travail de thèse me permettront
d’engager une réflexion de long terme sur ce problème. Dans un premier temps, j’ai ouvert la
voie au calcul informatique des équations de perturbation dans le cadre cosmologique. Si ce
travail est poursuivi, il permettra de recentrer les efforts théoriques sur les aspects fondamentaux
de la théorie des perturbations plutôt que sur la lourdeur des calculs intermédiaires.

La seconde partie de mes recherches fut consacrée à l’étude des univers anisotropes, dans le
but de mieux comprendre les implications du principe cosmologique. Afin d’étudier complètement
de tels modèles, il a fallu à la fois travailler sur l’espace de fond et développer la théorie des
perturbations. Je me suis restreint au cas le plus simple qui est celui d’un espace de type Bianchi
I, pour ensuite en tirer les conséquences sur le spectre de puissance des fluctuations primordiales.
Il est techniquement aisé de généraliser la théorie des perturbations invariantes de jauge à tous les
types d’espaces anisotropes, mais la résolution des équations dynamiques nécessite de connâıtre
la décomposition en modes pour de tels espaces, et ceci constitue la difficulté principale. Si
les anisotropies à grande échelle du fond diffus cosmologique sont confirmées par les nouvelles
détections, je pense qu’il sera nécessaire de surmonter ces difficultés mathématiques afin de

107
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posséder un ensemble très large de modèles anisotropes, ainsi que leurs signatures, dans le but
de les contraindre observationnellement.
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D.2 Équations d’Einstein dans le cas d’un fluide parfait avec c2
s
6= w . . . . . 116

E Conservation de la perturbation de courbure comobile au second
ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

A Commutation des dérivées covariantes

Le tenseur de Riemann et les tenseurs associés de la métrique de fond des sections spatiales
γij est donné par les équations 1.2. Des relations de commutation générales

[Di,Dj ]Xk = (3)RqkjiX
q

[Di,Dj ]Xkl = (3)RqkjiX
ql +(3) RqljiX

kq (2)
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on déduit l’ensemble des relations utiles suivantes.

[Di,Dj ]Xk = KγikXj −KγjkXi

[Di,Dj ]X
i = 2KXj

[∆,Di]X = 2KDiX

[Di,Dj ]X
i
k = 2KXjk +KXkj + γjkX

i
i

[∆,Dj ]Xk = 2KDjXk + 2KDkXj + 2γjkD
iXi

∆∆X −Di∆DiX = −2K∆X

Di∆
−1X = (∆− 2K)−1DiX

DpXq =
[

∆δlpδ
i
q − 2K

(

δlpδ
i
q + δlqδ

i
p − γpqγ

il
)]

Dl∆
−1Xi

Di∆
−1Xi = (∆ + 2K)−1DiX

i (3)

B Quantités géométriques

On utilise la métrique perturbée (5.2) dans laquelle on choisit E,B = 0 et Ei = 0, ce qui
correspond au choix de la jauge Newtonienne. On rappelle également que les perturbations
vectorielles au premier ordre sont négligées si bien qu’au premier ordre vi = ∂iv et Bi = 0.
On rappelle que H(η) ≡ a′/a et également que les indices latins sont montés et baissés avec
la métrique spatiale de fond γij . On aura par exemple Xi = γijXj . Toutes les quantités sont
perturbées selon la décomposition (2.17).

B.1 Symboles de Christoffel

Les symboles de Christoffel non nuls sont pour l’espace de fond

(0)Γ0
00 = H, (0)Γ0

jk = Hγjk,
(0)Γi

0j = Hγij . (4)

Au premier ordre on obtient

(1)Γ0
00 = Φ′ , (5)

(1)Γ0
0j = DjΦ , (6)

(1)Γi
00 = DiΦ , (7)

(1)Γ0
jk = 2HEjk + E′

jk −
(

2HΦ+Ψ′ + 2HΨ
)

γjk , (8)

(1)Γi
0j = E′i

j −Ψ′γij , (9)

(1)Γi
jk = 2D(k[E

i
j) −Ψγij)]−Di(Ejk −Ψγjk) , (10)
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où on a utilisé la notation de symétrisation A(ij) ≡ (Aij +Aji)/2. Au second ordre on obtient

(2)Γ0
00 = Φ(2)′ − 4ΦΦ′ , (11)

(2)Γ0
0j = DjΦ

(2) +HBi(2) − 4ΦDjΦ , (12)

(2)Γi
00 = DiΦ(2) +Bi(2)′ +HBi(2) − 4EijDjΦ+ 4ΨDiΦ , (13)

(2)Γ0
jk =

[

−2HΨ(2) −Ψ(2)′ + 4ΦΨ′ − 2HΦ(2) + 8HΦ (Φ + Ψ)
]

γjk

+2HE
(2)
jk − 8HΦEjk + E

(2)′

jk −D(iB
(2)
j) − 4ΦE′

jk , (14)

(2)Γi
0j = E

i(2)′

j + γilD[jB
(2)
l] −Ψ(2)′γij + 4Ψ′Ei

j − 4ΨΨ′γij − 4EikE′
kj + 4ΨEi

j
′
, (15)

(2)Γi
jk = −HγjkB

i(2) + 2D(k[E
i(2)
j) −Ψ(2)γij)]−Di(E

(2)
jk −Ψ(2)γjk) (16)

+4
(

Eil −Ψγil
)

{Dl(Ejk −Ψγjk)−Dk(Elj −Ψγlj)−Dj(Ekl −Ψγkl)} .

B.2 Connections affines

Si l’on utilise une base de tétrades orthonormées, alors la dérivée covariante est caractérisée
par les connections affines [Wald 84] définies par

ωabc ≡ ηbde
d
νe

µ
a ∇µe

ν
c = −ωacb . (17)

Elles sont reliées au symboles de Christoffel selon

ωadcη
db = Γν

µσe
σ

a e µ
c ebν + e σ

a ebν∂σe
ν

c . (18)

Dans toute cette section, on se place dans le cas plat avec les tétrades naturellement associées
au système de coordonnées cartésien. On effectue un développement perturbatif des connections
en développant les symboles de Christoffel ainsi que les tétrades. Tout d’abord, la propriété
d’antisymétrie implique ω000 = ωi00 = 0 et ce pour tout ordre. Pour la métrique de fond, les
seules composantes non nulles sont

ω̄i0j = −ω̄ij0 = −H
a
δij . (19)

On vérifie bien qu’à cet ordre les vecteurs de tétrade commutent puisque

0 = ω̄abc − ω̄cba = ηdbē
d
ν [ēa, ēc]

ν . (20)

Au premier ordre on obtient toujours dans la jauge Newtonienne en négligeant les termes vec-
toriels

ω
(1)
00i = −ω

(1)
0i0 = −1

a
∂iΦ

ω
(1)
i0j = −ω

(1)
ij0 =

1

a

[

−E′
ij + (HΦ+Ψ′)δij

]

ω
(1)
jik = −ω

(1)
jki =

2

a

(

∂[kEi]j − ∂[kΨδi]j
)

ω
(1)
0ij = 0. (21)
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Au second ordre, on obtient pour les composantes utilisées

ω
(2)
00i = −ω

(2)
0i0 =

1

a

[

−∂iΦ
(2) + 4Φ∂iΦ+ 2Eik∂

kΦ− 2Ψ∂iΦ
]

ω
(2)
i0j = −ω

(2)
ij0 =

1

a

{

∂(iB
(2)
j) − E

(2)′

ij + (HΦ(2) +Ψ(2)′)δij − 3HΦ2δij + 2(E′
ij −Ψ′δij)Φ

+2[E′
ik −Ψ′δik][E

k
j −Ψδkj ] + 2[E′

jk −Ψ′δjk][E
k
i −Ψδki]

}

.

(22)

On peut voir que les tétrades ne commutent plus sur l’espace perturbé car ω
(2)
abc 6= ω

(2)
cba.

B.3 Tenseur d’Einstein

Au niveau de l’espace de fond les composantes non nulles du tenseur d’Einstein sont

−a2G
0(0)
0 = +3H2 + 3K , (23)

a2G
i(0)
j = −γij

(

H2 + 2H′ +K
)

. (24)

Au premier ordre on obtient

−a2G
0(1)
0 = 2∆Ψ− 6HΨ′ − 6H2Φ+ 6KΨ , (25)

G
(1)
0i = 2HDiΦ+ 2DiΨ

′ , (26)

−a2G
0(1)
i = 2HDiΦ+ 2DiΨ

′ , (27)

a2G
i(1)
j =

1

3
γija

2G̃(1) +∆i
j(−Φ+Ψ) + (2K −∆)Ei

j + 2HEi
j
′
+Ei

j
′′
, (28)

où

∆i
j ≡ DiDj −

1

3
γij∆, ∆ ≡ DkD

k , (29)

et où G̃ ≡ Gi
i est la trace de la partie spatiale du tenseur d’Einstein donnée par

G̃(1) = 6Ψ′′(1) +
(

6H2 + 12H′
)

Φ(1) + 2∆
(

Φ(1) −Ψ(1)
)

+ 6HΦ′(1) + 12HΨ′(1) − 6KΨ(1) . (30)

Au second ordre on obtient tout d’abord

− a2G
0(2)
0 = 2∆Ψ(2) − 6H2Φ(2) − 6HΨ′(2) + 6KΨ(2) − a2G

0(2)
0SS − a2G

0(2)
0ST − a2G

0(2)
0TT , (31)

où les indices T et S se réfèrent au type de variables de perturbations du premier ordre (respec-
tivement scalaires et tenseurs) entrant dans les termes quadratiques.

−a2G
0(2)
0SS = 6DiΨDiΨ+ 16Ψ∆Ψ+ 24H2Φ2 + 24H(Φ −Ψ)Ψ′ + 6Ψ′2 + 24KΨ2 (32)

−a2G
0(2)
0TT = 3DiEjkD

iEjk − 2DiEjkD
jEik + 4Eij∆Eij

−8HEijE
ij ′ − Eij

′Eij ′ − 4KEijEij (33)

−a2G
0(2)
0ST = −4EijDiDjΨ. (34)
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Ensuite on obtient

G
(2)
0i = 2HDiΦ

(2) + 2DiΨ
(2)′ − (2H′ +H2 + 2K)B

(2)
i +G

(2)
0iSS +G

(2)
0iST +G

(2)
0iTT ,(35)

−a2G
0(2)
i = 2HDiΦ

(2) + 2DiΨ
(2)′ −

(

K +
1

2
∆

)

B
(2)
i − a2G

0(2)
iSS − a2G

0(2)
iST − a2G

0(2)
iTT ,(36)

avec

G
(2)
0iSS = −8HΦDiΦ+ 8Di

(

ΨΨ′
)

− 4Ψ′DiΦ , (37)

G
(2)
0iST = −2E

′j
i Dj(Φ + Ψ) + 4E j

i DjΨ
′ , (38)

G
(2)
0iTT = 2Ekl′DiEkl + 4EklDiE

′
kl − 4EklDlE

′
ik , (39)

et

−a2G
0(2)
iSS = −16HΦDiΦ+ 8Di

(

ΨΨ′
)

− 4Ψ′DiΦ− 8ΦDiΨ
′ , (40)

−a2G
0(2)
iST = −2E

′j
i Dj(Φ + Ψ) + 4E j

i DjΨ
′ , (41)

−a2G
0(2)
iTT = 2Ekl′DiEkl + 4EklDiE

′
kl − 4EklDlE

′
ik . (42)

Quant à G
i(2)
j , on le décompose en une trace et une partie sans trace selon

G
i(2)
j =

1

3
γijG̃

(2) + (Gtf)
i(2)
j . (43)

On décompose ensuite ces termes selon

a2 (Gtf)
i(2)
j = −γikD(k

[

B
(2)′

j) + 2HB
(2)
j)

]

+ (2K −∆)E
i(2)
j + 2HE

i(2)
j

′
+ E

i(2)
j

′′

+
[

∆i
j

(

−Φ(2) +Ψ(2)
)]

+ a2
[

(Gtf)
i(2)
j SS + (Gtf)

i(2)
j ST + (Gtf)

i(2)
j TT

]

, (44)

a2G̃(2) = 6Ψ′′(2) + 6H2Φ(2) + 2∆
(

Φ(2) −Ψ(2)
)

+ 6HΦ′(2) + 12HΨ′(2) + 12H′Φ(2) − 6KΨ(2)

+a2
[

G̃
(2)
SS + G̃

(2)
ST + G̃

(2)
TT

]

. (45)

Les termes de couplage sont donnés par
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a2 (Gtf)
i(2)
j SS =

1

3
γij

[

− 2DkΦDk(Φ−Ψ)− 2DkΨDk(3Ψ − Φ)− 8Ψ∆Ψ− 4(Φ −Ψ)∆Φ
]

+2DiΦDj(Φ −Ψ) + 2DiΨDj(3Ψ− Φ) + 8ΨDiDjΨ+ 4(Φ −Ψ)DiDjΦ , (46)

a2 (Gtf)
i(2)
j ST =

1

3
γij

[

−4EklD
kDlΨ− 4EklD

kDlΦ
]

+ 4EkjD
kDiΨ+ 4Ei

kDjD
kΦ

−2Dk(Φ + 3Ψ)DkEi
j − 4∆ΨEi

j − 8Ψ∆Ei
j + 8HΨ′Ei

j + 4∂(iEj)kD
k(Ψ + Φ)

+4Ψ′′Ei
j − 16KΨEi

j + 4
(

Ei′′
j + 2HEi′

j

)

(Ψ− Φ) + 2Ei′
j(Ψ

′ −Φ′) , (47)

a2 (Gtf)
i(2)
j TT =

1

3
γij

[

− 6DkElmDkElm − 8Ekl∆Ekl + 8HEkl
′Ekl

+4Ekl
′Ekl′ + 4DiEkjD

jEki + 4EijE
ij ′′ + 8KElkEkl

]

+2DiEklDjE
kl − 4Ekl

(

DlD
iEjk +DlDjE

i
k

)

+ 4DkE
i
lD

kEl
j − 4DkE

i
lD

lEjk

+4EklDiDjEkl + 4EklDkDlE
i
j + 4Ei

k∆Ek
j − 8HEi

kE
k′

j

−4Ei
k
′
Ek

j
′ − 4Ei

kE
k
j
′′ − 8KEikEkj , (48)

G̃
(2)
SS = −4DkΦD

kΦ− 6DkΨDkΨ− 4DkΨDkΦ+ 8(Ψ − Φ)∆Φ− 16Ψ∆Ψ − 24H2Φ2 (49)

−48HΦΨ′ + 48H(Ψ− Φ)Ψ′ + 6(Ψ′)2 − 12Φ′Ψ′ − 48H′Φ2 + 24Ψ′′(Ψ− Φ)− 8KΨ2 ,

G̃
(2)
TT = +16HEijE

ij ′ + 5Eij
′Eij ′ + 8EijE

ij ′′ − 4Eij∆Eij

−3DiEjkD
iEjk + 2DiEjkD

jEik − 8KEijEij , (50)

G̃
(2)
ST = EijDiDj (−8Φ + 4Ψ) . (51)

C Perturbations de la matière

C.1 Vitesse

La vitesse de fond est donnée par

uµ(0) =
1

a
δµ0 , (52)

u(0)µ = −aδ0µ . (53)

La perturbation de vitesse vµ est définie dans les relations (2.12). Elle ne possède que trois
degrés de liberté et nous choisissons les composantes spatiales. Au premier ordre on a par défi-
nition

ui(1) ≡ 1

a
vi , (54)

u
(1)
i = avi . (55)

La composante temporelle est alors reliée aux autres variables de perturbation par

u
(1)
0 = −aΦ , (56)

u0(1) = −1

a
Φ . (57)
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Au second ordre on obtient

ui(2) ≡ 1

a
vi(2) , (58)

u
(2)
i = a

(

v
(2)
i + 4Eijv

j − 4Ψvi

)

, (59)

et la composante temporelle vérifie

u0(2) =
1

a

(

−Φ(2) + 3Φ2 + viv
i
)

,

u
(2)
0 = a

(

−Φ(2) +Φ2 − viv
i
)

. (60)

C.2 Tenseur énergie-impulsion

Au niveau de l’espace de fond les seules composantes non nulles du tenseur énergie impulsion
sont

T
(0)
00 = a2ρ̄ , (61)

T
(0)
ij = a2P̄ γij , (62)

T
0(0)
0 = −ρ̄ , (63)

T
i(0)
j = P̄ γij . (64)

Au premier ordre on obtient

T
(1)
00 = a2(2ρ̄Φ+ δρ) , (65)

T
(1)
0i = −a2

(

ρ̄+ P̄
)

vi , (66)

T
(1)
ij = a2(2P̄ (Eij −Ψγij) + δPγij) . (67)

T
0(1)
0 = −δρ , (68)

T
0(1)
i =

(

ρ̄+ P̄
)

vi , (69)

T
i(1)
j = δPγij . (70)

Au second ordre on obtient

T
(2)
00 = a2

(

δ(2)ρ+ 2ρ̄Φ(2) + 4Φδρ+ 2(ρ̄+ P̄ )viv
i
)

, (71)

T
(2)
0i = a2

[

−(ρ̄+ P̄ )v
(2)
i − ρ̄B

(2)
i − 2(δP + δρ)vi − 2(ρ̄+ P̄ )(Φvi + 2Eijv

j − 2Ψvi)
]

,(72)

T
(2)
ij = a2

[

δ(2)Pγij + 2P̄ (E
(2)
ij −Ψ(2)γij) + 4δP (Eij −Ψγij) + 2(ρ̄+ P̄ )vivj

]

, (73)

T
0(2)
0 = −δ(2)ρ− 2(ρ̄+ P̄ )viv

i ,

T
0(2)
i =

(

ρ̄+ P̄
)

(

v
(2)
i +B

(2)
i

)

+ 2(δP + δρ)vi + 2(ρ̄+ P̄ )(−Φvi + 2Eijv
j − 2Ψvi)

T
i(2)
j = δ(2)Pγij + 2(ρ̄+ P̄ )vivj . (74)
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D Équations au second ordre dans le cas plat

D.1 Équations de conservation

Nous considérons ici le cas général d’un fluide parfait mais n’ayant pas nécessairement une
paramètre d’état constant, c’est à dire tel que c2s 6= w. Pour les modes scalaires l’équation de
conservation ∇µT

µν = 0 conduit à l’équation

δ′ + 3H(c2s − w)δ + (1 + w)(∆v − 3Ψ′) = Sc (75)

et l’équation d’Euler

(vi +Bi)
′ +H(1− 3c2s) (vi +Bi) + ∂iΦ+

c2s
1 + w

∂iδ = Se,i . (76)

Les termes de source sont donnés par

Sc = (1 + w)
[

12ΨΨ′ − 2Φ∆v − 2Hviv
i(1− 3c2s)− 4v′iv

i − 4vi∂
iΦ+ 6vi∂

iΨ+ 4EijE
ij′
]

+(1 + c2s)
[

6δΨ′ − 2∂i(δv
i)
]

− 3(c2s)
′ ρ̄H
ρ̄′

δ2 , (77)

Se,i = −2
1 + c2s
1 + w

(δvi)
′ − 2H(1− 3w)

1 + c2s
1 + w

δvi − 2
(c2s)

′

1 + w

(

ρ̄

ρ̄′
δ∂iδ + δvi

)

+2H(1− 3c2s)(Φ + 2Ψ)vi + 10Ψ′vi + 4Ψv′i − 2∂j
(

vjvi
)

+ 2Φv′i

−2
1 + c2s
1 + w

δ∂iΦ+ 4Φ∂iΦ+ 4
(

Eijv
j
)′
+ 4HEijv

j(1− 3c2s) . (78)

D.2 Équations d’Einstein dans le cas d’un fluide parfait avec c
2
s 6= w

Dans le cas d’un fluide parfait ayant un paramètre d’état variable, ou un mélange de fluide
adiabatique se comportant comme tel, les équations d’Einstein impliquent

∆Ψ− 3HΨ′ − 3H2Φ− κa2
1

2
ρ̄δ = S1 , (79)

Ψ′′ +H2Φ+
1

3
∆(Φ−Ψ) +HΦ′ + 2HΨ′ + 2H′Φ− 1

2
c2sa

2κρ̄δ = S2 , (80)

∆∆(Ψ− Φ) = ∆∆S3 . (81)

(82)

Les termes de source dans lesquels on néglige les ondes gravitationnelles sont donnés par

S1 = −8Ψ∆Ψ− 3∂iΨ∂iΨ− 3Ψ′2 + 3H2(1 + w)∂iv∂
iv − 12H2Ψ2 , (83)

S2 =
−κ(c2s)

′

2(1 + w)
(Hδ2) + 4

(

H2 + 2H′
)

Ψ2 +
7

3
∂iΨ∂iΨ+

8

3
Ψ∆Ψ+ 8HΨΨ′ +Ψ′2

+H2(1 + w)∂iv∂
iv , (84)

S3 = −4Ψ2 −∆−1
(

2∂iΨ∂iΨ+ 3H2(1 + w)∂iv∂
iv
)

+3∆−2
[

∂i∂j
(

2∂iΨ∂jΨ+ 3H2(1 +w)∂iv∂jv
)]

. (85)
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E Conservation de la perturbation de courbure comobile au se-

cond ordre

On peut définir des variables invariantes de jauge associées à la perturbation de courbure Ψ.
On définit soit la perturbation de courbure sur les hypersurfaces de densité d’énergie constante
soit la perturbation de courbure sur des hypersurfaces comobiles avec le fluide cosmologique. Ces
quantités on été définies dans [Malik & Wands 04] mais néanmoins les lois de transformation des
variables de perturbations utilisées dans la construction ne sont prises en compte que dans la
limite super-Hubble comme il est montré dans l’appendice de [Pitrou 07] (voir chapitre 5). On
peut montrer que ces deux types de perturbations de la courbure se réduisent à la même quantité
dans la limite super-Hubble [Vernizzi 05], et jusqu’au second ordre leurs expressions sont données
pour les échelles super-Hubble par

R(1) ≃ Ψ(1) +Qδ(1)ρ

≃ Ψ(1) − 2Q

H
(

Ψ′(1) +HΦ(1)
)

(86)

R(2) ≃ Ψ(2) +Qδ(2)ρ+
(

1 + 3c2s
)

(Qδ)2 − 4QδΨ

≃ Ψ(2) − 2Q

H

(

Ψ′(2) +HΦ(2) − 4HΨ2 − Ψ′2

H

)

+
(

1 + 3c2s
)

(Qδ)2 − 4QδΨ (87)

avec

Q ≡ Hρ̄

ρ̄′
= − 1

3(1 + w)
. (88)

Si on ne considère pas la limite super-Hubble, ces deux quantités ne sont pas égales et ce n’est
qu’en considérant correctement les lois de transformation de jauge des variables de perturbation
que l’on peut construire des variables vraiment invariantes de jauge dans le cas général. Si
le contenu matériel est celui d’un champ scalaire, alors la perturbation de courbure comobile
correspond à la perturbation de courbure sur les surfaces où δϕ = 0. En utilisant la décomposition
de la métrique perturbée (5.2) dans le cas plat, ces expressions au premier et second ordre sont
données par

R(1) ≡ Ψ(1) +
H
ϕ̄′

δ(1)ϕ , (89)

R(2) ≡ Ψ(2) +
H
ϕ̄′

δ(2)ϕ+

[

ϕ̄′′

ϕ̄′
H−H′ − 2H2

](

δϕ

ϕ̄′

)2

−2Hδϕδϕ′

ϕ̄′2
− 2

(

Ψ′ + 2HΨ
) δϕ

ϕ̄′
− 2

H
ϕ̄′

∂iE∂i (δϕ +Ψ)

+
1

2

(

δij −∆−1∂i∂j
)

{

∂j

(

2B − E′ +
δϕ

ϕ̄

)

∂i
δϕ

ϕ̄
+ ∂i∂

kE [2∂k∂jE + 4Ekj − 4Ψδkj ]

+
δϕ

ϕ̄′

(

2E′
ij + 4HE′

ij + ∂i∂jE
′
)

+ ∂kE∂k (∂i∂jE + 2Eij)

}

.

(90)
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On peut également mettre la perturbation de courbure comobile au second ordre sous la forme

R(2) = Ψ(2) +
H
ϕ̄′

δ(2)ϕ+

[

ϕ̄′′

ϕ̄′
H−H′ − 2H2

](

δϕ

ϕ̄′

)2

− 2Hδϕδϕ′

ϕ̄′2

−2
(

Ψ′ + 2HΨ
) δϕ

ϕ̄′
− 2

H
ϕ̄′

∂iE∂iδϕ

+∆−1

{

− ∂i
(

∆Ψ∂iE +∆E∂iΨ
)

+ ∂i∂j

(

B − E′ +
δϕ

2ϕ̄′

)

∂i∂j
δϕ

ϕ̄′

−∆

(

B − E′ +
δϕ

2ϕ̄′

)

∆
δϕ

ϕ̄′
+

1

2

(

∂i∂j∂kE∂i∂j∂kE − ∂k∆E∂k∆E
)

−∂i∂j δϕ

ϕ̄′

(

E′
ij + 2HEij

)

+ 2Eij∂
i∂jE + ∂iEjk∂

i∂j∂kE

}

.

Si l’on souhaite l’expression de la perturbation de courbure sur les hypersurfaces de densité
constante, il suffit de remplacer ϕ par ρ dans l’expression de la perturbation de courbure como-
bile précédente. On la note alors souvent plutôt ζ au signe près. Dans la limite super-Hubble,
en utilisant les équations d’Einstein, l’équation de conservation de fond (1.22) et l’équation
d’évolution du paramètre d’état (2.15), on retrouve alors les expressions (86).

La perturbation de courbure comobile est la quantité utilisée dans [Maldacena 03] pour
obtenir des prédictions dans le cas de l’inflation à un champ scalaire en roulement lent. Plus
précisément ces prédictions ont été établies en jauge comobile, puisque par définition dans ce cas
la perturbation de courbure comobile se réduit à Ψ et on peut donc identifier ces deux quantités.
Si l’on souhaite construire l’expression générale de la perturbation de courbure comobile, il
faut veiller à ne pas confondre un changement de jauge avec un changement de coordonnées
standard tel qu’expliqué dans la section 5.1. La perturbation de courbure peut être utilisée
pour reformuler l’équation d’évolution dans la limite super-Hubble dans le cas de perturbations
adiabatiques, comme une loi de conservation

−H
2Q

R(1)′ = 0 ,

−H
2Q

R(2)′ = 0 . (91)

Le préfacteur est là pour se souvenir que dans une phase de-Sitter pure, w = −1, Q = 0, et ce
résultat n’est plus valide.

On montre ce résultat en décomposant la perturbation de courbure comobile selon

R(1) = A1 ,

R(2) = A2 +B + C , (92)
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où

A1 = Ψ(1) − 2Q

H (Ψ′(1) +Φ(1)H) ,

A2 = Ψ(2) − 2Q

H (Ψ′(2) +Φ(2)H) ,

B = 2Q

(

4Ψ2 +
Ψ′2

H2

)

,

C = (1 + 3c2s)(Qδ)2 − 4QδΨ .

On utilise les relations
[

2

3H(1 + w)

]′

=

[−2Q

H

]′

=
1− 3w + 6c2s
3(1 + w)

, (93)

Q′ = 3QH(c2s − w) , (94)

H′ = −(1 + 3w)
H2

2
. (95)

De plus en utilisant la définition de la vitesse adiabatique du son c2s ≡ dP
dρ on obtient avec un

développement de Taylor [Malik & Wands 04]

δP (2) = c2s ρ̄δ
(2) +

(ρ̄δ)2

ρ̄′
(c2s)

′. (96)

Le terme A1 ne fait intervenir que des variables de perturbation du premier ordre et son évolution
est donnée par

A′
1 =

−2Q

H
[

Ψ(1)′′ +HΦ(1)′ +HΨ(1)′(2 + 3c2s) + 3Φ(1)H2(c2s −w)
]

,

et on reconnâıt l’équation (2.82). Quant à A2, son évolution est la même que A1 mais avec les
variables de perturbation du second ordre, car il n’a pas été fait usage de la contrainte Φ(1) =
Ψ(1). On reconnâıt alors le membre de gauche de l’équation (6.18). On considère maintenant la
contribution de B qui est

B′ =

[

Q

(

8Ψ2 + 2
Ψ′2

H2

)]′

= 3QH(c2s − w)

(

8Ψ2 + 2
Ψ′2

H2

)

+Q

(

16ΨΨ′ +
4

H2
Ψ′Ψ′′ − 4

H′

H3
Ψ′2

)

, (97)

et qui peut être mise sous une forme plus simple grâce à l’équation (2.83)

B′ =
−2Q

H
{

− 3

2
H2(c2s − w)

(

8Ψ2 + 2
Ψ′2

H2

)

+HΨΨ′
[

−8 + 6(c2s − w)
]

+Ψ′2
[

6(1 + c2s)− (1 + 3w)
]

}

. (98)

De plus le terme impliquant C évolue selon

C ′ = Ψ′

(

4Ψ + 2δ
1 + c2s
1 + w

)

+ 2Qδ(1 + 3c2s)R′(1) + 3
(

c2s
)′
(Qδ)2. (99)
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On utilise alors que pour des perturbations adiabatiques, R′(1) = 0, et on obtient (en utilisant
que pour des modes super-Hubble Ψ′ +HΦ = −Hδ/2)

C ′ =
−2Q

H

[

6HΨΨ′(1 + w)− 6H(1 + c2s)Ψ
′

(

Ψ+
Ψ′

H

)

− 3

2
HQ(c2s)

′δ2
]

. (100)

En collectant tous les termes on obtient donc

B′ + C ′ =
−2Q

H

[

−8HΨΨ′ −Ψ′2(1 + 3w)− 3

2
(c2s − w)(8H2Ψ2 + 2Ψ′2)− 3

2
QH(c2s)

′δ2
]

. (101)

On remarque qu’il s’agit exactement de l’opposé du membre de droite de l’équation (6.17) dans
la limite super-Hubble

S2 − c2sS1 ≃ 8HΨΨ′ + (1 + 3w)Ψ′2 +
3

2
HQ(c2s)

′δ2 + (c2s − w)
(

12H2Ψ2 + 3Ψ′2
)

. (102)

Finalement en réunissant ces résultats on obtient les relations (91). Il est crucial de ne
pas confondre w avec c2s comme il a été fait dans [Bartolo et al. 04b] dans la démonstra-
tion car la conservation de la courbure comobile permet justement de faire le lien entre des
phases de l’univers pendant lesquelles le paramètre d’état n’est pas le même et est donc
par conséquent passé par une phase variable où w 6= c2s. De plus toute cette démonstra-
tion de la loi de conservation peut être faite à partir de l’équation de conservation (75)
comme il a été montré dans [Malik & Wands 04] ainsi que de manière non perturbative dans
[Lyth & Wands 03, Lyth et al. 05, Langlois & Vernizzi 05, Enqvist et al. 07].
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USA, freeman édition, 1973.

[Mollerach & Matarrese 97] S.Mollerach& S.Matarrese, «Cosmic Microwave Background
anisotropies from second order gravitational perturbations», Phys. Rev. D, vol. 56, 4494, 1997,
url http://arxiv.org/abs/astro-ph/9702234.

[Mukhanov et al. 92] V. Mukhanov, H. Feldman & R. Brandenberger, «Theory of cos-
mological perturbations», Phys. Rep., vol. 215, 203–333, 1992.

[Mukhanov 85] V. F.Mukhanov, «Gravitational Instability of the Universe Filled with a Scalar
Field », JETP Lett., vol. 41, 493–496, 1985.

http://arxiv.org/abs/astro-ph/0306498
http://arxiv.org/abs/astro-ph/9506072
http://arxiv.org/abs/astro-ph/9808163
http://arxiv.org/abs/astro-ph/0210603
http://arxiv.org/abs/astro-ph/0506532
http://arxiv.org/abs/astro-ph/0307055
http://arxiv.org/abs/astro-ph/0302279
http://arxiv.org/abs/0704.3540
http://metric.iem.csic.es/Martin-Garcia/xAct/index.html
http://arxiv.org/abs/astro-ph/9707278
http://arxiv.org/abs/astro-ph/9707278
http://arxiv.org/abs/astro-ph/9702234


128 Appendices

[Mukhanov & Chibisov 81] V. F. Mukhanov & G. V. Chibisov, «Quantum Fluctuation and
Nonsingular Universe. (In Russian)», JETP Lett., vol. 33, 532–535, 1981.

[Nakahara 90] M. Nakahara,Geometry, Topology and Physics, Bristol, New-York, adam hilger
édition, 1990.

[Nakamura 07] K. Nakamura, « Second-order Gauge Invariant Cosmological Perturbation
Theory : – Einstein equations in terms of gauge invariant variables – », Prog. Theor. Phys.,
vol. 117, 17, 2007, url http://arxiv.org/abs/gr-qc/0605108.

[Osano et al. 07] B. Osano, C. Pitrou, P. Dunsby, J.-P. Uzan & C. Clarkson,
«Gravitational waves generated by second order effects during inflation », JCAP, vol. 0407,
003, 2007, url http://arxiv.org/abs/gr-qc/0612108.

[Peebles & Yu 70] P. J. E. Peebles & J. T. Yu, «Primeval adiabatic perturbation in an ex-
panding universe», Astrophys. J., vol. 162, 815–836, 1970.

[Penzias & Wilson 65] A. A. Penzias & R. W. Wilson, «A Measurement of excess antenna
temperature at 4080-Mc/s », Astrophys. J., vol. 142, 419–421, 1965.

[Pereira et al. 07] T. S. Pereira, C. Pitrou & J.-P. Uzan, «Theory of cosmo-
logical perturbations in an anisotropic universe», JCAP, vol. 0709, 006, 2007,
url http://arxiv.org/abs/0707.0736.

[Peskin & Schroeder 95] M. E. Peskin & D. V. Schroeder, An Introduction to quantum field

theory, Reading, USA, addison-wesle édition, 1995.
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2005.

[Pitrou 07] C. Pitrou, «Gauge invariant Boltzmann equation and the fluid limit », Class.

Quant. Grav., vol. 24, 6127, 2007, url http://arxiv.org/abs/gr-qc/0701121.

[Pitrou & Uzan 07] C. Pitrou & J.-P. Uzan, «Quantization of perturbations during in-
flation in the 1+3 covariant formalism », Phys. Rev. D, vol. 75, 087 302, 2007,
url http://arxiv.org/abs/gr-qc/0701121.

[Pullen & Kamionkowski 07] A. R. Pullen & M. Kamionkowski, «Cosmic Microwave Back-
ground Statistics for a Direction-Dependent Primordial Power Spectrum», Phys. Rev. D,
vol. 76, 103 529, 2007, url http://arxiv.org/abs/0709.1144.

[Pyne & Carroll 96] T. Pyne & S. M. Carroll, «Higher-Order Gravitational Pertur-
bations of the Cosmic Microwave Background», Phys. Rev. D, vol. 53, 2920, 1996,
url http://arxiv.org/abs/astro-ph/9510041.

[Riazuelo 00] A. Riazuelo, Signature de divers modèles d’univers primordial dans les anisotro-
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