
La m�ethode des �e
helons
La m�ethode des �e
helons (dite aussi m�ethode des pivots de Gauss) permet de r�esoudre les probl�emessuivants :{ 
al
ul du d�eterminant d'une matri
e 
arr�ee ;{ 
al
ul de l'inverse d'une matri
e 
arr�ee ;{ 
al
ul du rang d'une matri
e quel
onque ;{ r�esolution d'un syst�eme lin�eaire quel
onque ;{ d�etermination des �equations du sous-espa
e ve
toriel engendr�e par une famille de ve
teurs et d'unebase de 
e SEV.Pour �e
helonner A, on e�e
tue des op�erations sur les lignes : 
ombinaison lin�eaire de lignes (attention �a nepas prendre 0 pour le 
oeÆ
ient de la ligne sur laquelle on travaille) et interversion de lignes. Ces op�erations
orrespondent �a une multipli
ation par une matri
e �a gau
he. Pour savoir quelle matri
e, il suÆt de faire lamême op�eration sur la matri
e identit�e. Cette matri
e est inversible. On e�e
tue les mêmes op�erations enparall�ele sur In.I. Prin
ipe de l'�e
helonnementOn 
her
he �a obtenir une matri
e ne 
ontenant que des 0 sous la diagonale en e�e
tuant des 
ombinaisonslin�eaires de lignes et, si besoin est, des �e
hanges de lignes.Au bout de k�1 �etapes, la matri
e A d'ordre (n;p) a �et�e transform�ee en une matri
e A(k�1) = �a(k�1)i;j �,o�u i 2 [1 : : : n℄ est l'indi
e de ligne et j 2 [1 : : : p℄ est l'indi
e de 
olonne. Sur les k � 1 premi�eres 
olonnes,A(k�1) ne 
omprend que des 0 sous la diagonale :8j 2 [1 : : : k � 1℄; i > j =) a(k�1)i;j = 0:�a 
haque �etape q, la matri
e A(q) a �et�e obtenue par multipli
ation �a gau
he (a
tion sur les lignes uniquement)de la matri
e A(q�1) par une matri
e inversible Mq. On a don
A(q) = MqA(q�1) =MqMq�1A(q�2) = � � � = MqMq�1 : : :M2M1A:L'objet de l'�etape k est d'obtenir une matri
e A(k) ne 
omprenant que des 0 sous la diagonale sur les kpremi�eres 
olonnes.1. Si a(k�1)k;k 6= 0, 
et �el�ement sert de pivot. Au
un �e
hange de lignes n'est alors n�e
essaire.On e�e
tue une 
ombinaison lin�eaire de 
haque ligne i > k ave
 la ligne k de mani�ere �a mettre des 0en a(k)i;k : 8i > k; L(k)i = �L(k�1)i + �L(k�1)k ;ave
 � 6= 0.2. Si a(k�1)k;k = 0, on 
her
he une ligne i0 > k telle que a(k�1)i0;k 6= 0.a. S'il existe i0 > k tel que a(k�1)i0;k 6= 0, on �e
hange les lignes k et i0. On applique �a 
ette matri
e lamême m�ethode qu'au no 1.b. Sinon, le rang est stri
tement inf�erieur �a min(n;p). Si la matri
e est 
arr�ee, son d�eterminant estalors nul et elle n'est pas inversible. Pour poursuivre l'�e
helonnement, il faut faire un �e
hange de
olonnes.
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II. Cal
ul du d�eterminant�Ca n'a de sens que si p = n.On �e
helonne la matri
e sous la diagonale.Attention :� Pour les 
ombinaisons lin�eaires de lignes (I.1), il faut ajouter �a L(k�1)i un multiple de L(k�1)k (
.-�a-d.que le 
oeÆ
ient devant L(k�1)i doit être � = 1).� Il faut par ailleurs 
ompter le nombre d'�e
hanges de lignes (I.2.a).On obtient au �nal une matri
e triangulaire sup�erieure sup�erieure A0. Le d�eterminant est �egal au produitdes �el�ements diagonaux de A0 ou �a son oppos�e. Si le nombre d'�e
hange de lignes est pair (en parti
ulier s'iln'y en a pas eu !), d�etA = nYi=1A0i;i:Sinon, d�etA = � nYi=1A0i;i:III. Cal
ul de l'inverse�Ca n'a de sens que si p = n.A. Premi�ere phaseLa premi�ere phase est semblable au 
al
ul du d�eterminant. On fait en parall�ele les mêmes op�erations surla matri
e In. La matri
e I 0n obtenue �a partir de In est don
 telle queA0 = I 0nA:B. Deuxi�eme phaseOn 
her
he �a obtenir une matri
e diagonale �a partir de A0 en e�e
tuant des 
ombinaisons lin�eaires delignes (les �e
hanges sont d�esormais inutiles).Au bout de k � 1 �etapes, la matri
e A0 a �et�e transform�ee en une matri
e A0(k�1). Sur les k � 1 derni�eres
olonnes (
.-�a-d. les 
olonnes n+1� (k� 1) �a n), A0(k�1) ne 
omprend que des 0 au-dessus de la diagonale :8j 2 [n+ 1� (k � 1) : : : n℄; i < j =) a(k�1)i;j = 0(il n'y a bien sûr aussi que des 0 sous la diagonale).L'objet de l'�etape k est d'obtenir une matri
e A0(k) ne 
omprenant que des 0 au-dessus de la diagonalesur les k derni�eres 
olonnes.On e�e
tue une 
ombinaison lin�eaire de 
haque ligne i < k ave
 la ligne k de mani�ere �a mettre des 0 ena0(k)i;n+1�k.Au bout de n� 1 �etapes au plus, A0 a �et�e transform�ee en une matri
e diagonale. La matri
e A00 obtenueen divisant 
haque ligne par son �el�ement diagonal est don
 la matri
e identit�e, In.On e�e
tue les mêmes op�erations sur I 0n. On obtient une matri
e I 00n telle queIn = A00 = I 00nA;
.-�a-d. A�1 = I 00n :IV. Cal
ul du rangOn veut 
al
uler le rang d'une matri
e �a n lignes et p 
olonnes. Cette matri
e est par exemple 
onstitu�eedes 
oordonn�ees de p ve
teurs d'un espa
e ve
toriel de dimension n ; le rang de la matri
e est alors le rangde 
ette famille de ve
teurs. 2



On applique la même m�ethode que pour le 
al
ul du d�eterminant jusqu'�a 
e qu'il n'y ait que des 0 sousla diagonale ou que l'on se retrouve dans la situation du A�2�b, 
.-�a-d.8j 2 [1 : : : k � 1℄; i > j =) a(k�1)i;j = 0;8i � k; a(k�1)i;k = 0;9(i0;j0); i0 � k; j0 > k; a(k�1)i0;j0 6= 0:On �e
hange alors les 
olonnes k et j0. On peut alors e�e
tuer l'op�eration A�1 apr�es �e
hange des lignes k eti0 et reprendre l'�e
helonnement des lignes.Lorsqu'il n'y a plus que des 0 sous la diagonale, l'�e
helonnement est termin�e. Le rang r de la matri
e (oude la famille de ve
teurs) est alors le nombre de lignes non 
ompl�etement nulles.V. R�esolution d'un syst�eme lin�eaireOn veut r�esoudre un syst�eme lin�eaire de n �equations �a p in
onnues xi.On a AX = B, o�u A = (ai;j) est une matri
e �a n lignes et p 
olonnes, X = t(x1; : : : ;xp) le ve
teur-
olonne
ontenant les p in
onnues et B = t(b1; : : : ;bn) le ve
teur-
olonne 
ontenant le se
ond membre.Si A�1 existe et est 
onnue (il faut notamment que p = n), X = A�1B. Sinon, on pro
�ede de la mani�eresuivante.On �e
rit 
ôte-�a-
ôte A et B. On �e
rit au-dessus de la matri
e A le ve
teur X en ligne (
.-�a-d. xj au-dessusde la 
olonne j de A). On �e
helonne la matri
e A et on e�e
tue les mêmes op�erations sur B. X reste in
hang�e.Lorsqu'on se retrouve dans la situation du A�2�b, on doit �e
hanger des 
olonnes de A (p. ex. k et j0). Ilfaut alors �e
hanger les �el�ements k et j0 de X , 
.-�a-d. xk et xj0 . On e�e
tue ensuite l'�e
hange des lignes k eti0 de A et B (mais X reste in
hang�e).On obtient �a la �n une matri
e A0 ne 
ontenant que des 0 sous la diagonale. Si A0 
ontient (au moins)une ligne i 
ompl�etement nulle et que b0i 6= 0, le syst�eme n'a pas de solution.Sinon, si r = p, il y a une seule solution. Si r < p, il y a une in�nit�e de solutions.

3


