Chapitre III

Ondes mécaniques

A. Cordes vibrantes

Nous étudions dans cette section la propagation des ondes sur une corde tendue. FEtablissons d’abord
I'équation d’onde qui les décrit.

1. Equation d’onde

Nous adoptons les hypotheéses et notations suivantes :

e La corde est tendue entre deux points fixes distants de L. On notera Ox 'axe selon lequel la corde est
tendue lorsqu’elle est au repos;

e La corde est souple, sans rigidité. Ceci signifie qu’elle peut étre pliée sans effort. En pratique, il faut
pour cela qu’elle soit mince. En conséquence, la force de tension est tangente a la corde en tout point
de celle-ci;

e La corde est homogene. Sa masse linéique au repos, u, est donc identique en tout point de la corde.
En notant m la masse totale de la corde, on a u =m/L;

La corde vibre dans le plan Oxy et un point de la corde ne se déplace que selon i7, ;
Le déplacement y(x,t) de chaque point de la corde est faible. La corde étant tendue, I'angle entre la
tangente a la corde (donc aussi la force de tension) et 'axe Ox est faible également;

e La gravité est négligeable devant la tension de la corde.

-

Appelons F(x, t) la force de tension exercée, a l'instant ¢, au point d’abscisse x sur la portion de corde située
aux abscisses ¥’ < x par la portion située en ¥’ > x. Quand la corde est au repos, cette tension est uniforme;
notons Fjy sa norme.

Considérons un élément de corde compris entre le point M, d’abscisse x, et le point N voisin, d’abscisse x +
dx. Les forces extérieures exercées sur 1’élément MN sont f(x +dx,t) en N et —l-:)(x, t) en M. En appliquant
la relation fondamentale de la dynamique a MN, de masse dm, on obtient

dma = F(x +dx, t) — E(x, t), (ITL.1)

soit, en projetant,
dma, = Fy(x + dx, t) — Fy(x, 1), (TI1.2)
dma, = Fy(x +dx,t) — Fy(x, t). (TI1.3)

Par hypothese, a, = 0, donc F, ne dépend pas de x.
Au premier ordre, F(x +dx, t) = Fy(x,t) + (JF,/dx) dx, donc

dma, = oFy d 114
may, = s X. (1I1.4)
Comme dm = pdx et que a, = 9°y/dt?, on obtient en simplifiant par dx que
Py  JF,
Par ailleurs,  est tangent a la courbe, donc
Iy
Fy = Fx x , (IH6)
d’ou e e
Y _p2Y
U FT F, e (II1.7)

puisque F, ne dépend pas de x.
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Enfin, la perturbation subie par la corde a cause des ondes est faible, donc ||ﬁ(x, |l = Fy. Or

L oy \?
IF|l = \JF2+ F2 =|F,| 1+(a—Z) ~ |Fy, (IIL.8)

puisque |dy/dx] < 1. Comme, vu la définition adoptée pour F, on doit avoir F, > 0 pour que la corde soit

tendue, on obtient que
2

Py Py

On reconnait I'équation de d’Alembert a une dimension pour y(x, f) en posant

‘/ Fo (I11.10)
c = -_ .
Y

Cette équation a justement été établie pour la premiere fois par Jean Le Rond d’Alembert, en 1747.
On en connait déja la solution générale :

yx, )=y (x—ct)+y_(x+ct), (IIL.11)

ol y; et y_ sont des ondes progressives transversales se propageant, a la célérité c sans se déformer, respec-
tivement vers les x croissants et décroissants.

En appliquant les opérateurs d/dt et Fyd/dx a I’équation II1.9, on obtient la méme équation pour les va-
riables v, et F, au lieu de y.

2. Relation entre la tension et la vitesse vibrationnelle
La vitesse vibrationnelle est la vitesse 7 de déplacement d’un point du milieu (a bien distinguer de la

célérité c de I'onde). Ici, 7 = v, i, avec v, = dy/dt.
Pour I'onde progressive y, vers les x croissants,

Ay 1 dys Uy

PR el (II1.12)
Par ailleurs,
Iy
F,~F, g (II1.13)
donc
Fy+=-Zvy, (II1.14)
ou
Fo
Z:= - (II1.15)
est une constante positive portant le nom d’impédance de la corde.
Pour une onde progressive y_ vers les x décroissants,
%:+%%=+WT", (I1L.16)
donc
F,-=+Zv, . (II1.17)

Remarquer qu’on obtient la méme relation en introduisant la tension F, 1 exercée par '«aval », 1a ot va

I'onde progressive, sur I’«amont », la d’ou elle vient. Pour y,, F, 1 = F, ,, mais pour y_, F, + = —=F, . Dans
les deux cas,
Fy 1 =-Zvy,+. (II1.18)
Dans le cas général o y =y, +y-,ona F,=F, , +F, _, donc
Fy=-Z(vy,+ —vy,-). (II1.19)

Impédance complexe (hors programme)

Pour une corde vibrant sinusoidalement (en temps) a la pulsation w, on définit 'impédance complexe par

Ey(x, t)
Zo=-— R (I11.20)
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En injectant dans 1’équation de d’Alembert la représentation complexe

vy (x,t) = B(x) €', (IT1.21)
de v,(x,t), on obtient que
E(x) — E+ e—ia)x/c + E— ei(ux/cl (11122)
avec B, et B_ des constantes complexes, d’ol1
Qy(xr t) — §+ ei(u(t—x/c) + E— eiw(t+x/c) (IHZ3)
=0y,4 =0,
et ' )
Ey(x,t) = =Z (vy,+ —0y,-) = —ZB, @) 4 ZB_el@+¥/0), (IT1.24)

On en déduit finalement que
ZB+ e—iwx/c —7B_ eiwx/c

Zc(w’ x) = B, e-iwx/c 4 B_elwx/c

(IT1.25)

L'impédance complexe est donc une fonction de w et x. Cas particuliers : si y = y, (c.-a-d. B =0), Zc(w, x) =
+Z;etsiy=y- (c-a-d. By =0), Z(w,x) = -Z.

3. Aspects énergétiques

a. Puissance instantanée

La puissance instantanée reque a l'instant ¢ par la portion de corde située aux abscisses x” > x de la part
de la portion aux abscisses x" < x est

P(x, ) = —F(x,t) - 3x, 1) = —(Fx ily + Fy ily) - vy ily = —F, 0, (111.26)

Comme v, = v, 4 +v,,_, la puissance instantanée transportée dans le sens des x croissants a 1’abscisse x et au
temps ¢ est donc

P, t) =Z (v;+ - vzy ). (II1.27)

Chacune des ondes progressives .. et y_ transporte ainsi une puissance positive dans son sens de propagation :
une puissance P, = Z vﬁ/ + vers les x croissants pour v, ; une puissance —Z vﬁ/_ vers les x croissants pour y_,

soit une puissance P_ = Z vi _ vers les x décroissants.

b. Puissance moyenne d'une onde sinusoidale

Intéressons-nous en particulier au cas d'une onde progressive sinusoidale,
Ysin(x, 1) = Acos(w t — ke x + ¢). (I11.28)

On a
Uy, sin(¥, 1) = —w Asin(w t — ke X + @), (I11.29)

donc la puissance transportée dans le sens de k, iy par une onde sinusoidale est
Pain(x, t) = Zw?* A*sin*(wt — ky x + Q). (I11.30)

La moyenne de la fonction x — sin? x valant 1/2 (cf. § 1.31), 1a moyenne temporelle de la puissance transportée
par une onde progressive sinusoidale dans son sens de propagation vaut

1
Psin) = —Z W’ A%, (IIL.31)

indépendamment de ¢ et de x.

B. Ondes sonores

1. Descriptions eulérienne et lagrangienne (hors programme)

Pour étudier le comportement d'un fluide, on peut adopter deux approches :
e soit I'on observe l'évolution de 1’état du fluide au cours du temps en un point fixe de I'espace. En
faisant de méme en chaque point, on obtient une description eulérienne du fluide;
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e soit I'on suit ’évolution d'une particule de fluide. En faisant de méme pour chaque particule, on
obtient une description lagrangienne du fluide.
Intéressons-nous a une grandeur dont la valeur est donnée en chaque point de 1'espace, de position 7=
(x,y,2z), et a chaque instant ¢ par un champ scalaire f. En description eulérienne, puisque 'on se place en
un point fixe, la variation par unité de temps de cette grandeur est

lim fEt+d) - f@H _ If
di—0 dt ot
En revanche, en description lagrangienne, une particule située a la position 7 a l'instant ¢ s’est déplacée

a la position 7+ d7 a I'instant t + dt, avec d7 = 0(7, ) dt. La variation par unité de temps de la grandeur est
donc

(II1.32)

df . f+drt+dh) - f(7t)
T &E}o T . (I11.33)
Cette dérivée porte le nom de dérivée particulaire *'.
Or
s g7 oo Of of of of
df—f(7+d7,t+dt)—f(7’,t) = gdx-i' a—ydy-i' gdZ‘i‘ Edt
— L, df
=grad f-dr+ 5 dt. (I11.34)
En divisant par dt et en prenant la limite df — 0, on obtient que
i _ o +7-grad f (I11.35)
— = —+7-grad f. .
at o 8
Si la grandeur est donnée par un champ vectoriel f_,) on obtient en considérant chacune de ses composantes
que *?
- >
df af —_ >
—_ — 4 (17. rad) , III36
i - o grad)f (I1L.36)
o, pour n'importe quel vecteur g,
s — . 4 ) d
g- grad = 9x g + Sy a—y + gz g . (III37)
En particulier, I'accélération de la particule située en 7 a f est
R
FriaT + (U - grad)d. (II1.38)

2. Equation d’onde a une dimension

On s’intéresse ici aux ondes sonores (on dit aussi «acoustiques ») se propageant dans un fluide contenu
dans un tuyau d’axe Ox et de section de surface S constante. Pour traiter le probleme, on va faire les hypotheses
suivantes :

e Les différents champs ne dépendent spatialement que de 1’abscisse au repos, notée x ci-apres;

o Le fluide est non visqueux : la seule force interne a considérer est donc celle résultant de la pression;

e Les perturbations du milieu sont de faible ampleur et les vitesses de vibration sont faibles;

e La pesanteur est négligeable.

Considérons un élément de fluide compris au repos entre les surfaces S, et Sy.4r, d’abscisses x et x + dx.
La force extérieure exercée sur la surface S, de I'élément vaut p(x,t) Sily, ot p est la pression totale dans le
fluide; la force exercée sur la surface Sy.qy vaut —p(x + dx, t) S ily.

En appliquant la relation fondamentale de la dynamique a 1’élément de fluide, on obtient

d bl
dm d—zt’ = (plx, t] - plx + dx, £]) S i, (IT1.39)
Comme dm = pgSdx, ol pp est la masse volumique du fluide au repos, et que ¥ = v(x, t) ily, on obtient en
faisant un développement limité de p(x + dx, t) au premier ordre en dx et en simplifiant par dx et S que
do ap

o =- 2 (I11.40)

1. On la note parfois aussi « Df/Dt ».
2. On pourrait d’ailleurs écrire la méme expression pour le champ scalaire f. En revanche, méme si on peut lui attribuer un sens,

. g —_— 2 .
I’écriture 7 - grad f est ambigué.
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Enfin, d’aprés 1I1.38,
dv Jdv dv  du
T wta S (4
car le terme advectif v dv/dx est négligeable devant le terme dv/dt d’apres ’hypothese selon laquelle la vitesse
vibrationnelle est faible.

On en déduit que

dv ap
—_—=—-—=. 111.42
e E (II1.42)
La dérivée dp/dx peut étre calculée a partir de la compressibilité du milieu,
(=L (TI1.43)
V op

ot V est le volume considéré. Pour l’élément de volume au repos entre x et x + dx et dont les faces se déplacent
respectivement en x + 1(x, f) et x + dx + (x + dx, f), le volume au repos vaut

Vo=(x+dx]—-x)S=5Sdx (111.44)
et le volume perturbé,
Vo + 0V = ([x + dx + P(x + dx, )] = [x + P(x, H)]) S = Sdx + (Y[x + dx, t] — P[x, £]) S. (1I1.45)
La variation de volume est donc
J
SV = (Ylx +dx, t] - Y[x, ) S ~ S % dx. (I11.46)

Une pression py uniforme (indépendante de la position et du temps) régne au repos dans le milieu. Quand
I'onde le traverse, la pression devient p(x,t) = po + Op(x, t), ol Op est la pression acoustique (ou surpression,
mais noter que celle-ci peut étre négative). On a donc

YETV T TV
S@y/ax)d d
___1 SOy/omdy 1 ¢ (I11.47)
Sdx op dop Ix
soit o
1
p=—-——, 111.48
P Y I (I1.48)
Comme 5 3
v__P
POy =T o0 (I11.49)
que v = diP/dt, que p = po + Op, que dpy/dx = 0 et que x ne dépend pas de x, on obtient
> 1 Py
—=t+t— = II1.
Po—>p T o (IIL.50)
Le champ 1 obéit donc a 1’équation de d’Alembert
?*Y ?*Y
Foa X Po EToa (II.51)
dont la solution est de la forme
P, t) = (x—ct) +p_(x+ct), (II1.52)
ol Y, et i_ sont des ondes progressives vers les x croissants et décroissants, respectivement, de célérité
c= ! . (II1.53)
X Po

Ces ondes sont longitudinales puisque le déplacement 1) est parallele & la direction de propagation x.
En appliquant les opérateurs d/dt et (—1/x) d/dx a ’équation II1.51, on obtient la méme équation pour les
variables v et dp au lieu de .
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3. Compressibilité d'un gaz parfait

La compressibilité y se calcule aisément dans le cas ol le fluide o1 se propage 'onde est un gaz parfait.
11 faut cependant préciser le type de transformation subie par ’élément de volume quand 1’onde le parcourt.
On distingue notamment deux cas :

e Transformation isotherme a une température T constante dans le gaz : x = x;. Il faut pour cela que

le volume ait le temps d’échanger de la chaleur avec 'extérieur;

e Transformation adiabatique : x = x.
Or le temps de traversée de 1'élement par l'onde est bien inférieur au temps caractéristique d’échange de
chaleur avec l'extérieur au volume. La température de 1'élément ne peut donc étre maintenue constante et
la transformation est quasi adiabatique. Par ailleurs, le passage de 'onde ne provoque pas de changement
irréversible du milieu, donc l'entropie § est conservée (d’oti le «§» en indice de x). Enfin, la perturbation
étant de faible ampleur, on peut considérer que la transformation est quasi statique. On peut donc appliquer
la loi de Laplace, p V7 = c'¢, a I'élément de volume, ot1 y = G /Cy et Cp et Cy sont, respectivement, les capacités
calorifiques a pression constante et a volume constant.

Différencions la relation p V7 = c**. On obtient

dpV? +ypV77tdv =0, (I11.54)

soit 1 dv 1 1
Xg=—— — = — (I11.55)

Vidp yp T oypo
D’apres la loi des gaz parfaits, po Vo = nRT, oir n est le nombre de moles dans le volume Vj et T est la
température du milieu. En écrivant que n = m/M, ot m = pg Vj est la masse de I'élément et M est la masse

molaire du gaz, on obtient
Vo M
~ ynRT =~ ypoRT’

1 YRT
==\ (IIL.57)
VASs

Pour I'air, composé a 80 % de N; (28 g/mol) et a 20 % d’O, (32 g/mol), M = (0,8 x28 + 0,2 x 32) g/mol = 28,8 x
1072 kg/mol. Ces deux gaz sont diatomiques, donc, aux températures usuelles, y =7/5. AT =20°C = 293K,

Xs (I11.56)

La célérité du son est donc donnée par

= \/ LAX832X293 _ 244 mys, (IIL.58)

28,8 x 1073
un résultat tres proche de la valeur expérimentale.

La célérité des ondes acoustiques est supérieure dans les liquides (1500 m/s dans 1’eau) et les solides (plu-
sieurs km/s; il y a aussi des ondes transversales, mais celles-ci sont plus lentes que les ondes longitudinales).

4. Relation entre surpression et vitesse vibrationnelle

La vitesse vibrationnelle 7 de déplacement d’un point du milieu vaut ici 7 = vy avec v = dip/dt.
Pour l'onde progressive 1. vers les x croissants,
d 14 v
Ve 1Y vy (I1.59)
ox c ot c
La force due a la surpression exercée par la partie du milieu située aux abscisses x” > x sur la partie x’ < x
vaut F(x,t) i, avec

S dyY S
F(X, t) =-S 6p(x, f) = ; W = E U4, (III60)
donc
F, =-Zv,, (IIL61)
ou
S
7= (IIL.62)
Xc

est une constante positive portant le nom d’impédance du tuyau.
Pour une onde progressive 1_ vers les x décroissants,

L N O
S TtT e Tt (L63)
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donc
F_=+Zv_. (II1.64)

Comme pour la corde vibrante, on obtient une relation générale en introduisant la force F; exercée par
I'«aval», l1a ott va 'onde progressive, sur '«amont», la d’ott elle vient. Pour ¢, F; = F,, mais pour i,
F; = —F_ Dans les deux cas,

Fy = =Zv,. (II1.65)

Dans le cas général ot ¢ =, +1p_,ona F=F, +F_, donc
F=-Z(w,—-v.). (TI1.66)

On définit aussi I'impédance caractéristique par
=2 -1 (IIL67)
S xc
De F = —0p S, on déduit que

op = z(wy — o). (I11.68)

5. Aspects énergétiques
La puissance instantanée recue a I'instant ¢, du fait de la surpression *3, par l'air dans la portion de tuyau
située aux abscisses (au repos) x” > x de la part de la portion aux abscisses x" < x est
P(x, 1) = Op(x, t) Sily - O(x, t) = dp Sv = Z@: — 07). (IIL.71)

Comme pour la corde vibrante, chacune des ondes progressives i, et {_ transporte donc une puissance
positive dans son sens de propagation : une puissance P, = Zv2 vers les x croissants pour ¢, ; une puissance
—Zv? vers les x croissants pour ', soit une puissance P_ = Zv* vers les x décroissants.

Pour une onde acoustique sinusoidale dans un tuyau, on obtient les mémes expressions des puissances
instantanée et moyenne que pour une corde vibrante (cf. IIL.30 et IIL.31).

a. Intensité acoustique et niveau sonore

On appelle intensité acoustique la quantité

P
I= Q (II1.72)
S
Pour une onde progressive sinusoidale,
Lin = % z w? A% (II1.73)

L'intensité acoustique s’exprime en W/m? dans le systéme international. On utilise fréquemment a la place
le niveau d’intensité acoustique en décibels (dB), défini par rapport a 'intensité de référence Iy = 107> W/m?

par
L = 10log,, Ii (I11.74)
0

Pour une oreille normale, le seuil d’audibilité décroit de 70dB vers 30Hz a 10dB vers 2kHz et remonte a
50dB vers 20kHz. Le seuil de douleur est d’environ 120 dB sur tout l'intervalle de fréquence.

L’amplitude de déplacement d’une onde acoustique est extrémement faible : & une fréquence de 1000 Hz,
A ~ 107" m pour un niveau sonore de 20dB.

6. Ondes acoustiques a trois dimensions

a. Equation d’onde (hors programme)

Un tuyau est un milieu essentiellement unidimensionnel. Plus généralement, & trois dimensions, le dé-
placement a l'instant ¢ d’un élément de fluide est un vecteur, 1/)(7, t), ot Fest la position au repos de 1’élément.

3. On peut aussi s’intéresser a la puissance instantanée de la force de pression totale,
Prot(x, 1) = (po + Oplx, t]) Sv(x, t). (I11.69)

La puissance moyenne de cette force vaut
(Prot) = po S{(v) + S{dpv) = (P). (I11.70)

En effet, (v) = 0 pour une onde puisque le déplacement du milieu est borné.
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La relation II1.48 devient alors

1 >
op=-— P divy (II1.75)
et la relation fondamentale de la dynamique (I11.40) prend la forme
dd —
po —— = —grad op, (II1.76)
dt
ol R
9
7= —. 11.77
U= (IL.77)
S5 T o :
En négligeant le terme advectif (7 - grad)v dans I11.38, on obtient
— v
—grad op = po =N (II1.78)
Py
= po a—;f . (I11.79)
Supposons pg et x constantes. En prenant la divergence de IIL.79, on obtient que
di il =-A} (I11.80)
Po div (9{’2 = P, .
—
puisque div grad = A. En intervertissant la dérivée spatiale div et la dérivée temporelle 9?/9#?, on a finalement
2
P
Adp — =0. I11.81
O —xpo—, =0 (I11.81)
La surpression obéit donc a I'équation de d’Alembert a trois dimensions pour la célérité
S (I11.82)

VX Po ’

nd . . . P N z . : £ :
Le déplacement 1 et la vitesse vibrationnelle ¥ obéissent en revanche a une équation plus compliquée (voir
ci-dessous).

b. Ondes sphériques

L’équation II1.81 admet des solutions sphériques de la forme

—ct _(r+ct
op(r, t) = f+(rr ), f (rr ct) | (II1.83)
Pour une source ponctuelle isotrope, la solution se réduit a
—ct
op(r, 1) = M (IT1.84)

Déterminons maintenant la vitesse vibrationnelle. Les ondes acoustiques étant longitudinales, (7 t) =
o(r, t) if, pour une onde sphérique et la relation II1.78 prend la forme

dv ddp
En raison du facteur 1/r dans 'expression de 0p, la vitesse vibrationnelle n’obéit pas al’équation de d’Alembert
car elle est somme d'un terme en 1/7? et d’un terme en 1/r. A grande distance, le premier est négligeable et
I'on obtient a nouveau que
op(r, t) = zo(r, t). (I11.86)

La puissance traversant une portion de surface sphérique d’aire S située a la distance r de la source est donc

P(r,t) = op(r,t) Sv(r, t) = z0*(r, ) S = (6’7)2& S. (I11.87)

Pour une surface vue sous un angle solide Q, S = Q 2, donc
po L20=cD o (IT1.88)

En particulier, pour une onde sinusoidale, ’
op(r, ) = % cos(@t —kr +¢). (IT1.89)
Avec I = (P)/S, on obtient que
2 W2

I= 57T (II1.90)

L'intensité varie donc comme l'inverse du carré de la distance.
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