Université Pierre et Marie Curie. Unité d’enseignement LP206.
Année universitaire 2009/2010 Mathématiques pour physiciens I

Examen du 29 janvier 2010

Deuxiéme session

Durée: deux heures

Les calculatrices et les documents sont interdits. Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

Exercice 1 (= 6 points)

Résoudre I'équation différentielle
v =2y +y=x%.

| 1
Cherchons des solutions de la forme e”* de ’équation homogene. L'équation caractéristique 7> =27+ 1 =0
admet une racine double, r = 1. Les solutions de ’équation homogene sont donc de la forme

yh=A+ux)e".

Cherchons une solution particuliere de la forme y, = a x* + b x + ¢ de I'équation inhomogene. On obtient
a=1,b=4etc=6.Lasolution générale de I'équation inhomogene est donc

Y=th+yp=(A+ux)e"+x*+4x+6.

Exercice 2 (~ 18 points)

1.  Montrer que la série

i (-1)¥
= 2p+1

converge.

| 1
Le théoreme de Leibniz est applicable car
e lasérie est alternée,
e lasuitep = |(-1)7/(2 p + 1)| est décroissante,
e etlim,,o(-1)//2p+1)=0.
| |

2. Soit f la fonction 2n-périodique et impaire valant 1 sur |0, .
a.  En utilisant le développement en série de Fourier de f, calculer

5
= 2p+1

a, = 0 car f estimpaire.



nTm

7 0 T
b, = % f S sinGr ) dx = [—COZ(ZX)L + [— cos(n x) L - nzn X (1= (=1)"),

donc b, = 0 sin est pair et b, = 4/(n n) si n est impair.
Le développement en série de Fourier de f est

]T(x) = L%O + Z(an cos(n x) + by, sin(n x)) = Z (2P++)7" sin(2Qp +1) x).
n=1 p=0

f est C! par morceaux sur R et continue en 7t/2, donc

f(%):f(g):1:;ﬁsi“(<2p+1>§):%i 2(;1fl ,

p=0

donc

i -y _m

= 2p+1 4
| |

b. Calculer
i 1
2p+1)?

D’apres le théoreme de Parseval-Bessel (applicable car f est continue par morceaux),

7T

1 alf 1y
AP =5 [ 7P dx= 50+ 2 (10, + 10P) Z et
n=1

X==Tt

IflII> =1, donc
2

Z 2p+1)2 :?'

p=0

Exercice 3 (= 12 points)
On se propose d’étudier 1’équation différentielle (dite « de Bernoulli »)
y' (%) +px) y(x) = () y' (%), 1)

ol i est une fonction réelle inconnue de la variable réelle x; p et g sont des fonctions réelles de x connues, et
n € R\ {0, 1} est une constante.
1. Montrer que la fonction v(x) = y'™(x) satisfait une équation différentielle linéaire que 1'on précisera.

| 1
On trouve v'(x) = (1 — n) y"(x) ¥’ (x), puis

V' (x) 3
T, p(x) v(x) = q(x) .

2. On souhaite trouver une solution non nulle de I'équation différentielle

Y +L =T =0 @)

pour x > 0.



a. Mettre I’équation (2) sous la forme (1) et en déduire I"équation satisfaite par v(x).

| 1
On trouve n = 1/2, p(x) = 1/x et g(x) = 1, soit

1/’+L1/—l
2x 2

b.  Trouver la solution v(x) la plus générale de cette derniere équation.

| 1
L'équation homogene v; +v,/(2 x) = 0 peut se mettre sous la forme d’une équation a variables

séparées,
dvh _ dx
vy 2x
En intégrant, on obtient
1
Injvy| = —Elnx +k,

soit v, (x) = ¢ x™1/2, ot1 ¢ = €F € ", est une constante.

Cherchons une solution particuliere de 1'équation inhomogene de la forme v,(x) = ax: on
obtienta = 1/3.
On a donc

V(X) = V@) = vh(x) +vp@) = c x4 % x
! |

c.  Déterminer ensuite la solution y(x) de I’équation (2) qui satisfait la condition initiale y(1) = 0.

l 1
On trouve ¢ = —1/3, ce qui donne finalement

¥=2x7241

y(x) = P
| |
Exercice 4 (~ 24 points)
On considere la fonction
f:R— R,
Int
t— f(t) = T—;
et sa primitive
I':R— R,

x+— I(x) = Llf(t) dt.

Donner le domaine de définition de f et discuter sa continuité.

| 1
t > Int est définie et continue pour t > 0, et t — 1/(1 —t) pour ¢ # 1, donc f est définie et continue

sur ]0, 1] U ]1, +oo].

| |

Que vaut la limitede fent=17?

| |
Posons t = 1 + €. On obtient

. L Inl+e) .. e+ole) _
iy 0 = g -0 = iy 2 =t o) = 1.




On prolonge désormais la fonction f : t = f(t) par continuité en t = 1 (c’est-a-dire qu’on pose

£1) = lim £(8))..

t#1

3.  Donner le domaine de définition de I.

| 1

f(t) n'est pas définie pour ¢t < 0, donc I(x) ne 'est pas pour x < 0. Il se peut en revanche que I(x) soit
définie en x = 0 en tant qu’intégrale impropre.

Montrons que I(x) est définie sur [0, +oo[. f étant continue sur ]0, +oo[, il suffit de vérifier que f est
intégrable quand t — x = 0*.

Quand t — 0%, f(t) ~ Int. Il s’agit d'une singularité logarithmique & distance finie, donc f est
intégrable en 0*.

Le domaine de définition de I(x) est donc [0, +oo].
1 |

4. Montrer que, pour tout u € R\ {0, 1},

1 A B
L (-w u d-w’

ol A et B sont des constantes que 1’on précisera.
En déduire que

1(1/x) = =I(x) — % In®x.

111
L (-w u a-w

(A=B=1).
Posons t = 1/u.

1/x X
Int Inu
I(1/x) = dt = - ——du
/) ft—l 1-t fu—l“'(l—“)

:—f Inu du — %du.

X
f Inu 1 du =— [12 ]r =—In"x
u=1 ~—~—— u = 2
8 ’
g
donc 1
101/x) = -1() = = In”x.

| |

5. a. Rappeler 'expression du développement en série entiére de In(1 + ) au voisinage de u = 0. Quel

est son rayon de convergence ?

| |
Pour tout u tel que |u| < 1,

(o)

n
In(l+u) = Y (-1)"*! L
n=1 n
Le rayon de convergence de cette série est R = 1.




b.  En déduire un développement en série de f(t) au voisinage de t = 1.

Posons t = 1 + u. Dans son domaine de convergence,
1 A 1—ty!
Vi1 (Mu#0), f(t)=— Z - Z( ) Fb).
n=1

Ce développement est aussi égal a f(f) en t = 1 car un développement en série entiere est continu
pour tout t € |-R, R[ et f est continue par construction en f = 1.
| |

Exprimer I(x) sous forme d'un développement en série au voisinage de x = 1. Montrer que ce dévelop-
pement est valable pour tout x € ]0, 2[. On justifiera soigneusement les calculs.

| 1
D’apres ce qui précede, f (t) = f(t) pour tout f € 10, 2[ (& u € ]-1, 1[). Le rayon de convergence R de
f est donc au moins égal a 1 (il est peut-étre plus grand, mais on ne peut pas affirmer que f(f) = f(t) en

dehors de 0, 2[).
x—1( 1 4
I(x) = —1)"
® f0{21< e ] u

Ona
Or une série entiere de rayon de convergence R est uniformément convergente sur tout intervalle [-p, p]
tel que p < R.Si —1 < x —1 < 1, la série entiere f est donc uniformément convergente sur [0, x — 1] 3 u,
sil<x<2ousur[x—1,0]3usi0<x<1 Onpeut donc intervertir la somme et I'intégrale:

(o8]

I(x):Z(fMV oy ) Z(l_ D' vy e0,2].

n=1

On admet les théorémes suivants:

Théoreme 1
e  Si une série de fonctions Sy(x) converge uniformément vers une fonction S(x) sur un intervalle
la, b[ quand l’entier N tend vers l'infini,
e sipour tout N, Sy(x) converge simplement vers une limite finie {5 quand x tend vers a
e etsi{y converge simplement vers une limite finie quand N tend vers l'infini,
alors

x—a\N—oo x—a

hm( lim SN(x)) = hm (hm SN(x))

Théoréme 2
Si une série de fonction Sy(x) = ZL\]:O gn(x) converge normalement sur un intervalle K (c’est-a-dire si
YV sup, .x|gn(x)| converge simplement), alors Sy(x) converge uniformément sur K. [ ]

En déduire I(0) sachant que Y., ; 1/n? = /6.

1-x»"
n2

1
=7

sup
10,2[

Yoey 1/n% converge, donc Y4 (1 — x)"/n? converge uniformément sur ]0, 2[ d’apres le théoreme 2 (et
méme sur [0, 2], ce qui permettrait d'utiliser une version plus simple du théoreme 1).
Comme Y\, (1 - x)" /n? converge vers la limite finie Y'Y, 1/n2 quand x — O et que Y02, 1/n2 converge,
ona
: v (- 1o
1(0) := lim I(x) =1 —=) —=—.
(0) xlir(} (X) XIE%”Z:f n2

2
=i n 6




8. Donner un équivalent asymptotique de I(x) quand x tend vers l'infini.

|
Quand x — 0, 1/x — 0. Comme I(x) = —I(1/x) — (1/2) In? x,
1., 1.,
I(x)  —— —— ~ - .
(x) 5 2lnx 2lnx




