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Exercice 1 (≈ 6 points)

Résoudre l’équation différentielle
y′′ − 2 y′ + y = x2 .

Cherchons des solutions de la forme er x de l’équation homogène. L’équation caractéristique r2
− 2 r + 1 = 0

admet une racine double, r = 1. Les solutions de l’équation homogène sont donc de la forme

yh = (λ + µ x) ex .

Cherchons une solution particulière de la forme yp = a x2 + b x + c de l’équation inhomogène. On obtient
a = 1, b = 4 et c = 6. La solution générale de l’équation inhomogène est donc

y = yh + yp = (λ + µ x) ex + x2 + 4 x + 6 .

Exercice 2 (≈ 18 points)

1. Montrer que la série
∞∑

p=0

(−1)p

2 p + 1

converge.

Le théorème de Leibniz est applicable car
• la série est alternée,
• la suite p 7→ |(−1)p/(2 p + 1)| est décroissante,
• et limp→∞(−1)p/(2 p + 1) = 0.

2. Soit f la fonction 2π-périodique et impaire valant 1 sur ]0, π[.
a. En utilisant le développement en série de Fourier de f , calculer

∞∑
p=0

(−1)p

2 p + 1
.

an = 0 car f est impaire.
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bn =
1
π

∫ π

−π
f (x) sin(n x) dx =

[
cos(n x)

n π

]0

−π

+

[
−

cos(n x)
n π

]π
0

=
2

n π
× (1 − (−1)n) ,

donc bn = 0 si n est pair et bn = 4/(n π) si n est impair.
Le développement en série de Fourier de f est

f̃ (x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

(an cos(n x) + bn sin(n x)) =

∞∑
p=0

4
(2 p + 1) π

sin((2 p + 1) x) .

f est C1 par morceaux sur R et continue en π/2, donc

f̃
(
π
2

)
= f

(
π
2

)
= 1 =

∞∑
p=0

4
(2 p + 1) π

sin
(
(2 p + 1)

π
2

)
=

4
π

∞∑
p=0

(−1)p

2 p + 1
,

donc
∞∑

p=0

(−1)p

2 p + 1
=
π
4
.

b. Calculer
∞∑

p=0

1
(2 p + 1)2 .

D’après le théorème de Parseval-Bessel (applicable car f est continue par morceaux),

‖ f ‖2 B
1

2 π

∫ π

x=−π
| f (x)|2 dx =

|a0|
2

4
+

1
2

∞∑
n=1

(
|an|

2 + |bn|
2
)

=
1
2

∞∑
p=0

b2
2 p+1 .

‖ f ‖2 = 1, donc
∞∑

p=0

1
(2 p + 1)2 =

π2

8
.

Exercice 3 (≈ 12 points)

On se propose d’étudier l’équation différentielle (dite « de Bernoulli »)

y′(x) + p(x) y(x) = q(x) yn(x) , (1)

où y est une fonction réelle inconnue de la variable réelle x ; p et q sont des fonctions réelles de x connues, et
n ∈ R \ {0, 1} est une constante.

1. Montrer que la fonction ν(x) = y1−n(x) satisfait une équation différentielle linéaire que l’on précisera.

On trouve ν′(x) = (1 − n) y−n(x) y′(x), puis

ν′(x)
1 − n

+ p(x) ν(x) = q(x) .

2. On souhaite trouver une solution non nulle de l’équation différentielle

y′ +
y
x
−
√

y = 0 (2)

pour x > 0.
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a. Mettre l’équation (2) sous la forme (1) et en déduire l’équation satisfaite par ν(x).

On trouve n = 1/2, p(x) = 1/x et q(x) = 1, soit

ν′ +
1

2 x
ν =

1
2
.

b. Trouver la solution ν(x) la plus générale de cette dernière équation.

L’équation homogène ν′h + νh/(2 x) = 0 peut se mettre sous la forme d’une équation à variables
séparées,

dνh

νh
= −

dx
2 x

.

En intégrant, on obtient

ln|νh| = −
1
2

ln x + k ,

soit νh(x) = c x−1/2, où c = ek
∈ R∗+ est une constante.

Cherchons une solution particulière de l’équation inhomogène de la forme νp(x) = a x : on
obtient a = 1/3.

On a donc
ν(x) =

√
y(x) = νh(x) + νp(x) = c x−1/2 +

1
3

x .

c. Déterminer ensuite la solution y(x) de l’équation (2) qui satisfait la condition initiale y(1) = 0.

On trouve c = −1/3, ce qui donne finalement

y(x) =
x3
− 2 x3/2 + 1

9 x
.

Exercice 4 (≈ 24 points)

On considère la fonction

f : R −→ R,

t 7−→ f (t) =
ln t

1 − t

et sa primitive

I : R −→ R,

x 7−→ I(x) =

∫ x

t=1
f (t) dt .

1. Donner le domaine de définition de f et discuter sa continuité.

t 7→ ln t est définie et continue pour t > 0, et t 7→ 1/(1 − t) pour t , 1, donc f est définie et continue
sur ]0, 1[ ∪ ]1, +∞[.

2. Que vaut la limite de f en t = 1 ?

Posons t = 1 + ε. On obtient

lim
t→1

f (t) = lim
ε→0
−

ln(1 + ε)
ε

= − lim
ε→0

ε + o(ε)
ε

= − lim
ε→0

(1 + o(1)) = −1 .

3



�

On prolonge désormais la fonction f : t 7→ f (t) par continuité en t = 1 (c’est-à-dire qu’on pose

f (1) B lim
t→1
t,1

f (t) ) .

3. Donner le domaine de définition de I.

f (t) n’est pas définie pour t ≤ 0, donc I(x) ne l’est pas pour x < 0. Il se peut en revanche que I(x) soit
définie en x = 0 en tant qu’intégrale impropre.

Montrons que I(x) est définie sur [0, +∞[. f étant continue sur ]0, +∞[, il suffit de vérifier que f est
intégrable quand t→ x = 0+.

Quand t → 0+, f (t) ' ln t. Il s’agit d’une singularité logarithmique à distance finie, donc f est

intégrable en 0+.
Le domaine de définition de I(x) est donc [0, +∞[.

4. Montrer que, pour tout u ∈ R \ {0, 1},

1
u · (1 − u)

=
A
u

+
B

(1 − u)
,

où A et B sont des constantes que l’on précisera.
En déduire que

I(1/x) = −I(x) −
1
2

ln2 x .

1
u · (1 − u)

=
1
u

+
1

(1 − u)

(A = B = 1).
Posons t = 1/u.

I(1/x) =

∫ 1/x

t=1

ln t
1 − t

dt = −

∫ x

u=1

ln u
u · (1 − u)

du

= −

∫ x

u=1

ln u
1 − u

du︸              ︷︷              ︸
I(x)

−

∫ x

u=1

ln u
u

du .

∫ x

u=1
ln u︸︷︷︸
g(u)

1
u︸︷︷︸

g′(u)

du =
1
2
·

[
ln2 u

]x

u=1
=

1
2

ln2 x

donc
I(1/x) = −I(x) −

1
2

ln2 x .

5. a. Rappeler l’expression du développement en série entière de ln(1 + u) au voisinage de u = 0. Quel
est son rayon de convergence ?

Pour tout u tel que |u| < 1,

ln(1 + u) =

∞∑
n=1

(−1)n+1 un

n
.

Le rayon de convergence de cette série est R = 1.
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b. En déduire un développement en série de f (t) au voisinage de t = 1.

Posons t = 1 + u. Dans son domaine de convergence,

∀ t , 1 (∀ u , 0), f (t) =
ln t

1 − t
=

∞∑
n=1

(−1)n un−1

n
= −

∞∑
n=1

(1 − t)n−1

n
B f̂ (t) .

Ce développement est aussi égal à f (t) en t = 1 car un développement en série entière est continu
pour tout t ∈ ]−R, R[ et f est continue par construction en t = 1.

6. Exprimer I(x) sous forme d’un développement en série au voisinage de x = 1. Montrer que ce dévelop-
pement est valable pour tout x ∈ ]0, 2[. On justifiera soigneusement les calculs.

D’après ce qui précède, f̂ (t) = f (t) pour tout t ∈ ]0, 2[ (↔ u ∈ ]−1, 1[). Le rayon de convergence R de
f̂ est donc au moins égal à 1 (il est peut-être plus grand, mais on ne peut pas affirmer que f̂ (t) = f (t) en
dehors de ]0, 2[).

On a

I(x) =

∫ x−1

u=0

 ∞∑
n=1

(−1)n un−1

n

 du .

Or une série entière de rayon de convergence R est uniformément convergente sur tout intervalle [−ρ, ρ]
tel que ρ < R. Si −1 < x − 1 < 1, la série entière f̂ est donc uniformément convergente sur [0, x − 1] 3 u,
si 1 6 x < 2, ou sur [x − 1, 0] 3 u, si 0 < x 6 1. On peut donc intervertir la somme et l’intégrale :

I(x) =

∞∑
n=1

(∫ x−1

u=0
(−1)n un−1

n
du

)
=

∞∑
n=1

(1 − x)n

n2 ∀x ∈ ]0, 2[ .

7. On admet les théorèmes suivants :

Théorème 1
• Si une série de fonctions SN(x) converge uniformément vers une fonction S(x) sur un intervalle

]a, b[ quand l’entier N tend vers l’infini,
• si pour tout N, SN(x) converge simplement vers une limite finie `N quand x tend vers a
• et si `N converge simplement vers une limite finie quand N tend vers l’infini,

alors
lim
x→a

(
lim

N→∞
SN(x)

)
= lim

N→∞

(
lim
x→a

SN(x)
)
. �

Théorème 2
Si une série de fonction SN(x) =

∑N
n=0 gn(x) converge normalement sur un intervalle K (c’est-à-dire si∑N

n=0 supx∈K|gn(x)| converge simplement), alors SN(x) converge uniformément sur K. �

En déduire I(0) sachant que
∑
∞

n=1 1/n2 = π2/6.

sup
]0, 2[

∣∣∣∣∣ (1 − x)n

n2

∣∣∣∣∣ =
1
n2 .

∑
∞

n=1 1/n2 converge, donc
∑
∞

n=1(1 − x)n/n2 converge uniformément sur ]0, 2[ d’après le théorème 2 (et
même sur [0, 2], ce qui permettrait d’utiliser une version plus simple du théorème 1).

Comme
∑N

n=1(1− x)n/n2 converge vers la limite finie
∑N

n=1 1/n2 quand x→ 0 et que
∑
∞

n=1 1/n2 converge,
on a

I(0) B lim
x→0

I(x) = lim
x→0

∞∑
n=1

(1 − x)n

n2 =

∞∑
n=1

1
n2 =

π2

6
.
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8. Donner un équivalent asymptotique de I(x) quand x tend vers l’infini.

Quand x→∞, 1/x→ 0. Comme I(x) = −I(1/x) − (1/2) ln2 x,

I(x) ' −
π2

6
−

1
2

ln2 x ' −
1
2

ln2 x .
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