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IL.

Examen de premiere session

On trouve Iy =2 et I; = .

Par deux intégrations par parties, I, =+ — dntl) (42) 7

T 72
i i —1_2 7 _1_.4 i =1 _ 12, 48
Cela implique que L =~ -5 Ip=-——5, puis [, = - — 5+ =

YnelN,Vxel0,1], x" > x"" et sin(r x) > 0, donc x" sin(m x) > x"*! sin(n x), donc
I, > I,41. La suite (I,) est donc décroissante.

Pour tout x dans [0, 1], 0 < x" sin(7t x) < x", donc 0 < I, < fol x" dx = = : la suite (I,,)

n+l *
converge vers 0.

D’apreés la relation de récurrence, I, = @ +1)”(n 5w +1;Tin oy L,4p. Comme I,,., = 0(1) (étant
donné que la suite converge vers zéro), on en déduit que I, = { y+o(l/ n%). On

T
- n+1) (n+2
trouve finalement I, ~ %5 quand n — oo.

ug estimpaire. Par récurrence, si u,_1 estimpaire, u, = sin o u,_11’est aussi (composition
de fonctions impaires).

La formule de Taylor-Lagrange indique que pour tout x € [0, /2], il existe C € ]0, x[
tel que sinx = x + ’Z‘—T sin”({=x- "72 sinC. Le terme — "72 sin C étant négatif, on en déduit
le résultat demandé.

Récurrence triviale.

La fonction sinus est croissante sur [0, 7/2]. On vérifie que u; = sinx < x. La suite
n — u,(x) est donc décroissante.
Comme u,(x) > 0, elle est minorée donc elle converge vers un certain u(x).

La limite u(x), dont nous avons démontré I’existence, est un point fixe de la récurrence
car la fonction sinus est continue, donc u(x) = sin u(x), ou u(x) € [0, 7t/2]. Or le seul
point fixe dans cet intervalle (et méme dans 1’absolu) est zéro (cf. I1.2 par exemple).
On a donc lim,,_, u,(x) = 0.

uy est une fonction croissante sur [0, 71/2]. Supposons u,_; croissante, c’est-a-dire que
0<x<x'<7/2 = uy1(x) < uy—1(x’). On applique le sinus aux deux membres de
cette inégalite, ce qui donne u,(x) < u,(x’) étant donné que ¥ x € [0, /2], V n > 0,
0 < u,(x) < /2 et que la fonction sinus est croissante dans cet intervalle.

On a directement U, = SUP.c(0, 7/2] Uy(x) = uy(1t/2).

On a vu que, pour tout x € [0, /2], la suite numérique n — u,(x) est décroissante et
tend vers zéro. Cela est vrai en particulier pour x = /2 donc lim U,, = 0. On en déduit

que la convergence de la suite de fonctions (u,) vers la fonction nulle est uniforme
sur [-7t/2, 1t/2].
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Le développement en série entiere de f est donné par S(x) = Y, o (=1)" x*".

Le développement de g est 5(x?) = Yoo, (=1)" (x?)". Le rayon de convergence de S,
donc celui de S, est R = 1.

Sur tout intervalle fermé contenu dans l'intervalle ]-1, 1[, on peut intégrer terme a
terme, en raison de la convergence uniforme de la série entiére.

On obtient ainsi une primitive de 1/(1 + x?), soit arctanx + c**: Y x € ]-1, 1[, arctan x =

—1)" . iz .
Z,‘T:O% x?™1 La constante d’intégration est obtenue avec arctan0 = 0.

. N . . : 1 2 n+1
On peut appliquer le critere de Leibniz car, ¥V x € [0, 1], la suite n > + 5x
est décroissante et tend vers zéro. (Lorsque x € [-1, 0], n — —ﬁxz n+1 est aussi

décroissante et tend vers zéro.) La série de fonctions converge donc sur [-1, 1].
On a également, Y x € [-1, 1], |S(x) = S,(x)| = [R.(x)| < |x|? 3,

On observe que, ¥ x € [-1, 1], [Ry(x)| € 75 Ix
convergence uniforme de (S,) dans [-1, 1].

2 n+3
2 n+3 :
| < 5= 3 0, ce qui prouve la

La série de fonctions convergeant uniformément sur [-1, 1], elle est continue sur cet
intervalle.

Le rayon de convergence du développement en série entiere de arctangente étant
R=1,V¥xe]-1,1[, on a S(x) = arctan x.

Comme démontré précédemment, S est continue sur [-1, 1]. En faisant tendre x vers

1~ dans 'égalité précédente, on obtient )", 2( 1+)1 =arctan] = donc n=4Y," z(nllnl

L'erreur commise sur © en sommant n termes est 4 |R,(1)] < 2n —, qu’on souhaite
inférieure ou égale a 107°. Il faut donc au minimum 7 ~ 2 X 10° termes. La convergence
est donc tres lente.

Périodique de période T = 1.

Pas de parité.
Pourn #0,d, = follf(x) e 2imnxy dy = folx e2imnx qy = i
Par ailleurs d, = fo xdx=1/2.

On a donc ¢(f) = 3+ 5= Y00 €21 7"

¢ est de classe C' par morceaux dans IR; le théoreme de Dirichlet s’applique donc
et, pour tout x € R, ¢(x) converge et vaut ¢(x) = % (p(x7) + Pp(x)).

¢ est par ailleurs continue, sauf pour x € Z. En tout point o1 ¢ est continue, ¢(x) =

$(x7) = ¢p(x*), donc ¢ et ¢ coincident sur R\Z. En revanche, pour x € Z, ¢(x) = 0
alors que ¢(x) = 1/2.

On applique le théoreme de Parseval : 1 + ; 7'(2 Yons0ar = f Xrdr =1,
On en déduit que }.,,- = %/3, donc Zn L = Yoo = T2/6.
fu(t) = Aexp(—a t), ou A est une constante indéterminée.

Les coefficients de fI; sont {2imnc, neZ.
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On a fi(f) +a f(t) — ¢(t) = 0. Les coefficients du développement de la fonction nulle
dﬂ

étant nuls, on doit avoir it n+a)c,—d, =0, donc ¢, =

2imn+a’
soit, YV n+#0,c,= —ZM(ZIM,W)
et cp = ﬁ
La solution générale est ainsi
f(t):fh(t)+fp(t):Ae—”t+i+Z . e?imnt,
2a niOZnn(21nn+a)

Elle n’est solution de 1’'équation que pour x € R\Z selon le théoréme de Dirichlet
(voir plus haut).

On remarque que xp = 1/2 € ]0, 1], et la solution générale trouvée ci-dessus est bien
valide dans cet intervalle. L'équation étant du premier ordre, la solution est alors
unique dans cet intervalle.

On a 1y
_ —a/2
fa/z=Ae Z21nn(21nn+a) 0,

donc
ﬂ

- (-1y
A=- a2 :
2a+e 221nn(21nn+a)

On en déduit

1
iOZinn(Zinn+a)

f(t) — % (1 _ eu (1/2—t)) _ (eZ innt _ (_1)11 ea (1/2—t)) )



