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Exercice 1

Soient (#,,),en et (v,)neny deux suites de réels.
1. On suppose que (i,),en converge vers £ et que (v,,),en converge vers ¢ (£ et £ finis).
AT’aide de la définition d’une limite (c.-a-d. en termes de « Pour toute. . . »), montrer
que lim,,_,oo(u, —v,) = €= C".
2. On suppose que (U,)qen tend vers +oo et que (vy,)qen tend vers —oo.
Quelle est la limite de la suite (1, — v,).en ? Prouvez-le en utilisant la définition
d’une limite vers +oo.

Exercice 2

On considere la suite (1, ),y définie par ug =1, uy = 2 et ty4p = (3 Ups1 — Uy)/2.
Montrer qu’elle est monotone et qu’elle converge vers 3.

Exercice 3

1. Soient a un réel et une fonction

8a:10, o[ — R,
1
t— g(t) =

Préciser, sans preuve, les valeurs de a pour lesquellesI'intégrale :; ga(t) dt diverge
et celles pour lesquelles elle converge.
2. Soit la suite (u,),en+ définie par

iy = +/In(n+1) = Vinn.

Calculer un équivalent de u, quand n tend vers +oco.



3. Soit la fonction
f:]1, 00l > R,

tVint '

a. Déterminer la nature (convergente ou divergente) de l'intégrale | = f:; f(t) dt
al’aide d’un changement de variable.
b. Laréponse a la question 1 permettait-elle de conclure sur la nature de | ?
4. Lasérie ), Uy est-elle convergente ?

f—

Exercice 4

1. Soient n un entier, x un réel et P(x) un polyndme de degré n.
Quel est le degré de P’'(x) ?
2. Soit la fonction
f:10, 0] > R,

X — e ¥,

a. Montrer que f est dérivable et calculer f'.
b. Onpose fO = fet frD = ( f(”)) pour tout 7 entier.
Montrer par récurrence que f est infiniment dérivable et que, pourn > 1,

f(n)(x) — x—N(n) Pn(X) e—l/x’ (1)

out N(n) € N et P,(x) est un polyndme en x de degré n — 1 au plus.
3. a. Etablir une relation de récurrence entre N(n) et N(n + 1), d’une part, et P,(x) et
P, +1(x), d’autre part.
b. Donner une expression explicite (sans relation de récurrence) de N(n).
4. Soit la fonction

$:R—R
e six>0,
X —>
0 six < 0.

Montrer, en utilisant la définition d"une dérivée et en raisonnant par récurrence, que
¢'"(0) existe et préciser sa valeur.
En déduire que g est infiniment dérivable.
5. Question hors baréme.
Vérifier que P,(x) est de degré n — 1 exactement et que I'on a

N n! (n+1)! L
Prn() = ;‘( D' TR @




