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I. Limites de fonctions

1. Au voisinage de 0,
x2 X3 X3
x (1+cosx)—2sinx=x(1+1 —7+O[x4]) -2 (x—?+0[x5]) = —?+O(x4)

et
In(1 + x°) = 2% + O(x°).

La limite est donc —1/6.

2. Quand x — oo,

X X3
t X 1 1 1
lnx+1 :—ln(1+;):—— 2x2+0(?)'
donc
sin— + In A 1 + (i)
x+1 2x2 x3)
d’ou

1 1
lim x? (sin¥+ln al ):—.
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II. Convergence de séries

1. Cherchons un équivalent asymptotique de

On trouve
ot
La suite (—2/n) est de signe constant et )}, —2/n diverge (somme de Riemann avec
a =1) : la série est donc divergente (mais elle n’est pas grossiérement divergente).
2. Ona
v, = (-1)" sin—-.
n

Comme sin(rt/n) > 0 pour tout n € IN*, il s’agit bien d"une série alternée. En outre,
sin(rt/n) ~. 1t/n, donc |v,| tend bien vers zéro. Elle est aussi décroissante a partir de
n =2, car la fonction x + sin(m/x) a pour dérivée
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qui est négative lorsque x > 2. On peut donc appliquer le critere de Leibniz pour
montrer que la série converge. Comme |v,| =~ 7t/n, elle n’est pas absolument conver-
gente.

On a
1 1

0l < <pR T = er

donc par comparaison avec les sommes de Riemann, la série ) w, converge absolu-
ment.

L’application x - x (x + 1/2) est croissante sur R*. Comme z; = 3/8 < z, la suite (z,)
est décroissante et tend vers le point fixe x = 0. On a z,,41/z, = (z, + 1/2) — 1/2, donc,
en appliquant le critére de d”Alembert, la série converge; étant a termes positifs, elle
converge absolument.

Suite définie par récurrence

Les points fixes sont solutions de x = (2 x)'/3, donc x € {0, V2}.
On vérifie que u; = 1 > uy. Supposons, pour n > 1, que

Ug S UL S - S Uy < Uyt
On a
Upt2 — Upy1 = (un+1 + un)1/3 - (un + un—l)l/g > (2 un)1/3 - (2 l’ln)l/3 = 0/

donc
Up < -0 S Upyl S U

Supposons que
o < v <y < V2.

On a N
thyer = (i + 11,0) < Q) < (227) 7 = V2.

La suite étant croissante et majorée, elle converge. Elle converge vers 1'unique point
fixe plus grand que up, soit vers V2.

Intégrale et série
On a

Y x€]0,1], |sin

<L

xl/ﬂ2
donc l'intégrale impropre converge absolument, et par conséquent simplement.
Par intégration par parties sur [¢, 1] C 0, 1], on a

1 1 1
. Tt . Tt Tt /2 Tt
sin— dx = [xsm 2] +— | xV" cos— dx.
e xl/i’l xl/l’l € n e xl/f’l

€ sin

Comme

< g,

81/112

le terme tout intégré tend vers zéro lorsque ¢ — 0*. Par ailleurs,

Tt
xl/nz

_ 172
1/n <x 1/n

2
X COS




sur 10, 1]. Or la fonction x — x~ 1/’

1 1 1
—1/n2 Tt -
fxl/” cos — — dx <f dx<fx1/”2dx.
0 x 0 0
Cette derniere intégrale vaut

1 _1/n2 1 le
X = 2 - 2 ’
0 1-1/n n?—1

Tt Tt

n-1 n?

On en déduit que },, I, converge absolument.

—1/n

2
X COS

xl/nz

donc
L] <

Théoréme de Cesaro
Ve>0, AN, VnelN,n>N = |u,—{| <e.
Pour n > N, on a
1
(o0 = 1= — |(ur = O) + (= €) -+ + (uyor = O) + (1 = £) + -+ (10 = O)

<%i(ul—f)+(u2—€)+---+(uN_1—5)|+%|(MN—£)+"'+(u”_£)

4

donc, en prenant le N défini en fonction de ¢ a la question 1,

|vn—€|<|wn|+(1— )e<|wn|+g.

w, tend vers zéro quand n — oo, donc
AN, Vnz=N, |w,<e.

On en déduit que
¥V n>sup(N, N'), [v,— €] <2 e.

est intégrable sur ]0, 1] car 1/n* < 1. On a donc



