Chapitre II

CINEMATIQUE DU POINT

L'objet de la cinématique est de décrire le mouvement d’un corps, indépendamment des forces qui
s’exercent sur lui.

IL.A. Espace et temps en physique

Nous nous placerons dans ce cours dans le cadre de la mécanique classique (newtonienne). Nous
ferons donc les hypothéses suivantes :

e l’espace et le temps sont absolus (distances et durées ne dépendent pas de 1'observateur) et sont

indépendants 1'un de I'autre;

o l’espace usuel est un espace affine euclidien réel de dimension 3;

e la position et le mouvement des corps sont parfaitement définis.

Ces hypotheses, faites (implicitement pour certaines d’entre elles) par Isaac Newton au 17¢ siecle,
ont été remises en cause au 20° siecle.

La théorie de la relativité restreinte (Albert Einstein, 1905) a montré que l'espace et le temps sont
relatifs a ’observateur et que le concept pertinent est celui d’espace-temps : on peut en effet construire
des quantités absolues (indépendantes du mouvement de 1’'observateur) mélangeant espace et temps.

D’apres la théorie de la relativité générale (Einstein, 1916), le phénomene de gravitation doit étre
interpété comme une courbure de I'espace-temps par la matiéere : I'espace n’est donc pas affine euclidien.

Enfin, la mécanique quantique (de Broglie, Bohr, Schrodinger, Heisenberg...; années 1920/1930) a
établi que la position et le mouvement d’un corps ne peuvent étre définis simultanément au-dela d'une
certaine précision.

La faiblesse des vitesses et des champs de gravitation, ainsi que le caractere macroscopique des
corps que nous étudierons nous permettent néanmoins d’adopter ici les hypotheses de la mécanique
classique.

I.Le. Changement de base de dérivation. Vecteur vitesse angulaire
de rotation

La dérivation dans une base 8 = (ily, il, il-) d'une fonction vectorielle ﬂt) de composantes (fx, fy,

f) dans cette base B a été définie au § L.s.3.a. Si le vecteur f—)a pour composantes (fy, f,, f») dans
une base B’ = (ily, ily, il), sa dérivée dans la base B est

dgf [dfe d ity df, d,gity df d, it
/18 _ X o /B Yy o 1 BHY Z o ]
dt_<dt e+ fa dt>+<dt thy + fy dt)+(dt iz + fz dt >

alors que, par définition, sa dérivée dans la base B’ est simplement

dgf , df, ,
pf _dfe o dfy o dfe

= U + ’ /.
dt de % dr VO dr ¢

Les termes fv d/Bﬁ’x// dt, etc- ne sont nuls que si les vecteurs de la base 8’ sont fixes dans la base
B quand f varie.
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Sinon, posons

- d I/T 4 d ﬁ) 4 d G 1/7 ¢
_ /B%Y o - gl S T8 L2 N 5
Qgg(t) = (dt -uz,) Uy + ( T ~uxr> iy + ( T ‘uy»> Uy .

On constate que

d(]/_l)x' drljl d lZ)Z'
/18 + /B™Y + /18

L T e T Tk

Il existe donc un vecteur .(jgg//zg(f) tel que, pour toute fonction de R dans R3,

> >
dgf dgf

E3 -
= + Qgrg X f D,
dt dt 18 % f

c —

Si t est le temps, égr/g porte le nom de vecteur vitesse angulaire de rotation de 8’ par rapport a 8.
Justifions cette appellation en examinant le cas ot iZ; et iZ,» sont confondus. Dans ce cas, ily (resp- ﬁ’y/)
est 'image de iy (resp- if,) par une rotation d’angle ¢(t) et d’axe ii. = il;, c--a-d- ily = cos ¢ ily +sin¢ il

et i, = cos(¢ + 711/2) ilx + sin(¢p + 7/2) it = —sin¢ iy + cos ¢ if,. On a alors
. do
Q( R = — U ’
B8 = g U

ot d¢p/dt est la vitesse angulaire de rotation de il et if,, autour de ir.
c ——

On a par ailleurs
- - -
QBN/B = QB"/B’ =+ QB’/BI
- -
Qgz = -0g3

et

d/B’QB’/B _ d/BQfg’/B
dt dt -

Remarque

I1 est important de bien distinguer la dérivée d'un vecteur dans la base B (indice « /B ») des composantes
d’'un vecteur dans la base B (indice « B»). Les composantes d'un vecteur 7 dans deux bases B = (ily, iy,
ii;) et B’ = (ily, il,, il.) sont les projections de & sur les vecteurs de ces bases; elles sont différentes

> -7 > .« 1 . A - - - - — —
(ay =d -1y #ay =d- 1y, etc:), mais il s’agit du méme vecteur : ay 1y +ay, tly +a, U, =ay ty +ay thy +ay iy.
- -

En revanche, généralement, d,zf/dt # d;g f/dt. Les deux dérivées ne sont égales que si B et B’

sont fixes 'une par rapport a l'autre.

1. On peut retrouver les composantes de ég//g en appliquant cette relation aux vecteurs de 8’. En effet,

dgily  dgily
/87X /B X 3 S
dt = ar + QB’/B X Uy
[ ——
]

En faisant le produit scalaire avec i, on obtient

d, it

> > >
dt ' iy’ = (QB'/B X I’TX/) ' 'Zy’ = (l_[x’ X Jy’) ' Qﬁ’/ﬁ =iy - QB’/B/

N
c-a-d- la composante de Qg5 selon il
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Dérivée d’un produit scalaire

On peut vérifier qu'il est inutile de préciser par rapport a quelle base on dérive le produit scalaire.
En effet,

de(f-8)  duf . - dsf
TR Tt W ey

def = N L - (dgd = R
:< o +QB//8><f>'8+f'( T +QB’/BXg>
dgf dgd
_Ys] S 2 Y98
TR AT

_ dg f-9)
dt

+ (Do x -3+ f Ousxg)

2 2o > 2 d ’(»'_})
+QB,/B-(fxg+gxf)=$.
|

L

II.c. Notion de référentiel. Vitesse et accélération
II.c.1. Référentiel

Soient R; = (01, B1) et Ry = (O, B,) deux reperes, M un point et ¢ le temps.
On a

e _— —
d/23101M _ d/Bloloz n d/Blon

dt dt dt
d,g O10 d,g OoM
= /Bldtl 2 + /Bzdt2 + 632/31 X m

— —
Les vecteurs d;g O1M/dt et d;g,O,M/dt sont égaux pour tout point M si
e dg 0,0y/dt = 0 (pas de translation de R, par rapport a R;); et

. (332 /8, = 0 (pas de rotation de R, par rapport a R;).
Les reperes fixes les uns par rapport aux autres sont donc équivalents pour dériver le vecteur position
par rapport au temps.

Un ensemble de reperes d’espace *? R;, Ry, etc- équivalents constitue un référentiel *3 R.

Par un abus de langage commode, on parle parfois du référentiel «R = (O, i, ily, iz) », ot (O, iy,
ity, if;) n'est en fait qu'un repere fixe dans le référentiel R.

II.c.2. Vitesse

La valeur de la dérivée par rapport au temps est indépendante du choix de la base et de 1’origine
O du repere, tant que celui-ci est fixe dans le référentiel R; on peut donc définir le vecteur vitesse
instantanée Y de M dans R par

—

Dur =4,

II.c.3. Accélération

De méme, on définit le vecteur accélération instantanée de M dans le référentiel R par

> 2 T2
> — d/(R['UM/R] _ d/ROM
IMIR=""qr T ae

2. En théorie de la relativité, il faut adjoindre un repere de temps au repere d’espace pour définir un référentiel, car le temps
dépend du mouvement de 1'observateur.

3. On utilise parfois aussi I’expression solide de référence au lieu de référentiel. On peut effectivement concevoir un référentiel
comme un solide (immatériel) parfaitement rigide sur lequel sont fixés des reperes.

4. Sauf mention contraire, le terme «vitesse » désigne le vecteur vitesse instantanée, pas la vitesse moyenne ni la norme de
la vitesse. De méme pour 1'«accélération ».
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II.Lb. Composantes de la vitesse et de 1’accélération

II.p.1. Repére cartésien

Soit (O, ily, iy, i.) un repeére fixe dans R.
En notant g et g les dérivées premiere et seconde par rapport au temps d’une quantité g, on a

Z?M/'R=5(7L_l)x+]./ﬁy+iﬁ)z
et

Li)M/qz=5C'L—l)x+y1/_l)y+:Z:L_l)z.

II.p.2. Repere cylindrique
Rappelons que i, = (diZ,/d¢) - (d¢/dt) = ¢ iZy et que ily = (dily/dp) - (d/dt) = = iL,.

d(p i, +z il)
dt

U= =pilp+pily+zil+zil.=pil,+p ¢ ily +2 il..

d(p ily +p ity +2 i8.)
dt
=(p—p )iy + @ pP+p )ity +ZiL.

>
a =

:ﬁﬁp+Pﬁp+p(z’ﬁ¢+PéﬁJ¢+P¢ﬁ¢+iﬁz

Remarquer que méme pour un mouvement circulaire uniforme autour de O dans le plan (p = c'¢,
¢ = c* et z = ¢*), I'accélération radiale n’est pas nulle : il reste un terme centripete, —p ¢? il,.

I.p.3. Repere de Frenet

— —
dOM _ dOM ds
dt = ds dt’

—
U=

d’oit
¢ = v iy,

en notant v = ds/dt la norme de 7.

i=—-=——ir+v——= UT +0 —— ——,

dr ~ dt dt  dt ' ds df
d’ou
=2+ Ty

L'accélération tangentielle a = dv/dt correspond a un changement de norme de la vitesse et 1'ac-
célération normale (centripete) ay = v*/R. & un changement de direction.

II.Le. Changements de référentiels
II.Le.1. Formules générales

Soient R et R’ deux référentiels. Exprimons la vitesse et l'accélération dans R en fonction des
quantités correspondantes dans R’.

28



Chapitre II. Cinématique du point

IL.e.l.a. Composition des vitesses

On a
— —> —
B d,rOM _ 400’ N d,gO'M
MR TTg T a dt
— —
_ drO0 + dr O'M + 0 xm
T dr RIR ’
d’ont
?7M/'R = 17M/-Rf + 7,
ou

—_—
7?e = Z?o//qe + éer/R x O'M

- —_—
est la vitesse d’entrainement. Les termes Upyg et Qryg X O’M sont dus respectivement a la translation
et a la rotation de R’ par rapport a R.

IL.e.1.b. Composition des accélérations

R d/Om/R
LT
dgtwr  dgior  dgOrm =
_ YRUM/R +9R O/R 4 IR RIR <« O'M
dt dt dt
—
+ Q'R’/R X T
d ng'R’ - 5 > d .(j(R/R —_—
= SIREMIR + .Q(R//rR X Opmyr +doyr + SIRZIRIR x O'M

dt

- d/R/ O'M - —_—
+ Q(R»/qg X T + .qur/yg x O'M ,

dt

d’ott
- - - -
ap/r = dpyr + de + dag,

-

d.3rir
2. = dor 4 ARTERIR

—_— - 3 —_—
di x O'M + -QR'/R X (.QRI/rR x O'M)

est I'accélération d’entrainement et
> _ ['2’ >
ac =2 RIR X OMR

est U'accélération de Coriolis (ou complémentaire).

II.e.2. Cas particulier

- -
Si Qgyg = 0, le référentiel R’ a uniquement un mouvement de translation par rapport a R. Dans ce
cas, les lois de composition des vitesses et accélérations se réduisent aux lois d’additions suivantes :

e _ 2 e
UM/R = UM/R + VOr/R

et
> _ 2 =
apm/r = amyr + AoyR-
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