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BALANCOIRE
A. Mouvement sans frottement
1. Poids: P=-m gil,=m g-(cos¢ il, —sin¢ ily). Appliqué en M.
Réaction R exercée par l'axe sur S en A. Cette réaction est normale a l'interface entre I'axe et S
puisqu’il n'y a pas de frottements, donc selon +i/,.
—
2. OM={1ii,, donc ¥ ={-(dp/dt) il.
3. Dans un référentiel galiléen, si O est fixe,
dlo Lo
3 = 2 MEes)),
i
- 4 i . . - o - -
ot Lo = ,OM; Am; U; est le moment cinétique et M(Fexi—;) = OM; A Fexe—j est le moment (de la
résultante) des forces extérieures exercées sur le point M;.
4. Ici,ona
dlo _OMAB+0AAR
dt
- —_—> —_— - - > —_> N
R et OA sont paralleles (pas de composante tangentielle), donc OAAR=0. Lo = OMAmd7 =
— o -
m % (d¢p/dt) iy et OM AP = —m g € sin¢ iy, d’out
32
t dtz) = —g sin¢.
_ 2dsp N _ sz . 2 : 2dspy _ pdsp Py .
5. dEm =) ;0W(F2?), olt En = E. + E, est I'énergie mécanique et SW(F_7) = F_7 - dOM; est le travail
élémentaire de la résultante I?CEP des forces dissipatives (= non conservatives) exercées sur le point
M; quand il se déplace de d(ﬁ)/lj.
(On peut également donner la version intégrée du théoréme.)
6. La réaction normale ne travaille pas et le poids dérive d'une énergie potentielle. L'énergie mécanique
vaut donc )
1 1 d
Em=Ec+E,=—mv*+mgzM)=—m(* de —-m g € cos@.
2 2 dt
7. Em est conservée car il ny a pas de force dissipative. A t=0, 7= 0, donc d¢/dt =0. On a donc
1 do\?
Emt’z <£) —-m g€ cosp=-m gL cosgy.
8. La force exercée par I'enfant pour se redresser est une force intérieure au systeme S: elle n’intervient

donc pas dans le théoréme du moment cinétique.

Entre Tt et 7/, on a

-

dLo
dt

= —m g |JOM(b)|| sin () its.



En intégrant de 7 a 7/,

io(T') - Eo(’r) =-mg L?x/t IICW/I(t)II sin ¢(t) dt.

=T

—
Or [[OM(®)|| < € et ¢(t) = a, donc

ILo(t’) = Lo(r)| < m g € |sinal - (t/ = 7).

7' =1~ 0, donc Lo(t’) ~ Lo (7).
On en déduit que ? w =% w’.

1 1
En(t)) = m ' w'?-m gl cosa = m & @? /0 —m gt cosa.

En(t’) = Em(T) =%m w0 () -1)+mg-(L—C") cosa>0.
>0 >0

Le travail des forces intérieures entre 7 et v’ doit étre pris en compte dans le théoréme de I'énergie
mécanique ™' (alors que seules les forces extérieures interviennent dans le théoréme du moment
cinétique). Ici, ce sont les muscles de I'enfant qui travaillent quand il se redresse.

10. L’énergie mécanique est conservée apres 7', donc

lmt"lcuz/{”z—m ¢ cosa=-m ¢ €’ cosdy,
5 8 8

puisque d¢/dt =0 en ¢;.
De méme, 1’énergie est conservée entre t = 0 et 7, donc
1

Emtﬁwz—mgfcosa:—mg{’cosqi)o.

En retranchant la premiére équation multipliée par ¢’ de la seconde multipliée par £2, on obtient
£’3 cos ¢y - cos ¢y = ('3 - %) cosa,
soit
cos 1 — cos Py = (B — 1) - (cos g — cos ).
la|l < |gpo| (sinon, la balangoire cesse de monter avant que l'enfant ne se soit redressé!), donc
cosa > cos@g. Or ¢ > (', donc B > 1, d’olt cos¢py < cos¢y, c-a-d- |p1]| > [pol: 'amplitude de
I'oscillation croit.

11.  ¢1 est maximal quand cos ¢; est minimal, c--a-d- quand cos @ maximal, soit @ = 0.
On a alors

cos Py = f cospo + (1 - p).

12. Notons t; l'instant juste avant d’atteindre ¢; et t; l'instant juste aprés. Le moment cinétique est
conservé entre t; et t;, donc
r2 . d(P _ p2 . d¢
t = .
dt t=t] dt t=h

Orde¢/dt =0at=t{,doncat =1t également: le maximum de ¢ est atteint, que I'enfant s’accroupisse
ou non.
(En revanche, s’accroupir en ¢; lui permet de se redresser ultérieurement et de continuer a
amplifier les balancements.)
13. La suite i > cos ¢; — 1 est une suite géométrique de raison . On a donc

cos, —1=p"-(cos¢p — 1).

Or cos ¢, ne peut pas étre inférieur a —1. Si " - (cos¢pp — 1) + 1 < —1, 'angle maximal ¢, atteint
a l'issue du n-ieme balancement n’est pas défini: la balangoire fait donc un tour complet quand n

dépasse

In(2/(1 - cos ¢))
Ing

1. Le travail des forces intérieures est nul avant 7 et apres 7’, car le systéme S se comporte alors comme un solide (au sens de la
mécanique), c--a-d- que les distances entre les points du systeme ne varient pas.



B. Frottement solide

1. Schéma: Ry iy est tangente au point A a l'interface entre le bras et 'axe et opposée au mouvement
du bras par rapport a I’axe.
iy = —sin 6 il, + cos O ily.
i, =—cosO i, —sin6 iiy.
2. Le centre d’inertie est M, donc EﬁextHS =P+R=m am.

& m g cosd—Ry sin—R, cosO = —m € (dp/dt)’.
&y - —m g sing+ Ry cos@ — R, sin@ =m £ d*p/dt>.
3. .
dLO = = S 3 - - - -
T =OMAP+OAANR=-m g€cosiiy+ 1y N(Ryty+Ry ),
—r Ry iy
dou &, : md*¢/dP =-m g Lsing -1 Ry.

4. {xEy =&, d'ot —=r Ry =€ -(Ry cos0 — R, sinf). Comme R; = R,, on obtient

pur="=-(sin6 — u cos ).

6 est donc une constante.
Si u =0, 0=0 (la solution 0 = 7 correspond & des barres au-dessus de 1’axe).

5.
dé&,/ds +2%x8Ey — 3m gsind = —(u sinf + cos H) &+2 (4 cos 8 —sinB) R
do/dr % g sing = —(u P Iz "
d’ot1 le résultat demandé avec
2 (sin — u cos 0) -3mg
k1 = " et D=
u sin @ + cos 0 u sin @ + cos 0
6. dZ/d¢ =iy €@+ doncy-(i+k) e =k.
En prenant le module, on obtient y = |ka|/ /1 + k2.
On obtient e'® = /1 +k2 /(i + k1), soit, en multipliant par le conjugué du dénominateur, cos +

isind=(ky—i)/\/1+k?, d’ottcosd =ki//1+k? etsind =—1/,/1+k?, ce qui suffit & déterminer 6.
(On peut donner a la place tano = —-1/k; et préciser que 0 € [—n,VO].)
7. Ona R, =Rip+R,, =C ek ¢4 y sin(¢ + 0). La seule inconnue est C. On doit donc utiliser la
condition initiale d¢/dt = 0 quand ¢ = ¢ dans 1'équation &,.
On obtient

m g cos ¢ — (u sin6 + cos 0) - (C e % 4y sin(pg + 8)) =0.

8. La seule force dissipative est R 1, donc

=dsp - A
dEm =) OSW(FSD) =Ry ily-dOA = —r Ry d(¢p +m+6) = —ur R, do.
j

En intégrant de ¢ jusqu’a ¢4, on obtient Exn(¢{) — Em(o) = f%{ —ur Ry dp. Or do/dt =0 en ¢g et
en ¢, d’'ot

o ]
1—y r-(Ce™?¢+ysin(@+0) dp=ur- k£e"“¢+)/cos((p+6)
1

0 o

m g € (cos gy — cos Pq) =/




