Annexe A

COMPLEMENTS MATHEMATIQUES

A.1. Espace vectoriel

A.11l. Généralités

Dans ce cours, nous utilisons des scalaires (ici, des nombres réels ou complexes) et des vecteurs,
c-a-d- des éléments d'un ensemble E appelé espace vectoriel, sur lequel sont définies deux opérations :

- -
o laddition entre deux vecteurs i etb, notée +0b;
o la multiplication d’un vecteur @ par un scalaire A, notée A xXa, A-dou A 4.
Le résultat de ces deux opérations est un vecteur.

Le vecteur nul, 6, fait notamment partie de E.
L'espace vectoriel E est dit réel ou complexe selon la nature des scalaires.

c —

Une famille de n (€ IN) vecteurs #; (1., non nuls de E est dite libre (on dit également qu’ils sont
indépendants) si aucun d’entre eux ne peut s’exprimer comme combinaison linéaire des autres.

5
Si ce n’est pas le cas, ils constituent une famille liée. En particulier, si b = A @ (vecteurs colinéaires,
-
ou encore paralléles), @ et b sont liés.

A.1.2. Bases, composantes d’un vecteur

Si tout vecteur 7 de E peut s’exprimer comme une combinaison linéaire de ces n vecteurs indépen-

dants, c--a-d-
n

- -
11=§ a; ui,

i=1
les 1; forment une base B de l'espace vectoriel E. Cette combinaison linéaire est unique. Les a; sont
les composantes *V de @ dans cette base. On note 4= (a1, ..., a,)g ou

I

an ) g
S’il n'y a pas d’ambiguité, on peut omettre 1'indice 8.

Toute autre famille de n vecteurs indépendants de E constitue une base de E et toute base de E a
le méme nombre n d’éléments, la dimension de 'espace vectoriel.

Une fois la base choisie, nous pouvons raisonner sur les composantes. On a ainsi

(@, ..., ay)+ 1, ..., b)) =+ by, ..., a,+by),

1. Le terme de «composantes» est aussi utilisé pour désigner les a; il Pour éviter la confusion, certains appellent
«coordonnées » de 4 les a;.
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out 'addition dans le membre de gauche porte sur les vecteurs et celle dans le membre de droite est
I'addition usuelle de réels.
De méme,
A-@a, ..,a)=WNAay, ..., Aay),

ol le produit dans le membre de gauche est entre un réel et un vecteur et celui dans le membre de
droite est la multiplication usuelle de réels.
Enfin, quelle que soit la base,

(@)
1l
—
o
(=]
=

A.1.  Espace affine

A..1. Généralités

Soient un ensemble &, un espace vectoriel E et une application associant a tout couple (A, B) d’élé-
ﬁ
ments de & un vecteur, noté AB, de E. & est un espace affine si les conditions suivantes sont vérifiées :
— > —
e V(A B C)eé&, AB+BC=AC (relag)n de Chasles);
o YVAc&EetVTeE A Be& tel que AB=07.
— 5 = —
On en déduit que AA =0 et BA = -AB.
Les éléments de & sont appelés des points.

A.1.2. Reperes et coordonnées

Notons 7 la dimension de E. Sin =0, & est un point; si n = 1, c’est une droite; si n = 2, c’est un
plan.
On appelle repére R = (O, B) de I'espace affine & I'association d'un point O (I'origine du repeére) de
& et d’une base B = (i, ..., i,) de E (on parle aussi parfois de triedre si E a trois dimensions). Les
coordonnées (x1, ..., x,)g d'un point M de & dans ce repere sont les composantes du vecteur position
7= 5]\—/>I:x1 i + -+ x, 16, dans la base (i, ..., il,).
Si A et B sont des points de &, de coordonnées respectives (x1(A), ..., x,(A))r et (x1(B), ..., x,(B))r,
on a
x1(B) — x1(A)
N
AB = .

$u(B) = X(A) )y

A.m1.  Espace euclidien

Soient 7' et b deux vecteurs quelconques d’un espace vectoriel réel E. Le produit scalaire entre @ et
b, noté 2 7 b, est une opération dont le résultat est un réel et qui possede les propriétés suivantes :

o b-@=ad-b;

o @+D0)-C=@ ) +(b-3);

o (AD)-b=A-@D);

o 7-0420;

Un espace vectoriel réel de dimension finie est dit euclidien s’il est muni d’un produit scalaire. De
méme, un espace affine est dit euclidien si l'espace vectoriel sous-jacent est euclidien. L’espace usuel
de la physique classique peut étre considéré comme un espace affine euclidien réel de dimension 3 (cf-
§ IL.a).

Si#-b =0, on dit que 7 et b sont orthogonaux (ou perpendiculaires).
C ——

La norme (euclidienne) (ou le module) de @ est le scalaire ||@|| := Vd-d. Elle possede les propriétés

suivantes :

2. On notera souvent @2, voire 4%, la quantité - 7.
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o |
| _)II < |17 + ||5|| (inégalité triangulaire);
o |7-b < |17l b (inégalité de Cauchy-Schwartz).

De I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on déduit qu’il existe un nombre, I'angle (ﬁ’j l;) entre 7 et l;, tel que

Adl = IALII;
7+

2-b =121l 1Bl cos(d, b).

Si ||I7]l = 1, @ est dit unitaire (ou normé). Le vecteur a/||7|| est par construction unitaire.
c —

Placons-nous dans un espace vectoriel euclidien E de dimension #.

Il est toujours possible de construire une base orthonormée de E, c--a-d- une famille de vecteurs
B = (ity, ..., ily) unitaires (¥ i, |[ifl| = 1), orthogonaux deux a deux (¥ i # j, i; - il; = 0) et constituant une
base de E (tout vecteur 4 de E peut s’écrire de maniére unique sous la forme @ =ay i1 + -+ + ay ily).

Les composantes a; de @ dans la base orthonormée B sont les produits scalaires de 7 avec les vecteurs

de B. En effet,
> > - > s
a‘ui=Zaj Uj - Ui +a; u;-u; =a;.
. S~
J#F 0
Toute famille de n vecteurs orthonormés de E constitue une base orthonormée de cet espace.

c —

Dans toute base orthonormée, on a
a by
=a1bi+:--+a,b,
a, b,

et
a1
= /a2 +- +al (Pythagore).

an

c —

Soient E’ un sous-espace vectoriel de E, de dimension p < n, et (L?l’, el L_l;;) une base orthonormée
de E’. La projection orthogonale de @ sur E’ est le vecteur

>/ > oy

A" = (@) ]+ + (@ i) 1.

De méme, soit & un espace affine euclidien de dimension n, & un sous-espace de &, de dimension
-

p<n, et (0,1, ..., ﬁ;;) un repere orthonormé de &'. La projection orthogonale d’un point M sur &
: ’ A7 ’ 7 17! ’ 7\ 177
est le point M’ tel que O'M’ = (O'M - i) 1] +--- + (O'M - 1) 1.

A.av. Trigonométrie

2

o cosa+sinfa=1.

o 1/cos?a =1+ tan?a.

e cos(a+f) =cosa cosf Fsina sinp.
En particulier,

cos(2 a) = cos’a —sina =2 cos’a—1=1-2sin’a,

d’ot
2 _ 14 cos(2 a)

1- 2
o a 2, 1-cosCa)

et sin“a =
2 2
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e sin(a £ ) = sina cos f + cos a sinf.
En particulier,
sin(2 @) = 2 sina cos a.
tana + tan

t *tp)=—————.
* tan@xf) 1 ¥ tana tanfp

e En posant u = tan(a/2), on obtient
1-u? , 2u 2u

—s sina = et tana = ——.
1+u2’ 1+u? 1—u?

cosa =

A.v. Rappels de géométrie
A.wv.l. Cercle

Considérons un cercle de centre O et de rayon R. Soient A et M deux points du cercle.
e La longueur algébrique de l'arc de cercle AM entre A et M vaut s = a R, ol a est ’angle orienté
— =
(OA, OM).
En particulier, le périmetre vaut s =2 7 R.
e Soit B le point du cercle diamétralement opposé a A : le triangle ABM est rectangle en M.

—~—> —~—
Pour tout point C sur le cercle, (OA, OM) =2 (CA, CM).
e Surface (aire) du disque : A = 7 R%.

A.v.2. Sphere

Considérons une sphere de rayon R.
e Surface (aire) : A =4t R%.
e Volume:V=3nR.

A.vi. Nombres complexes

A.vi1l. Représentation cartésienne

Un nombre complexe z est un couple de nombres réels (x, y), ol x est la partie réelle de z (notée
Re(z)) et y sa partie imaginaire (notée Im(z)). On définit sur 'ensemble C des nombres complexes
I'addition et la multiplication (notées provisoirement +¢ et X¢) entre deux nombres complexes z = (x,
y) etz = (¥', i) de la manieére suivante :

z4cz =(x+x,y+y)
et
zxcz =X -yy, xy +x'y),

oll les opérations dans les membres de droite sont les opérations usuelles entre réels.

Siy=y =0,onaz+cz = x+x,0)etzXcz = (xx,0). On peut donc identifier le nombre
complexe (x, 0) et le nombre réel x, et utiliser sans inconvénient le méme symbole pour 1’addition (resp-
la multiplication) de nombres complexes que pour 'addition (resp- la multiplication) de réels.

Posons i = (0, 1). On notera désormais x +1i y le nombre complexe (x, y) : en effet,

x+iy=(x0+0, )Xy 0 =(x0+(0, vy =(xuy).

Les nombres de la forme i y sont appelés imaginaires purs.
Onai?=(0,1)%x(0,1) = (-1, 0) = —1. On retrouve ainsi facilement la valeur de z z’ en développant
le produit et en regroupant les termes réels et les termes imaginaires purs :
F+iyxE+iy)=xx"+ixy +iyx"+ 1\></1 yy =@x -yy)+ix@xy +x y).
-1

On définit le module de z par |z| = \/x% + y*> et son conjugué par z* = x —i y. Avec ces notations,
siz#0,1/z=2z"z

10
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A.vi.2. Représentation trigonométrique
Soit z = x +1 y un nombre complexe. Notons p son module. On appelle argument de z le réel ¢
défini a un multiple entier de 2 @ prés par z = p cos ¢ +1i p sin¢.
D’apres la formule de de Moivre,
e'? = cos¢ +1i sin .
—i (p

On a donc z=p e'?, d’'ot I'on déduit que (p e ?) =pe P etpel? p e =p p el @+,

A.vit. Dérivées
A.viri.1. Définition

La dérivée [premiere] d’'une fonction f de R dans R en un point x de R est définie par *3

fl+d) - fx)

f= C}chr_r}o dx

On la note aussi d f/dx.
La dérivée seconde de f, notée f ou d”f/dx?, est définie par f” := (f’)’. En répétant cette opération,

on obtient la dérivée n-ieme,
dn f _ i dn—l f
dxr 7 dx \ dan1 )

A.vir.2. Dérivée et tangente a une courbe

Soit une courbe plane d’équation y = f(x). La tangente a cette courbe en un point (xo, f[xo]) a pour
pente f’(xo) : I'équation de la tangente est donc yg(x) = f(x0) + (x — x0) f"(x0).

Plus généralement, pour une courbe paramétrée par une variable ¢ dans un espace de dimension #,
d’équation X = f?t) (c-a-d- x1 = fi(t), ..., xu = fu(t)), la tangente au point x(fy) a pour équation X(t) =

- >

f(to) + (t —to) - (d f/dt),_,, -

A.vir.3. Calcul des dérivées
Soient f et ¢ deux fonctions d'une variable x et a une constante. On a les propriétés suivantes :
o (f+oy=f+g;
o (afy=af;
s fr=rg+rgs
o (fleY=(f8-f8)g*
o (fog)y =g flogt.

e Notons f(V- la fonction réciproque (encore appelée fonction inverse, mais elle n’a rien a voir avec
1/ f) d’une fonction f, c--a-d- la fonction telle que, si elle existe, ¥ x, (f o fV=)(x) = (= o f)(x) = x.

(f(—l)o)f - 1/f' o f(—l)o (+5),

3. Rappelons la définition de la limite d"une fonction réelle f d"une variable réelle x : si xg et £ sont finis, f tend vers la limite
¢ quand x tend vers xg (noté «lim,_,y, f(x) = £») signifie que ¥ € >0, 3 a > 0 tel que si |x — xq| < a, |f(x) — f(x0)| <e.
Pour une limite égale a +oo (resp- —o0), «|f(x) — f(xo)| < €» est remplacé par « f(x) > +e» (resp- « f(x) < —e»).
Pour une limite quand x tend vers +co (resp- —0), «|x — x| < @ » est remplacé par «x > +a» (resp- «x < —a»).
4. Rappelons la définition de la composition f o g (« f rond ¢ ») de deux fonctions : ¥ x, (f o g)(x) := f(g[x]). La composition
est prioritaire sur les autres opérations.
On a donc V x, (f 0 g)'(x) = g'(x) f’ o g(x) = &' (x) f'(glx]).
5. C-a-d- Vo, (F700) (1) = 1/ f/(fC [x]).

11
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A.vii4. Dérivées usuelles
* () =0;
o (x*) =ax*!, dou (fY) =a f!f;
e (Inx)" =1/x, d’ot1 'on déduit que (In|f]) = f'/f;
o (&%) =ef, dou (ef)y = f &f;
e (sinx)" =cosx, d’out (sin f) = f’ cos f;

e (cosx) = —sinx, d’ou (cos f)' = —f” sin f.

A.viii.  Intégrales simples

A.viir.l. Primitives et intégrales

Une primitive d’une fonction f(x) est une fonction F(x) telle que, ¥V x, F'(x) = f(x). Toute fonction
F(x) + ¢ est également une primitive de f.

L'intégrale par rapport a x de f(x) de a a b, notée fxb:a f(x) dx, vaut
b b
o[,
ot [F]! == F(b) - F(a).
Inversement, quelle que soit la valeur de a, [;_, f(&) d& est une primitive de f(x).
En I'absence d’ambiguité sur la variable d’intégration, on peut noter fab f lintégrale de a a b. De

méme, on note souvent |* f, voire [ f, une primitive quelconque de f.
A.vir2. Reégles générales
a b
-]
b a
b c c
o« [efr=]r
X X X
. /(f+g)=/ f+/ 8
e Si a est une constante, / af=ua / f.

A.vii.3. Primitives usuelles

Si f” est la dérivée de f, f est une primitive de f’. On déduit donc de § A.vir.4 les primitives

suivantesY:
. 0=c;
X xa+l
° &% = +cte, sia#—-1;
/ a+1 ! !

X
1
° — =Inx+c';
/=
X

et =" +cte;

X
sin& = —cosx + ct¢;

X
cos& = sinx + cte.

—_—— —

12



Annexe A. Compléments mathématiques

A.viir4. Intégration par parties

De (f g =f" g+ f g, on déduit que

/xf’ §=f) g(x)—/xf g +ct

/abf’g= [fg}z—/abfg’-

Ceci ne présente bien str d’intérét que si f(x) = [* f" et [* f ¢’ sont calculables.

ou encore

A.vin.5. Intégration par changement de variables

Faisons le changement de variable x = g(f) dans 'intégrale fxb:a f(x) dx. Soient a et 8 tels que g(a) =a
et g(B) =b. On a dx = g'(t) dt, ou g’ est la dérivée de g par rapport a t, donc

b s
| s ax= [ gt g0 a
x=a t=a

A.x. Développements limités

A.ix.1. Formule de Taylor

Un développement limité d’ordre n d’une fonction f au voisinage d'un point x est une approxi-
mation par un polyndme de degré n de cette fonction pres de xo.
On peut obtenir le développement limité & 1’ordre n a I’aide de la formule de Taylor.

f(x)zz(x_i'x‘))l.<j£> +oen,
i=0 : X=Xg

oll (di f/ dxi)xsz est la dérivée i-ieme de f en xo (avec la convention d° f/dx = f) et la factorielle de i
vaut il =1x2X---x (i—1) X i (avec la convention 0! = 1).

A.x.2. Développements usuels au voisinage de 0

(@-1)

. (1+x)":1+ax+a'

Xt X"+
n!

Si a est un entier positif, (1 + x)* est un polyndme et est égal a son développement limité a
'ordre a.

Si o = —1, on obtient

1
1+x=1—x+x2+~--+(—1)"x”+--~;
x? X"
e In(1 +x)=x—7+---+(—1)”+1?+--- (sans factorielles) ;
2 n
. ex:1+x+x—+m+x—+--~;
2 n!
P py 20 Netn=2
=1—-———4. .-+ (- + ... - .
x2 p+l
[ ] sinx=x+---+(—l)pm+--- (peNetn=2p+1).

Les développements de cosinus et sinus sont donnés pour un angle x en radians.

13
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Ax. Equations différentielles d’ordre 1

Ax.1. Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Il s’agit des équations du type
y+ay=b,
ol y, a et b sont des fonctions de x et y’ = dy/dx.

A.x.1.a. Méthode générale

Les solutions sont de la forme
Y=YntYp
ol ¥y, est solution de 1'équation homogene (c--a-d- sans second membre)
Yyh+tayn=0

et yp est une solution particuliere (quelconque) de I'équation générale

yp+ay,=b.

A.x.1l.ai. Solutions de ’équation homogene

Soit A(x) = [ a(&) d& une primitive quelconque de a(x).
On a

A=a=-"= (Ciny,
Yn

donc
Iny, = -A +c',

d’oti, en prenant I'exponentielle,
yh(x) =A e—A(x).

La valeur de la constante A sera imposée par le choix de y, et les conditions particulieres.

A.x.1l.a.ii. Solution particuliere

Une solution particuliere est parfois évidente (p- ex- § A.x.1.c). Sinon, on peut utiliser la méthode
suivante ou celle du § A.x.1.b pour en trouver une. On a

(pe) =vh et +yp- () =y, e +yp At = () +ayy) et =bet,

d’otl, en prenant une primitive quelconque de cette expression (on cherche une solution particuliere)

et en multipliant par e™,

X
) = [ be) ' de.
Les bornes inférieures des intégrales dans les expressions ci-dessus n’ont aucune importance. Les
modifier revient a changer la constante multiplicative A.
A.x.1.b. Méthode de la variation de la constante

On peut retrouver ce résultat a I'aide de la méthode dite de « variation de la constante ». On cherche
directement la solution générale sous la forme

y(x) = px) e

(c--a-d- comme l'expression de yh(x), mais avec une fonction ¢(x) au lieu de la constante A).
En appliquant I'équation générale a cette expression, on obtient

b=y +ay= (<¢>’ e‘A+qb-[e‘A}') +tapet =@ et -pAeN+tapet=¢ e,

donc, en multipliant par e et en intégrant,

Px) = / ' b(&) e4® d& + A.

14
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A.x.1.c. Cas particuliers

e Sia est constante,

yn(x) = A e 7.
e Sia et b sont constantes,
(x) = b
Yp¥) = a

Ax.2. Equations différentielles d’ordre 1 a variables séparables
Il s’agit des équations du type
dy _
a = f(X) g(y),

ol y est une fonction de x.
En regroupant les termes en y a gauche et ceux en x a droite, on a dy/g(y) = f(x) dx, soit

20 / £(&) & + ct,

ou la valeur de la constante est imposée par une condition particuliére. En notant

_ [V dn.
F(y)_/ g(n)

et I'"D- sa fonction réciproque, on obtient finalement
y(x) = IV ( | nerdes c>

Exemple

Résolvons 1'équation y’(x) = x* y, ol y(xo) = yo et y > 0.
On a dy/y = x* dx, d’out [Iny] zo = [x¥3]},. On obtient donc y = yo exp([x* - x31/3).
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