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Chapitre VII

FORCES ELECTROMAGNETIQUES

A. Force de Lorentz

1. Expression

La force a laquelle est soumis, a un instant ¢, un point matériel de charge g, situé en M et se déplacant

a une vitesse U(t) par rapport a un référentiel galiléen dans un champ électrique E(M,t) et un champ B(M, )
est la force de Lorentz *!,

F=qE+7xB). (VIL1)

Cette force comprend deux termes : une force électrique, ﬁE =q E, et une force magnétique, ﬁB =qUX B.

2. Action et réaction pour les forces magnétiques

En raison de la présence de la vitesse dans son expression, la force magnétique n’obéit pas au principe
de l'action et de la réaction pour des charges ponctuelles g; et g, contrairement a la force électrostatique :
=3 -

Fp,o-1 # —Fp,1-2.
. . . - sz . . N :

En revanche, pour des distributions de courant J; et > localisées et stationnaires, on peut montrer a 1’aide

- -
d’un calcul laborieux que Fg 7,1 = —Fp,1-2; de méme pour les moments des forces par rapport a n'importe

A

8,21 = L1, Cecivaut en particulier pour des dipdles magnétostatiques immobiles.

quel point A,

3. Travail de la force magnétique

La force magnétique ne travaille pas*2.

P(Fp) = Fp-d=q@xB)-7=0 (VIL2)

Sa puissance est en effet nulle :

o
puisque U X B est perpendiculairea v. La force magnétique ne provoque pas de changement d’énergie cinétique,
donc de modification de la norme de la vitesse. En revanche, elle modifie sa direction.

4. Application : mouvement d’une charge ponctuelle dans un champ magnétique
uniforme stationnaire

a. Etude dans le repere intrinseque

Etudions V'effet de la force magnétique sur une particule chargée plongée dans un champ magnétique
uniforme stationnaire. On suppose que le champ électrique est nul et que toutes les autres forces sont né-
gligeables. On a

dd

m = qu X B. (VIL3)

1. Elle dérive, au sens de la définition (I.77), p. 21, de I'énergie potentielle &, = q(V - A7 ).
En réalité, la force magnétique sur les particules élémentaires ne se réduit pas a 7' B car celles-ci posseédent un spin, une propriété
quantique analogue a une rotation sur elles-mémes. Elles ont de ce fait un moment cinétique et un moment magnétique permanents.
La force magnétique et le moment de cette force dus au spin sont donnés par les expressions (VIL51) et (VIL.52), ot 7 est le moment
magnétique de spin. Le travail élémentaire associé au spin est donné par la relation (1’) et n’est en général pas nul. Par extension, le
travail magnétique sur un milieu aimanté non plus. (Le travail magnétique sur un électro-aimant est en revanche nul : cf. § VIL.5.2.)
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(VIL4)

Dans le repere de Frénet,
et
do¢ dv , ©*
—— = ——lit+ =N, VIL5
TR T N (VIL5)
ol v est la norme de la vitesse, R. le rayon de courbure de la trajectoire (c.-a-d. le rayon du cercle osculateur),
ilt le vecteur unitaire tangent a la trajectoire dans le sens de celle-ci et ily est le vecteur normal a la trajectoire
—
situé dans le plan osculateur et orienté vers le centre de courbure (c.-a-d. MC = R.ily avec R > 0).

En projetant (VIL3) sur i, on obtient
- do
dt
On retrouve que v est constante. Puisque dv/dt se réduit au terme (v*/R.) ilN, on déduit de (VIL3) que N

(Z)IZTXB))'IZT=0.

5
est orthogonal a B.
ilg. On peut écrire U sous la forme

Soient B := ||B|, ils := B/B et v =7 -
U= vy IZB + 53_,

. = . . .
ot 7, est orthogonale a if. Puisque B est uniforme et stationnaire,

g o d@-B)  doy
T T dtB_O’
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donc vy = c*. Comme 0? = vf/ +0%, 00 v, =||7.||, et que v =c', on a aussi v, =c* Or
Uz - -
mR—ﬁN =q(U//1/_l)B+I7J_)XB=q17J_XB. (VHg)
C
En prenant la norme, on obtient que
2
Y v B, (VIL10)
R
puisque 7, L B. Le rayon de courbure vaut donc
2
mo
Ri=— VIIL.11
<= Mo B ( )

et est constant.

On obtient ainsi une trajectoire de rayon de courbure constant dont le centre de courbure C se déplace

a la vitesse constante vy selon la direction de B. Le champ magnétique étant orthogonal a iy, la trajectoire

est une hélice d’axe dirigé selon B, c.-a-d. une trajectoire qui s’enroule autour d'un cylindre comme le sillon
d’une vis. Dans le cas o1 vy = 0, le cylindre se réduit & un cercle de rayon R. dans un plan perpendiculaire

a B, mais R. n’est pas le rayon du cylindre dans le cas général.

Lorsque le champ magnétique n’est plus uniforme, le mouvement de particules chargées soumises au
seul champ magnétique n’est plus hélicoidal, mais les charges tendent néanmoins a décrire une trajectoire

s’enroulant autour des lignes de champ.

b. Etude dans un repere cartésien

Le probleme peut aussi étre traité en coordonnées cartésiennes. Définissons un repeére orthonormé direct

(O, ily, 1y, i) comme ceci : B =Bil, avec B:=||B|l; M(t=0) = O; 3(t = 0) = vy il + U 1l;, avec v

74

520,



Michel Fioc LU2PY021 2019/2020

De m dd@/dt = g7 x B, on déduit les équations suivantes :

do,
m i =quyB; (VIL.12)
dvy _ B; VIL13
m F =—q0xb, ( . )
do,
=0. VIL.14
m-g 0 ( )

Pour déterminer v, et v,, on peut dériver (VIL.12) par rapport a t et remplacer dv,/dt dans le terme de
droite par son expression en fonction de v, donnée par (VIL.13) : on obtient alors
d*v, 9 . qB
T +wyuy =0, ol awp:= gl (VIL.15)
et de méme pour v,, soit I'équation différentielle caractérisant un oscillateur harmonique non amorti, libre,
de pulsation wy ; la solution est de la forme

(vx,0y) = (ax, ay) cos(wo t) + (Bx, By) sin(wo t), (VIL.16)

oll les constantes «ay, etc., sont déterminées a partir des conditions initales.
Une méthode plus astucieuse consiste a poser w = v, +iv,. En effectuant la combinaison (éq. VIL.12) +
ix (éq. VIL.13), on obtient
dw

m-g- +igBw =0, (VIL17)
soit _
w=A7Ae ™ ot wy:=qB/m (VIL18)
et A est une constante. A t =0, w(t=0)= vy +1%0, donc A = vy Avec vy = Rew et vy, = Imw, on a
vy = vy cos(wp t), (VIL.19)
v, = —v) sin(wo t). (VIL.20)

Par ailleurs, on déduit de (VIL.14) que v, = c** = ¢},
En intégrant par rapport au temps et en imposant la contrainte M(t = 0) = O, on obtient

X

Z)O .

x = —sin(wo ), (VIL21)

o

%
y=—_- (cos[wo t] = 1), (VIL.22)

0
z=10t. (VIL.23)

Comme

2+ (y - [-05/wol)? = (03 /wo)?, (VIL24)

la trajectoire est une hélice s’enroulant sur le cylindre de rayon R = vg/|wo| et d’axe (O’z), ott O’ est le point de
coordonnées (x, y,z) = (0, —vy/wo,0). La rotation se fait dans le sens horaire autour de (O’z) si wp > 0, c.-a-d.
si g > 0, et dans le sens trigonométrique sinon. Le déplacement selon z sur un tour vaut 2 vj/wy ; le pas de
I'hélice est la valeur absolue de cette quantité.

5. Transformation des champs dans un changement de référentiels galiléens

Soient R et R’ deux référentiels galiléens, Ux/ ;% la vitesse de R’ par rapport a R (c.-a-d. celle de O’ par
rapport a R, car R et R’ ne tournent pas l'un par rapport a l'autre puisqu’ils sont tous deux galiléens : la
vitesse angulaire @x//% de rotation de R’ par rapport a R est nulle), et 7% et 7, les vitesses d’'une charge
ponctuelle g par rapport a R et R’. En mécanique classique non relativiste, la force subie par un point matériel
est la méme dans deux référentiels galiléens. La charge, quant a elle, ne dépend pas du référentiel. On a
donc . . . .

q(E +Uyx X B) = q(E' + Uy» X B), (VIL25)

ouEetB (resp. E’ et B') sont les champs électrique et magnétique dans R (resp. R’). Comme Uy = Uy/w + Tr//R
(car oy jx = 0),
q (E+ Z?gzr/gz X B)) + qﬁq/iR’ X B) = qE’ + qﬁq/gg/ X B’/. (VHZ6)
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Ceci étant vrai pour toute vitesse /x/, on doit avoir

L

"= E + gz X B, (VIL27)

-

B =B. (VIL.28)

L

L’équation (VII.27) montre que le caractere électrique ou magnétique d’un terme n’a rien d’absolu mais
dépend du référentiel ; les champs électrique et magnétique ne sont pas indépendants, mais forment un tout :
le champ électromagnétique.

D’apres 1'équation (VIL.28), B’ semble ne pas dépendre de E, mais ces calculs ont été effectués dans le
cadre de la relativité galiléenne. Dans le cadre de la relativité restreinte, plus exact et plus approprié, méme
a faible vitesse, a 1’électromagnétisme, I'expression de B dépend aussi de E et est symétrique de celle de E.
A faible vitesse, I’équation (VIL.28) devient

-

B zg— '5):]{//RXE

> (VIL.29)

Méme si ||[Ux/ /x|l < ¢, le terme en E n'est pas négligeable devant celui en B si ||]§|| >c ||§||.

B. Force de Laplace

1. Expression

Considérons une portion de conducteur neutre se déplagant a la vitesse d’entrainement @, par rapport a
un référentiel galiléen R et parcourue par des courants. Différents types de porteurs de charge, référencés
par un indice k, se meuvent dans ce conducteur. Notons g la charge d’un porteur, v, le nombre de porteurs
de type k par unité de volume, 7y leur vitesse par rapport au conducteur (donc v + U, par rapport a R), et

ok la densité volumique de charge. La force magnétique exercée sur un porteur est gy (T + Ue) X B. La force
magnétique exercée sur la portion de conducteur, c.-a-d. sur tous les porteurs contenus dans le volume dr,
porte le nom de force de Laplace*®. Elle vaut

dﬁLapl = Z Vi drt qk (Z?k + 779) X B) = Z Ok Z7k X B)CTT + (Z‘ Qk) 779 X B)d’[, (VII.30)
k k k

soit, puisque le conducteur est neutre,
dFpp = 7% Bdr. (VIL31)

Pour un conducteur filiforme parcouru par un courant I, la force de Laplace exercée sur une portion ac
orientée dans le sens de I vaut S
dFap = 18 x B. (VIL32)

2. Travail des forces exercées sur un conducteur

Le travail de la force de Laplace exercée sur une portion de conducteur neutre se déplagant de d7' = 7, dt
vaut
A*Wiapl = dFpapi - d7 = (7 B) - d7d. (VIL33)

Ce travail * n’est généralement pas nul : il ne s’agit donc pas du travail de la force magnétique !
Pour clarifier ce point, reprenons le calcul du travail des forces électromagnétiques exercées sur un volume
d7 de conducteur se déplagant de d7:

&EW = Z oc (E + [ + o] X B) - (B + B.) dr dt. (VIL34)
k

Comme (G XB) -G =0et (G.xB)-7.=0,0ona

W = (Z gkﬁk) . (§+ Te X E)d’[dt + (Z Qk)E- . dr dt + ([Z Qkﬁk] X ﬁ) - T dr dt
k k k
= 7-(E+7.x Bydrdt + (7x B) - G dr dt. (VIL35)
Le terme R S
&*Wi = 7+ (E + 9 x B)d7 dt (VIL36)

3. Il ne faut pas la rajouter a la force de Lorentz : c’est la forme que prend le terme magnétique de celle-ci dans le cas d’un conducteur.
4. 1l s'agit en fait d'un « pseudo-travail » car le déplacement d7’n’est pas le méme pour toutes les charges. Voir Sherwood, B.A. (1983),
«Pseudowork and real work », American Journal of Physics, vol. 51, 597.
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est le travail électromoteur, c.-a-d. le travail fourni au conducteur par un générateur pour déplacer ses charges
libres par rapport a lui-méme, c.-a-d. pour maintenir le courant quand le conducteur se meut; sa source est
ici le champ électromoteur

fn =7 xB (VIL37)

engendré par le déplacement du conducteur dans le champ magnétique *°. Le champ électromoteur peut aussi

étre produit par une pile chimique *¢ ou, nous le verrons au chapitre VIII, par un champ magnétique variable;
—

le champ électrique comprend alors, outre le terme électrostatique « —grad V », un terme électromoteur qu’il

faut rajouter a fm.

Le deuxieme terme du membre de droite de (VIL.35) est le travail de la force de Laplace; il correspond au
travail fourni au conducteur pour le déplacer et est égal a 'opposé de la contribution des forces magnétiques
au travail électromoteur. Le travail total des forces magnétiques est donc bien nul.

Pour un conducteur filiforme, le travail de la force de Laplace sur une portion de conducteur s’écrit

AWyt = [(@€x B)-d7= 1B - (d7x df) = I B - &°5,, (VIL38)
ot I'on a utilisé I'invariance par permutation circulaire d"un produit mixte, c.-a-d.
SO\ o " - - "
@xb)-C=({bxC)-d=(Cxd)-b, (VIL.39)

et @25, = d7’x df est la surface balayée, « coupée » par 1'élément ar quand il se déplace de d7.

On obtient donc
Wil = [, (VIL40)

ot @, = B - d2S. est le flux de B coupé par df. Lintensité étant la méme en tout point d'un conducteur,
dans ’ARQS, le travail des forces de Laplace sur 1’ensemble du conducteur pendant dt est

AWyt = 1dD,, (VIL41)

ou dP, = SE@ & @, est le flux coupé par I'ensemble du conducteur C.

3. Energie potentielle

Réécrivons cette expression, dans le cas d'un champ magnétique stationnaire (c.-a-d. indépendant du
temps), pour un circuit filiforme C(t) fermé, éventuellement déformable mais de constitution constante. La
surface coupée 8. par le circuit n’est pas fermée. Complétons-la par une surface 8(t) s"appuyant sur le circuit
a l'instant f et par une surface S(t + dt) s’appuyant sur le circuit a I'instant t + dt. La surface 8t = 8. U 8(f) U

5. Rappelons que le champ électrostatique seul ne permet pas 'établissement d"un courant dans un circuit fermé. En effet, on a alors
Va— Vg =Rapl, ot Ryp est la résistance d'une portion AB de circuit. Pour un circuit fermé, A = B, donc 0 = R, ot1 la résistance
totale du circuit, R, est différente de 0. On a donc I = 0.

6. d?W est n'est alors plus le travail des seules forces électromagnétiques.
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8(t + dt) ainsi obtenue est fermée. L’orientation de 8. et celle de §(t) déterminée par celle de C(t) sont soit
toutes deux vers l'extérieur de Sy, soit vers l'intérieur. L'orientation de 8(¢ + df) déterminée par celle de
C(t + dt) est en sens opposé.

On a donc

956 B(t) - dSio = i( 56 B[] &S, + f f B[] - &S - f f Bl - d§), (VIL42)
St e S(b) S(t+dt)
ou l'orientation des surfaces est vers 1'extérieur dans ﬁgmt et est cohérente avec celle de € dans §e o f fs ® et
ffs(tmt)' Or
5@5 B(t)- dSir = 0 (VIL43)
Stot

pour B pris @ un méme instant en tout point de la surface, car div B = 0, donc

56 B(t)- &°S. = f f B(t) - 4S - f f B(t) - &S. (VIL44)
C(H) S(t+dt) 8(t)

Le champ étant stationnaire, on obtient
dO. = Ot + dt) — O(t) == dO, (VIL45)

olt O(t) = ﬂ;(t) B)(t) -dSet O(t+df) = fJ:S(Hdt) g(t +dt) - dS sont les flux de B a travers € aux instants f et f + df.
Si le champ est stationnaire, on a donc

AWpap = 1dD. (VIL46)
Si l'intensité est, elle aussi, stationnaire,
AWrapt = —dE,, (VIL47)
ou
SI:PI =-I® (VIL48)

est I’énergie potentielle ™ d’interaction entre la boucle et les sources du champ magnétique.

Un équilibre stable correspondant a un minimum de potentiel, la boucle a tendance a se déplacer et a
s’orienter (en 1’absence d’autres forces conservatives) de maniére a maximiser le flux (régle du flux maximal).
L'équilibre stable n’est bien stir atteint que parce qu’il y a des forces dissipatives; la boucle oscillerait sinon
autour de cette position.

7. Attention, 'expression de &, n’inclut pas 1’énergie nécessaire pour conserver un courant stationnaire.
P
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Cc. Actions sur un dip6le magnétique

Considérons un dipole magnétique permanent D de moment magnétique i, disons une boucle € rigide

2,

parcourue par un courant I stationnaire pour simplifier, placé dans un champ extérieur stationnaire Bey:.
énergie potentielle d’interaction vau

| ¢ tentielle d'interact t

&p(D & ext) = -1 = ~I f f Bext - dS ~ —Bex - f f 1dS, (VIL49)
8 8

en supposant Bext quasi uniforme a I’échelle de la boucle. Or f fs 1dS estle moment magnétique 7 de la boucle,

donc I'énergie d’interaction entre un dipdle magnétique de moment 7i de norme constante et les sources du
champ magnétique est

Ep(D & ext) = =it - By (VIL50)

Ce résultat, ainsi que ceux qui suivent, reste vrai pour une distribution volumique de courant localisée et
stationnaire (dans le référentiel du dipole, considéré comme un solide) de petite taille, par exemple un aimant.

|
Calcul hors programme
Pour un dipdle se comportant comme un solide, le travail des forces exercées sur lui pendant une durée
dt, lorsqu’un point C du dip6le subit une translation d7c et que le dipdle tourne d’un angle orienté da autour
d’un axe dirigé selon un vecteur unitaire i, vaut
dWext—p = ﬁext—>D : d77C + 1:)((:) dO_(), (1)

extoD

ot d@ = da#. En termes de vitesse de rotation &p;x du dipdle par rapport & un référentiel galiléen R,
da = a_))D/gz dt. 29

La valeur de 77 - B ne dépend que de la position du dipole, par l'intermédiaire de B, et de V'orientation de
. On a donc . . R
AWextp = —d&, = d(ii - B) = d. (11l - B) + dg (111 - B), @)
ol 9 est la «colatitude » de 1, ¢ sa «longitude»*® et les termes en indice des différentielles désignent les
variables par rapport auxquelles la différentiation est effectuée. On a

= —_— =
d?c(n—i -B) = gradc(n—i -B) - drc (4)
et R R
ds, ) (- B) = (ds, 1) - B. )
Or, pour toute fonction fj ses dérivées temporelles dans deux référentiels R et R’ sont reliées par
df’ df’ . R
(d—]:] = (d—j:) +a)jz//gz Xf, (6,)
/R /R’
donc
dnjl) ) - -
—_— = Wp/R Xm (7')
[5)..

puisque 77 est constant dans le référentiel R = D du dipdle.

8. 9 et ¢ sont deux des trois angles d’Euler. Le troisitme n’intervient pas dans l'expression de &p.
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On a donc
d(s,q])ﬂ_”l) = (drﬁ)/gg = a_)}D/gg x mdt = dad X . (8)
On en déduit que
dgs, (1t - B) = (dd@ x i) - B = (i x B) - dd@ )
car le produit mixte est invariant par permutation circulaire. On obtient finalement que
=1 - ~C) S T 5 B - - 3 - ,
dWext—p = Fextp - dfc + I, - d&@ = grad (1 - B) - d7c + (1 X B) - da, (101
d’oti, par identification,
| |
— .
Fouop = (gradit - Beul)(© ¥ (VIL51)
et
O =37 x Bont(O). (VIL52)

ext—D

9. Attention, comme ﬂgext = Uo Jext (en magnétostatique), la force l?exHD n’est égale a ([rﬁ . grad]gext)(C) que si Jext(C) = 0.
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