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Chapitre V

NOTIONS D'ELECTROCINETIQUE

A. Densité de courant, intensité

Nous avons jusqu’ici considéré uniquement des charges statiques, lesquelles sont seulement sources du
champ électrostatique. L'expression du champ électrique change lorsque les charges sont en mouvement.
Par ailleurs, les courants de charges sources produisent non seulement un champ électrique, mais aussi un
champ magnétique, lequel se traduit par une force magnétique exercée sur une charge test en mouvement.
II est donc nécessaire de quantifier la notion de courant de charges.

Soit § une surface orientée. On appelle intensité électrique Is la valeur de la charge traversant 8 par
unité de temps, comptée positivement si elle franchit § dans le méme sens que l’orientation de la surface, et
négativement sinon. Si dQs est la charge traversant § pendant dt,

dQs
I el (V.1)

Considérons un milieu contenant différents types de porteurs de charges k et calculons l'intensité dI tra-
versant une surface élémentaire dS orientée selon un vecteur 7ii. Notons v, la densité volumique de porteurs
de type k, gi leur charge individuelle et 7 leur vitesse par rapport a un référentiel dans lequel dS est fixe.
Projetons dS sur le plan perpendiculaire a 7 et notons dS, la surface projetée ainsi que 'aire de celle-ci. Les
charges de type k traversant dS entre t — dt et t sont dans 1’espace compris entre dS et le translaté par —7 dt
de dS. Le volume d*7;*! de cet espace est le méme que celui entre dS, et le translaté par 7, dt de cette

surface, donc &%ty = |0} dt - d§| = v dtdS,, ot v = ||tkll. 1l contient une charge szk = Vi gk d?7y.

Notons « I'angle entre ¥ et 7i. On a dS, = dS|cosal, donc Q= vk gr v dt dS|cosal. Sicosa > 0, alors
a € [0,7/2] et T et i sont dans le méme sens, donc dI; = +d2Qk/dt. Inversement, si cosa < 0, U et 7 sont
de sens opposés, donc dIl; = —c’[sz /dt. Dans tous les cas,

dlk =qukdeSCOSCK=qukl7k'd§=]_;<'d§, (V2)

]_;( = Vi gk ?7 (V3)

est la densité volumique de courant des porteurs de type k. En faisant la somme sur tous les types, on
obtient

aI = Z dl, = 7- 48, (V.4)
k
ou
=Yk (V5)
k
En termes de densité volumique de charge g, = v qx des porteurs de type k, on obtient
7=kaqkﬂk=29kﬁ’k. (V.6)
k k

Remarquer qu’on peut trés bien avoir un courant dans un corps neutre. Plus généralement, si les porteurs
de type k n’ont pas tous la méme vitesse, 7= )i g (Ux), ou {-) désigne la valeur moyenne.

1. La notation d?x (ou d?x pour une différentielle, c.-a-d. pour une variation infinitésimale) désigne une quantité infinitésimale du
second ordre, pas le carré d’'une quantité (ou variation) infinitésimale du premier ordre (celle-ci serait notée dx? ou dx?). Ainsi,
fs d*Qy est la charge dQy (portée par les particules de type k) traversant la surface § pendant dt.
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L’'intensité a travers une surface orientée finie 8§ est

I = f fs ar. (V.7)

Montrons que, pour un systéme localement neutre en tout point, la densité volumique de courant est
indépendante du référentiel. Rappelons que la vitesse d'un porteur de charge situé en un point M est donnée

par
(W)yx = @)z + Te(M), (V.8)

- - s . ’ A
ol R et R’ sont deux référentiels, To(M) = 7,%(0’) + dx//z X O’M est la vitesse d’entrainement de M, O’ est
l'origine d’un repere de R’ et W/ est la vitesse angulaire de R’ par rapport a R. En un point M,

iz = Z ok ()= = Z ok @)z + (Z 0k) Te(M)
x X

k
= Z ok (Ti) /% (puisque le métal est neutre)
k

= Jim- (V.9)

Calculons j'dans un corps métallique neutre (il est donc inutile de préciser le référentiel). Celui-ci contient
deux types de porteurs de charges : les électrons de conduction (indice «—») et les ions du réseau cristallin
(indice « + »); ces derniers sont fixes les uns par rapport aux autres. Le corps étant neutre, on peut calculer |
a partir des vitesses des porteurs par rapport au référentiel R, dans lequel les ions de la portion infinitésimale
de conducteur sont fixes (par abus de langage, on parlera parfois de vitesses « par rapport au métal », car le
réseau constitue I'essentiel de la masse du métal). On a

7=0-0)m, +0, @)z, = 0_ @)z, (V.10)

Dans un conducteur métallique, seule compte la vitesse relative des électrons par rapport au réseau. (Noter
que dans un conducteur métallique, les électrons se déplacent en sens inverse de la densité de courant.) Dans
un électrolyte, en revanche, il faut tenir compte de la vitesse de chaque type d’ion.

Dans un conducteur bidimensionnel (par exemple la surface d'un conducteur tridimensionnel), on peut

définir une densité surfacique de courant J. 1 suffit de remplacer 1'élément de surface dS par un élément
de longueur d¢. Si # est un vecteur unitaire normal a 1'élément de longueur (attention a ne pas prendre #
tangent), l'intensité dI traversant d¢ dans le sens de 7i est

ar=j-ae, (V.11)

J=Y oud (V12)
k

et oy est la densité surfacique de charge.

Dans une portion df de conducteur filiforme, 7 est parallele a d7 dans le référentiel otr cette portion est
fixe. Si ce conducteur est neutre, j est donc tangent en tout point au fil, quel que soit le référentiel.

B. Conservation de la charge

Considérons une surface $ fermée fixe. Pendant une durée dt, une charge Is df sort de 8. La variation
de la charge Qint contenue dans § est donc

dQint = —Is dt. (V.13)

Q= ]| fv odr, (V.14)

olt V est le volume de l'espace délimité par S. On a donc

%fffvgdfz—ffsf-dsi (V.15)
[ (175
f fs 7-dS = f f fv div jdr, (V.17)
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ffﬁ%dfz—fff\?divfdf. (V18)

Ceci étant vrai pour un volume quelconque, on obtient "équation locale de la conservation de la charge :

donc

div7 o0 0 (V.19)
+— =0. .
1V j o

c. Approximation des régimes quasi stationnaires
1. Validité

Nous allons dorénavant considérer des circuits électriques en régime stationnaire ou, plus généralement,
quasi stationnaire, c.-a-d. dont les tensions et intensités sont constantes ou lentement variables. Précisons
ce que nous entendons par la : un circuit est dit vérifier I'approximation des régimes quasi stationnaires
(ARQS; on dit aussi «approximation des régimes quasi permanents ») si

L<cT, (V.20)

ot T est le temps caractéristique d’évolution de ses propriétés (par exemple, la période en régime sinusoidal),
L est sa taille maximale et c est la vitesse de la lumiére dans le vide. Ceci revient a dire que le circuit est
suffisamment petit *> pour que le temps de propagation du champ électromagnétique d’un bout a I'autre du
circuit soit négligeable devant T.

Nous montrerons au § IX.A.1 que

divy=0 dans ’ARQS. (V.21)

Une conséquence immédiate de I'’ARQS et de I’équation locale de la conservation de la charge est que do/dt = 0
en tout point d"un circuit : un circuit neutre en tout point au repos reste donc localement neutre en régime
lentement variable. Précisons tout de suite que I’ARQS ne s’applique pas aux condensateurs !

2. Intensité a travers une section de conducteur

Considérons un trongon de conducteur délimité par une section 81, un section 8, et par la surface extérieure
8o de la portion de conducteur comprise entre 8; et 8;. La surface § = 8y U 81 U 8, est fermée. Dans ’ARQS,

on a div =0, donc
936 7-dS = f f f div 7dt =0, (V.22)
S v

ou V est le volume compris dans 8. Par ailleurs,

5@57-d§=ff f-d§+ff 7-d§+ff 7-ds. (V.23)
8 80 51 SZ

L'intégrale f fso 7 dS est nulle puisque les charges ne franchissent pas la surface extérieure 8y et qu’il ne

peut y avoir d’accumulation de charge dans I’ARQS (1a encore, rappelons que celle-ci ne s’applique pas aux
condensateurs). Orientons la surface 8; dans le méme sens que 8,. Les intensités I; et I, orientées de S;
vers S,, a travers ces deux surfaces valent

L= f f 7-(=dS) et L= f f 7-ds. (V.24)
81 32

11 = Iz . (V25)

On a donc

L’intensité traversant une section du conducteur étant la méme en tout point d’un conducteur filiforme (dans
I’ARQS), lorsqu’on parlera, sans préciser, de I'intensité électrique dans un conducteur, il s’agira de l'intensité
a travers une section quelconque.

3. Loi des noeuds (1 loi de Kirchhoff)

On peut appliquer le méme raisonnement en un neeud, c.-a-d. un embranchement ot plusieurs branches
conductrices se rejoignent. Notons I; l'intensité dans la branche n°k. Posons sy = —1 pour les branches dont

2. Pour de grands circuits, par exemple pour les cibles intercontinentaux sous-marins, il faut tenir compte du temps de propagation
(on obtient alors 1'équation dite «des télégraphistes »).
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le courant est orienté vers le nceud (courant entrant dans le nceud) et s = +1 pour celles dont le courant est
a rebours du noeud (courant sortant). On obtient la loi des naeuds, ou 17 loi de Kirchhoff,

Y ek =0, (V.26)

k

qui peut aussi s’écrire

Z I = Z I. (V.27)

courants courants
entrants sortants

D. Tension, intensité et puissance électrique

1. Tension et intensité; conventions générateur et récepteur

Un dipéle électrocinétique (sans rapport avec les dipoles électriques du chapitre III ou les dip6les magné-
tiques du § VIL.H) est une portion de conducteur délimitée par deux surfaces équipotentielles. Deux quantités
nous intéresseront particulierement : 1'intensité du courant qui le parcourt et la différence de potentiel, ou
tension *, entre ses bornes.

Nous allons dans ce qui suit donner la relation entre ces quantités pour différents dipdles. Notons I4p
I'intensité du courant orienté de la borne A du dipole vers sa borne B et Uap = V4 — Vg ou Ups = Vp—Va la
différence de potentiel entre ses bornes. Sur le schéma d'un circuit, 'orientation de I4p est marquée par une
fleche dirigée de A vers B posée sur le fil conducteur relié a A ou B. L'orientation de Usp est marquée par
une fleche parallele au dipole et dirigée de B vers A. Deux conventions sont possibles pour relier la tension
et l'intensité si le sens n’est pas explicitement indiqué en indice par les bornes :

e convention récepteur : tension U et intensité I en sens opposés, c.-a-d. que 1'on prend soit U = Uyg

et I =1y, s0it U=Ugy etl=1Ipy;

e convention générateur : tension U et intensité I dans le méme sens, c.-a-d. que l'on prend soit U = Upy

et I =1Ixp, soit U = Uypg et I = Ig4.
Comme leurs noms l'indiquent, la convention récepteur est par défaut adoptée pour un récepteur (résistor,
bobine, condensateur...) et la convention générateur est adoptée par défaut pour un générateur, mais rien
n’'interdit de s’en écarter. Il faut alors juste le préciser sur le schéma ou, dans les équations, en écrivant
explicitement Uyp plutot que U.

Remarque. Un dipodle (une batterie rechargeable, par exemple) peut fonctionner comme un récepteur a certains
moments et comme un générateur a d’autres. u

2. Puissance électrique

. P P = = . z . z
La force électrique exercée sur un électron vaut F = —e E. La puissance électrique recue par 1’électron vaut

S
F-7. En sommant sur tous les électrons présents dans un volume dt, on obtient la puissance électrique
recue par ce volume,

dP = —¢E-dvdr = 7- Edr. (V.28)

Une ligne de courant est une courbe sur laquelle j est tangent a la courbe en tout point. Un tube de
courant élémentaire est I'ensemble des lignes de courant traversant une surface infinitésimale de conducteur.
Découpons (on admet que c’est possible) le volume V d'un dip6le délimité par deux surfaces équipotentielles
situées en A et B en tubes de courant élémentaires (dans le sens de la longueur) et en sections équipotentielles
8§ séparées par une distance infinitésimale (dans le sens de la largeur). Les éléments résultant de ce hachage
ont un volume

dr = df- ds, (V.29)
ot df = dl il estla longueur du tube de courant entre deux sections et dS = dS i est la surface de la section de

tube de courant. Les sections étant équipotentielles, E=Eftet E-df = —dV. Par ailleurs, le courant passant
dans le tube vaut dI = j- dS avec /= j#. On a donc

-

dP = - Edr = (jil- Ef) (d¢i- dS#) = (ji - dS ) (d€ 17 - Eid) = (7- dS) (E - df) = dI (-dV). (V.30)

3. Certains auteurs distinguent «tension» ( f B E. dg) et «différence de potentiel» (V4 — V). La valeur de cette derniére dépend
d’ailleurs de la jauge utilisée pour définir V (cf. § IX.a.2). Voir «Tension électrique et/ou différence de potentiel ? », par David
Augier (http://augier.david. free.fr/notes/tension.pdf). Les deux quantités sont identiques en régime stationnaire et nous
esquiverons cette question.
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En intégrant sur une section équipotentielle, puis de A a B, on obtient

Pag = fA B(—dV[ f fs dl])z fA ’ ~dV Iap = Ing fA ’ -dv, (V.31)

puisque l'intensité est la méme a travers chaque section.
La puissance électrique regue par un dipéle AB vaut donc

UI en convention récepteur,

Pap = UapInp = { (V.32)

—UI en convention générateur.

Si U et I sont de méme signe en convention récepteur, P > 0 et le dipdle recoit de la puissance électrique :
il fonctionne bien en récepteur. Si U et I sont de signes opposés en convention récepteur, ou, ce qui revient
au méme, de méme signe en convention générateur, P < 0 : le dipdle recoit une puissance négative, c.-a-d.
qu’il fournit la puissance électrique —P > 0 au circuit : il fonctionne en générateur.

3. 2¢1loi de Kirchhoff, loi des mailles

La 2¢ Joi de Kirchhoff n’est qu'une relation de Chasles appliquée aux tensions : Usp = V4 — Vp et Upc =
Vg — V¢, dong, avec Uyc = Va4 — Vo,
Uac = Uag + Uac. (V.33)

En particulier, sur une maille, c.-a-d. une portion de circuit dont les deux extrémités A; et A, sont identiques,

=
[y

Upa,,, =0 (loi des mailles). (V.34)
1

=~
1l

Remarque. Cette relation n’est plus valable dans un champ magnétique externe variable : cf. chap. VIII. (En
revanche, le champ magnétique produit par le courant circulant dans les bobines est déja pris en compte dans
les tensions de celles-ci.) n

E. Conducteur ohmique. Résistors
1. Loi d’'Ohm

s N 2 . = . =3 =
Un électron de masse m et de charge —e soumis & un champ électrique E subit une force F = —e E*4.

o
Considérons en particulier un électron libre se déplacant dans un conducteur et prenons pour E le champ
moyenné a une échelle mésoscopique. Supposons en outre que le champ puisse étre traité comme uniforme

et stationnaire sur la distance et la durée considérées. La deuxiéme loi de Newton donne mdo/dt = —¢ ﬁ,
soit, apres intégration,

L

u(t) =t =0) - ekt . (V.35)

m
La vitesse de l'électron, et par conséquent la densité de courant, devrait ainsi tendre vers l'infini. Dans un
circuit, 1’électron n’est en fait pas completement libre. 11 subit des collisions avec le réseau cristallin *°, ce que
I'on modélise dans le modele de Drude par une force de frottement

Fo=-md, (V:36)
ol la constante positive 7. est un temps caractéristique. La deuxiéme loi de Newton prend alors la forme
dé 7 _ eE
—_— = (V.37)
dt Te m

On reconnait une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants. La solution de
I'équation homogene (c.-a-d. sans second membre) est de la forme

Fnlt) = Aetl™, (V.38)

4. En présence d’'un champ magnétique, il y a en outre une force magnétique transverse au mouvement. Cette force est responsable
de T'effet Hall.

5. Iln’y a bien str pas de contact direct entre les électrons de conduction et les noyaux ou électrons liés a ceux-ci : les collisions sont
dues aux fluctuations spatiales, au voisinage des noeuds du réseau, du champ électrique autour de sa valeur moyenne, ici notée

S
«E»; elles sont donc aussi de nature électromagnétique.
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> -
ol A est une constante vectorielle. On peut considérer E comme constant sur une durée de l'ordre de 7. et
sur la distance parcourue pendant celle-ci. Une solution particuliere est donc

- €Tlc 2
= - E V.39
R (v:39)

et la solution générale est
€Te =

F(t) = n(t) + Ty = Le ™ = —<E, (V.40)

ou X dépend des conditions initiales pour cet électron. Comme Un(t) tend vers 6 en quelques 7., en moyenne,

(@) ~ -

ctc B (V.41)

Cette vitesse moyenne des électrons dans le conducteur, appelée vitesse de dérive, est extrémement faible *° :
quelques 1072 mm/s. En revanche, le signal électrique se propage a une vitesse de l'ordre de celle de la
lumiere.

De méme, en moyenne,

verTe o

TR v(=e)(d) = E. (V.42)

On obtiendrait le méme résultat en considérant les interactions des électrons avec le réseau comme des collisions
remettant & zéro leur vitesse (par rapport au réseau) plutét que comme une force de frottement fluide : 7.

m

correspondrait alors au temps moyen entre deux collisions, (7) a la vitesse moyenne et /(v2) 7. au libre
parcours moyen entre deux collisions.
On a ainsi obtenu la loi d’Ohm locale :

7=7vE (V.43)
ot la constante positive
Ve T,
=— 44
v=—0 (V.44)

est la conductivité électrique du milieu. La loi de Joule peut aussi s’écrire
E=n7 (V.45)

otl 1] = 1/y est la résistivité du milieu.
Un conducteur dans lequel J=y E, avec y = c', s’appelle un conducteur ohmique ou, plus simplement,
une résistance ™. A 1'équilibre, on a 7= 0, donc E = 0, en accord avec ce qui avait été établi au § IV.s.1.
Intégrons cette relation sur une portion AB de fil du circuit, de section S constante et de longueur ¢ grande
devant le diametre du fil. Orientons-la par un vecteur # et notons 45 l'intensité orientée de A vers B. On a

- I -
7= % i (V.46)

donc, sur une longueur d¢,

— " Iig . dc

- grad V- = 42 ittt = ”S Lus. (V.47)

En intégrant de A & B, on obtient
Uap = Vi — Vg =RlIgp, (V.48)

soit la loi d’Ohm globale

U=RI (en convention récepteur), (V.49)
ou

nt

est la résistance de la portion AB. L'unité d’une résistance dans le Systeme International d'unités est I’ohm
(symbole «Q»). On utilise parfois aussi la conductance, G = 1/R (en siemens dans le SI; symbole «S»).

2. Loi de Joule

Du fait des collisions des électrons avec le réseau, la vitesse vectorielle moyenne des électrons est constante
dans un conducteur ohmique si la tension est constante. Les électrons transmettent donc au réseau, sous forme

6. La vitesse quadratique moyenne, (v?), est en revanche élevée.
7. Rigoureusement, il faudrait distinguer le résistor, dipole électrocinétique, de la «résistance », nombre caractérisant la conduction
dans ce dipdle. Par un abus de langage similaire, on appelle souvent « capacités » les condensateurs et «inductances » les bobines.
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de puissance calorifique, la puissance électrique qu’ils ont recue. (En termes d’énergie, le travail électrique
recu par un conducteur ohmique est intégralement converti en chaleur.) On obtient ainsi la loi de Joule
locale : la puissance calorifique recue par un volume dz de conducteur est

dP; = 7-Edr = y B> dr = 5 j* dr. (V.51)
La puissance calorifique recue par une résistance est

Py=Ul en convention récepteur,
2
- L _rpe (loi de Joule globale), (V.52)
R N .
indépendamment de la convention.

F. Autres dipoles usuels

Outre les résistances, étudiées au § V.g, nous nous intéresserons aux condensateurs, aux bobines et aux
générateurs.

1. Condensateurs

Les condensateurs ne sont pas des dipdles ohmiques puisque leurs armatures sont séparées par un isolant
et que le courant de charges ne traverse pas celui-ci*®. Nous admettrons que dans ’ARQS*’, les relations
établies au § IV.c pour la capacité, la relation entre charge et différence de potentiel ainsi que I’expression de
I'énergie restent valables.

La seule différence est que les charges sur les armatures sont reliées a 'intensité par

dQa
Isg = , V.53
ap = — (V.53)

soit
du L
I=C T en convention récepteur. (V.54)
Le condensateur recoit une puissance
P=UI en convention récepteur (V.55)
du dé

=C ar u= A (indépendamment de la convention), (V.56)

ou )
g=L ;’ (V.57)

est I"énergie emmagasinée dans le condensateur (cf. § IV.c.3).

2. Loi d’Ohm généralisée

Appliquons la loi d’Ohm a un circuit AB fermé, c.-a-d. tel que B = A, ne comportant que des dipoles
ohmiques (y compris les fils). Ona V4 — Vg =RI et comme A =B, V4 = V3, donc [ =0 : aucun courant ne
peut circuler! L’insertion de condensateurs chargés permet la circulation transitoire de courants, mais un
équilibre électrostatique est rapidement atteint et le courant devient alors nul.

Pour avoir un courant permanent dans le circuit, il faut introduire d’autres types de dipdles, ce qui oblige a

généraliser la loi d’Ohm. Dans un conducteur purement ohmique, j'= y E avecE = - grad V. Cette derniere
relation n’est plus vraie si les sources du champ ne sont pas statiques. Si le circuit se déplace dans un champ

magnétique, il faut rajouter une force magnétique a la force F exercée sur les électrons. Enfin, les champs
ne sont pas les seules causes possibles du déplacement des charges : dans une pile, par exemple, ce sont des
réactions chimiques dans 1’électrolyte qui provoquent le mouvement des ions entre la cathode et 1’anode, et
indirectement celui des électrons dans le circuit connecté aux bornes de la pile. On peut rassembler tous ces

termes dans un champ électromoteur fm. La loi d’Ohm locale prend alors la forme suivante

R — . o
Jj=y(—gradV + fm) (loi d’Ohm locale généralisée), (V.58)

8. En revanche, il y a un courant dit «de déplacement» (cf. § IX.a.1).

9. Il faut en fait distinguer deux ARQS différentes (cf. « Remarques sur I'approximation des régimes quasi stationnaires en électroma-
gnétisme », par André Domps (2003), Bulletin de I'union des physiciens 97, 159) : I’ARQS électrique, applicable aux condensateurs, et
I’ARQS magnétique, applicable aux autres conducteurs. C’est cette derniére qu’on entend généralement par « ARQS » sans précision.
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soit .
—gradV =107~ fm, (V.59)
ce qui, en intégrant de A a B donne
Va— Vg =RIsg — € (loi d’Ohm globale généralisée), (V.60)
ou
B -
€ap = f Fon - @1 (V.61)
A

est la force électromotrice (f.é.m.). Contrairement a ce que son nom suggere, il ne s’agit pas d’une force.
Elle a d’ailleurs la dimension d'une tension. Certains auteurs préferent 'appeler 1’électromotance.
On a donc

RI - € en convention récepteur,
- { P (V.62)

€ —RI en convention générateur.

a. Générateurs

Un générateur de tension idéal (on dit aussi une source de tension idéale) est un dipole électrocinétique
capable d'imposer entre ses bornes une tension indépendante de 'intensité qui le parcourt. Il doit pour cela
avoir une résistance négligeable; la tension entre ses bornes est donc

U=¢ en convention générateur. (V.63)
La puissance fournie par un tel générateur est
P=€l en convention générateur. (V.64)

Un générateur de tension non idéal peut étre modélisé comme 1’association en série d'un générateur de tension
idéal et d'une résistance.

Un générateur de courant idéal est a 'inverse capable d'imposer dans le fil auquel il est branché une
intensité indépendante de la tension entre ses bornes. Un générateur de courant non idéal peut étre modélisé
comme l’association en parallele d'un générateur de courant idéal et d’une résistance.

Contrairement aux autres dipdles considérés dans ce chapitre, un générateur est polarisé, c.-a-d. que le
comportement du circuit dépend dans le sens dans lequel il est branché. Le sens adopté pour orienter la
force électromotrice doit étre indiqué sur le schéma.

b. Bobine
Dans une bobine (cf. § VIIIL.p),
do
€= —— (V.65)
dt
est la force électromotrice d’induction, ot
d=LI (V.66)

estle flux a travers la bobine du champ magnétique créé par la bobine elle-méme, et L est 1’ [auto-]inductance,
ou inductance propre, de celle-ci. L'unité de I'inductance est le henry (symbole « H»). Pour une bobine de
résistance négligeable, on a donc

dI
Uu=_L E en convention récepteur. (V.67)
La puissance recue par la bobine est
P=UI en convention récepteur (V.68)
dI dé

=L—I=— V.69
dt dt ’ (V-69)

ou )

LTI
E = > (V.70)

est I"énergie emmagasinée dans la bobine.
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3. Association de résistances, de bobines

La résistance Rgr équivalente a un ensemble de résistances Ry en série est

Rer = ), Ri. (V71)
k

La résistance Rp,r équivalente a un ensemble de résistance Ry en paralléle est donnée par

1 _y L, (V.72)
Rpar Kk Ry

De méme, dans les deux cas, pour des bobines en remplacant R par I'inductance L.

G. Régime sinusoidal
1. Régimes transitoire et permanent

Considérons un circuit ne comportant que des générateurs, des résistors, des condensateurs et des bobines.
Les f.é.m. des générateurs sont imposées et les résistances, capacités et inductances des différents composants
sont constantes. Le but est de déterminer l'intensité du courant dans les différentes branches du circuit et la
tension aux bornes des dip6les. Ces intensités et tensions sont reliées par un systeme d’équations différentielles
linéaires du second ordre a coefficients constants (dépendant des résistances, capacités et inductances) et dont
le second membre fait intervenir des combinaisons linéaires des f.é.m. des générateurs.

Considérons le cas d'un régime sinusoidal, c.-a-d. ou1 ces f.é.m. sont sinusoidales et ont toutes la méme
pulsation. On obtient le méme genre de comportement que pour un oscillateur forcé sinusoidalement :

e Lorsqu’on allume le circuit, le circuit est en régime transitoire. Ce régime prend rapidement fin a

cause des résistances, car celles-ci sont équivalentes a des forces de frottement;

e Onentre alors dans un régime permanent dans lequel les tensions aux bornes de tous les composants et
les intensités dans ceux-ci sont sinusoidales et de méme pulsation que les générateurs. Seuls1l’amplitude
et le déphasage de ces quantités sont donc a déterminer.

Nous supposons dans ce qui suit que le régime permanent est atteint.
Si w est la pulsation des f.é.m., l'intensité (réelle) I traversant un dipole prend la forme

I(t) = Iy cos(w t + ¢o). (V.73)
1l est plus simple de raisonner en nombres complexes : on a I(#) = Re I(#), ou
1) = Iy el @te) = [ el @t (V.74)
est I'intensité en représentation complexe *1° et
Iy =T, el (V.75)
est I'amplitude complexe.
On obtient ainsi immédiatement que
% = (iwl) et = (hwe™?) el (V.76)

Le facteur e'“! apparaissant dans tous les termes, il peut étre simplifié. L'introduction des nombres complexes
en régime sinusoidal permanent permet donc de convertir le systeme d’équations différentielles en un systeme
linéaire ordinaire indépendant du temps. Les intensités et tensions peuvent alors étre obtenues par une simple
inversion de matrice.

2. Impédances complexes

a. Impédances des résistances, bobines et capacités

On appelle impédance complexe le rapport (constant en régime sinusoidal permanent)

u _ U
Z=—=—. (V.77)
I Iy
Pour une résistance, U = R1, donc
Zz = R. (V.78)
10. On peut aussi adopter la définition I(t) = [ye™'“!. La «représentation analytique d’un signal » permet de généraliser cette méthode

a des fonctions non sinusoidales (voir https://en.wikipedia.org/wiki/Analytic_signal).
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Pour une bobine, U = LdI/dt, soit

Uy=LGiwl), (V.79)
donc
Z; =iwlL. (V.80)
Pour un condensateur, I = CdU/d¢, soit
In = Ciwly), (V.81)
donc 1
Zc = oC (V.82)

b. Association d'impédances

Un ensemble de dipbles d'impédance Z; en série est équivalent a un dipole d'impédance
Zee =) Z (V.83)
k

Le méme ensemble de dipdles en parallele est équivalent a un dipole d'impédance Zp,; donnée par

1 1
= —_—. V.84
Zpar Zk: Zy ( )

3. Puissances

L'utilisation des nombres complexes ne pose pas de probléeme tant qu'on considere des combinaisons
linéaires a coefficients réels de tensions et d’intensités. En effet, si A; et A, sont des réels et que f; = Re f; et
f> = Re f5, alors

Mfi+Afo=ARefi+ARe fo = Re(Ay f1 + Az fo). (V.85)

En revanche, en général,
fi f2 # Re(f1 f2). (V.86)

Onn’adonc pas P =UI. Pour une tension U = U, cos(w t + @y) et une intensité I = Iy cos(w t + ¢y), la puissance

instantanée recue vaut

cosRQwt + @y + @1) + cos(pu — ¢r)
) ,

car cosacosb = (cos[a + b] + cos[a — b])/2. La puissance instantanée est de pulsation 2w. Sa valeur moyenne

sur une période ou sur un temps suffisamment long vaut

Uy I cos(pu — 1) Re( Uy Iy et Pu—en) ) B Re( ur )
2 B 2 a 2 )

P(t) = Uy Iy (V.87)

(P)=

(V.88)

oit I' = [je @) désigne la quantité conjuguée de I. En notation complexe, la puissance moyenne recue
vaut donc o
o . ur
(P) =Re(P), ou(P)= — (V.89)
Pour une bobine ou un condensateur, [ I est un nombre imaginaire, donc la puissance (réelle) moyenne
(P) recue en régime sinusoidal permanent est nulle. Pour une résistance,

RIFF  RIIP

(Py = > >

=(P)>o0. (V.90)

H. AC/DC. Valeurs efficaces et créte a créte

Les oscilloscopes et les multimetres fournissent des caractéristiques différentes d'un signal f(f) selon que
l'on est en mode AC ou en DC. En DC, les mesures se font sur f(t) tout entier. En AC, elle ne se font que
sur la partie variable de f(t), c.-a-d. sur g(t) = f(t) — (f), ot (f) est la valeur moyenne de f(t) sur une durée
suffisamment longue, c.-a-d. en filtrant les basses fréquences.

Pour un signal sinusoidal, f() = fo cos(w t + @g) +(f), o1 fy est’amplitude (standard) du signal. L'oscillo-
scope donne plutot I’amplitude créte a créte,

foc = max f(¢) — min f(¢), (V.91)
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ol le maximum et le minimum sont évalués sur une durée suffisamment longue. Cette définition s’applique
a tout signal périodique et élimine I'éventuelle composante constante (f), donc fec = gec. Pour un signal
sinusoidal, f.. = 2 f;.

L’amplitude créte a créte est sensible au bruit et il est souvent préférable d’utiliser la valeur efficace,

Jett = \/<f2>, (V.92)

ol la moyenne se fait sur une durée suffisamment longue. Si f(t) = focos(wt + @o) + {f),

T T T
(f2> = % f02c052(a)t+(po)dt+%f 2 focos(w t + o) (f)dt + %f <f>2dt (V.93)

t=0 £=0 £=0
_1(Mh 1 2 dt +0 + (f)? V94
== t:OT( + cos[2 (@t + o)l ) dt + 0 + (f) (V.94)

(car cos(2x) = 2cos®x — 1 et la moyenne de cos(wt + ¢p) est nulle sur une période), soit

1 (T RT i
<2>=—f (= () (V.95
=7 2 H==+ )
donc, pour un signal sinusoidal,

fett = \’foz/Z + (f)? en mode DC, (V.96)
Seff = i en mode AC. (V.97)

V2
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