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La théorie relativiste de la gravitation, trés bien vérifiée par les tests classiques dans le systéme solaire et
par le rayonnement gravitationnel du pulsar binaire, est un des outils fondamentaux de I'astrophysique.
Elle permet le calcul de la forme de I'onde gravitationnelle émise lors de la phase spiralante des binaires
d’étoiles a neutrons et de trous noirs. A partir d’'une approximation dite post newtonienne développée a
un ordre élevé, la prédiction de cette théorie est utilisée comme “patron d’onde” pour la recherche et
I'analyse du signal dans le réseau de détecteurs d’'ondes gravitationnelles VIRGO/LIGO.

a relativité générale est quel-
L quefois considérée comme la

plus importante création in-
tellectuelle jamais réalisée par un
seul homme : Albert Einstein. Elle
a révolutionné notre vision de la
nature de I'espace et du temps, et
de notre perception familiére de la
force de la gravitation. Les physi-
ciens “relativistes” admirent l’extra-
ordinaire cohérence mathématique
— et donc la beauté — de ses
équations. La relativité générale est
maintenant une vieille dame, qui est
née en 1915 apres des années de ges-
tation laborieuse remontant & la dé-
couverte de la relativité restreinte
en 1905, ’année miraculeuse d’Ein-
stein dont nous fétons le centenaire.
Nous allons voir que cette vieille
dame est trés en forme, car plus
que jamais la relativité générale est
considérée comme la théorie de la
gravitation.

Le phénoméne familier de la gra-
vitation posséde en relativité géné-
rale linterprétation extraordinaire
d’étre la manifestation de la cour-

bure de 'espace et du temps pro-
duite par la présence des corps mas-
sifs. Cette description est une consé-
quence d’un principe fondamental,
appelé de nos jours le principe
d’équivalence d’Einstein, qui est la
traduction en physique moderne du
fait que tous les corps sont accélérés
de la méme facon dans un champ
gravitationnel. On dit parfois que
la masse inerte m; des corps, qui
n’est rien d’autre que leur énergie
E = m;c® en utilisant Péquiva-
lence masse-énergie de la relativité
restreinte, est toujours égale & leur
masse gravitationnelle mg, qui est
I’analogue de la charge électrique
pour le champ gravitationnel. C’est
bien str Galilée qui a fait remar-
quer 'importance de cette “univer-
salité” du mouvement de chute libre
des corps (bien que son expérience
fameuse du haut de la tour de Pise
soit probablement apocryphe), mais
c’est Einstein qui a donné a ce fait
expérimental son statut définitif.

LE TRIPTYQUE DES TESTS
CLASSIQUES DANS LE
SYSTEME SOLAIRE

Dés 1845, Le Verrier a l'obser-
vatoire de Paris (un an avant sa
découverte de Neptune par le cal-
cul & partir des perturbations en-
gendrées sur Uranus), avait remar-
qué que le demi grand-axe de lor-
bite de Mercure précesse & chaque
rotation avec un angle qui est lége-
rement en avance par rapport a la
prédiction théorique Ay. Son cal-
cul de Ay, en théorie de Newton,
était fondé sur les perturbations in-
duites par les autres planétes, prin-
cipalement Vénus qui est la plus
proche de Mercure, et Jupiter qui
est la plus massive du systéme so-
laire. L’avance anormale du périhé-
lie était restée inexpliquée et avait
alimenté de nombreuses spécula-
tions, parmi lesquelles l’existence
d’une nouvelle planéte intérieure a
Porbite de Mercure (dénommeée Vul-
cain par Le Verrier), la présence
possible d’un anneau de matiére



zodiacale dans le plan de D’éclip-
tique, et méme une modification
de la loi newtonienne en 1/r%. Dés
I’'obtention des équations du champ
gravitationnel en novembre 1915,
Einstein prouvera que les correc-
tions purement relativistes au mou-
vement d’une planéte sur une ellipse
keplerienne impliquent une rotation
supplémentaire du grand axe de I’el-
lipse donnée par
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oll a et e sont le demi grand-axe
et l’excentricité de ’orbite, My est
la masse du Soleil, et G et ¢ sont
la constante de la gravitation et la
vitesse de la lumiére. Numérique-
ment on trouve 43” d’arc par siécle,
qui s’ajoutent donc a la préces-
sion newtonienne Ay pour étre en
parfait accord avec 1’observation!
C’est, certainement ce succés remar-
quable qui a convaincu Einstein de
la justesse de la théorie naissante
(c’était d’ailleurs a I’époque la seule
confrontation possible de la théorie
a des observations réelles).

Le deuxiéme “test classique”, en-
core plus célébre, est celui de 'angle
de déviation de la lumiére en pro-
venance d’une source lointaine (un
quasar dans les mesures récentes),
par le champ de gravitation du So-
leil. 11 est donné en relativité géné-
rale, dans le cas d’un rayon rasant
la surface du Soleil (rayon Rg), par
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Cet angle vaut deuz fois la valeur
estimée en théorie de Newton, car
en effet si on considére la lumiére
comme faite de corpuscules de vi-
tesse ¢ (et de masse arbitraire, car
la masse n’intervient pas), il y a
bien une déviation de la lumiére
chez Newton ! En fait on peut mon-
trer que le facteur 4 dans ’expres-
sion de ag se décompose en “2+427,
avec le premier 2 qui provient du
principe d’équivalence, m; = my,
qui est vrai en relativité générale
comme en théorie de Newton, et le
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second 2 qui est un effet supplémen-
taire da & la courbure de I’espace en
relativité générale. L’angle ag vaut
1.75” d’arc, et fut mesuré lors d’une
éclipse du Soleil par Eddington en
1919, qui put d’ores et déja conclure
que la théorie de Newton était ex-
clue expérimentalement. (En cette
année du traité de Versailles un an-
glais mettait & mal la théorie d’un
autre anglais, et confirmait expéri-
mentalement celle d’un allemand.)

L’effet Shapiro compléte notre
triptyque des tests classiques de la
relativité générale dans le systéme
solaire. C’est un retard dd au champ
de gravitation dans les temps d’ar-
rivée de photons ayant rasé la sur-
face du Soleil. Non seulement la tra-
jectoire de la lumiére est déviée de
I’angle a@, mais les photons sur
leur trajectoire sont ralentis par le
champ du Soleil. L’effet n’est pas du
tout négligeable, et il a été calculé
et observé pour la premiére fois par
Shapiro en 1964. Son expérience a
consisté a mesurer le temps d’aller-
retour de photons radio émis sur
Terre vers Mercure, réfléchis sur le
sol de Mercure et renvoyés vers la
Terre, lorsque la trajectoire des pho-
tons passe & proximité de la surface
du Soleil. L’effet principal du ralen-
tissement de la lumiére est donné
par
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ol rg et rg sont les distances de
la Terre et de Mercure au Soleil.
Contrairement aux autres tests, I’ef-
fet Shapiro ne date pas de I’enfance
de la relativité générale. Curieuse-
ment, Einstein n’a jamais pensé &
calculer cet effet. Ayant obtenu la
trajectoire des photons au voisinage
du Soleil et leur angle de dévia-
tion ag), il n’a apparemment jamais
cherché & connaitre le mouvement
“horaire” des photons sur leur tra-
jectoire, ce qui lui aurait donné leur
retard gravitationnel AT — un nou-
vel effet tout a fait intéressant.

La relativité générale est main-
tenant vérifiée dans le systéme so-
laire & mieux que 1/1000°™¢ preés.
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Des mesures trés précises d’astro-
métrie, telles que celles du futur
satellite GATA qui sera lancé par
I’agence spatiale européenne, de-
vraient encore améliorer la précision
sur la déviation de la lumiére. Des
théories alternatives de la gravita-
tion, comme par exemple la théo-
rie de Brans et Dicke ou l'on ra-
joute un champ scalaire au champ
gravitationnel de la relativité géné-
rale, et qui fut une théorie fameuse
en son temps (1961), ont été élimi-
nées par ces observations. Cepen-
dant, dans le systéme solaire, les
vitesses des corps sont trés petites
par rapport & la vitesse de la lu-
miére, v < 107%¢, et le champ de
gravitation est faible, car le poten-
tiel newtonien U est tout petit en
unités relativistes, U < 1075 ¢2. Les
tests classiques n’ont donc vérifié
qu'un régime assez restreint de la
théorie, celui de sa limite “quasi-
newtonienne”.

LA RELATIVITE GENERALE, UN
OUTIL POUR
L'’ASTROPHYSIQUE

Aprés son enfance brillante, la
vieille dame a connu une adoles-
cence difficile. Elle fut longtemps
considérée comme un “paradis pour
le théoricien”, mais un “désert pour
Iexpérimentateur”. En fait, elle est
restée & l'écart du courant princi-
pal de la physique, dominé par la
mécanique quantique et la théorie
quantique des champs, jusqu’au dé-
but des années 1960 (notre théorie
est alors quadragénaire), époque &
laquelle elle a subi un renouveau et
un essor remarquables.

Du point de vue théorique,
cette époque a vu l’élucidation du
concept de trou noir, et la magni-
fique découverte par Kerr du trou
noir en rotation (1963). Le trou
noir de Schwarzschild, sans rota-
tion, date des premiers mois de la
relativité générale, mais a ’époque
on considérait cette solution comme
valable uniquement & I'extérieur
d’une étoile, et ce n’est que dans
les années 60 que ’on analysera les
propriétés du trou noir au voisinage



de I’horizon, pour comprendre que
ces objets peuvent réellement exis-
ter dans la nature. De méme pour
le rayonnement, gravitationnel, dont
on a vraiment compris les carac-
téristiques pendant cette période;
auparavant une controverse faisait
rage sur ’existence réelle des ondes
gravitationnelles!

On peut dire que les expériences
modernes de gravitation ont com-
mencé avec la vérification précise en

laboratoire du décalage gravitation-
nel vers le rouge ou effet Einstein,
par Pound et Rebka en 1960. Sou-
vent considérée comme le 4°™° test
classique de la théorie, cette vérifi-
cation est en fait un test du prin-
cipe d’équivalence qui est donc plus
général. A la méme époque on ten-
tait la détection du rayonnement
gravitationnel & ’aide d’un cylindre
meétallique résonnant appelé main-
tenant barre de Weber.

La relativité générale émerge
alors enfin en tant que théorie phy-
sique, qui fait des prédictions et
voit, ses prédictions réalisées. La dé-
couverte en 1974 du pulsar binaire
PSR 1913+16, et la preuve expé-
rimentale de l’existence du rayon-
nement gravitationnel tel qu’il est
prévu par la relativité générale,
illustre merveilleusement la capa-
cité de prédiction de notre théorie
(voir Vencadré 1).

Encadré 1

L’année 1974 fut faste pour les “relativistes” avec la
découverte par Hulse et Taylor d’un systéme
extrémement intéressant : le pulsar binaire

LE PULSAR BINAIRE PSR 1913+16

et une lente dérive de la période orbitale du
mouvement (P < 0). On sait qu’en premiére
approximation le rayonnement gravitationnel est

PSR 1913+16, qui valut & ses découvreurs le prix
Nobel en 1993. C’est un pulsar, c’est-a-dire une étoile
& neutrons en rotation rapide sur elle-méme (avec une
période de 56 ms), qui envoie ¢ chaque rotation, tel un
phare, du rayonnement électromagnétique radio en
direction de la Terre. L’analyse des instants d’arrivée
des pulses radio montre (grace a leur décalage
Doppler) que PSR 1913+16 est en orbite autour d’une
étoile compagnon, probablement une autre étoile a
neutrons. L’orbite est une ellipse quasi-keplerienne de
période orbitale P ~ 7T"40™" | d’excentricité e ~ 0.617
et de demi grand-aze a ~ 105km. Les masses du
pulsar et de son compagnon (m, et m.) sont toutes
deux environ égales 6 1.4 Mg (qui est la masse des
étoiles a neutrons). PSR 1913+16 est un systéme
passionnant car les effets relativistes jouent un role
important dans sa dynamique. Par exemple, la
précession relativiste Ar du périastre de lorbite est de
lordre de 4 degrés par an, 4 comparer avec les 437 arc
par siécle du périhélie de Mercure.

Le systeme double formé par le pulsar et son
compagnon émet du rayonnement gravitationnel, ce
qui se traduit par une perte d’énergie orbitale, et donc
par le rapprochement des deux étoiles l'une de lautre,

quadrupolaire et le flux du rayonnement est donné par
la formule dite du quadrupole d’Finstein. Si l'on
applique cette formule & un systéme de deur masses
ponctuelles en mouvement sur une ellipse keplerienne
on trouve un résultat di o Peters et Mathews (1963),
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Dans le cas du pulsar binaire cette formule donne

P =-2410"'2s/s, qui représente donc la
décroissance de la période orbitale mesurée en secondes
& chaque seconde. Cette prédiction purement théorique
est en excellent accord (& mieuz que 0.5% prés) avec
les observations effectuées par Taylor et ses
collaborateurs. C’est une vérification remarquable,
lune des confirmations les plus importantes de la
relativité générale, et 'une des mesures les plus
précises effectuées en astronomie. Mais pour nous elle
représente une validation observationnelle de l'ordre
newtonien sur lequel est fondé nos investigations post
newtoniennes pour les binaires compactes spiralantes
(voir Dencadré 2)!

Aujourd’hui la relativité géné-
rale est un “outil” permettant d’ex-
plorer ’existence et de comprendre
les observations de nouveaux objets
ou de nouveaux phénoménes en as-
trophysique. Par exemple les pro-
priétés particuliéres du trou noir
de Kerr sont utilisées par les as-
trophysiciens travaillant sur les ob-
jets compacts et les disques d’accré-

tion autour de trous noirs. La relati-
vité générale va probablement per-
mettre d’ouvrir une nouvelle “fené-
tre” en astronomie, celle des ondes
gravitationnelles, car ce rayonne-
ment a des propriétés spécifiques
trés différentes des ondes électroma-
gnétiques.

Il faut pourtant garder & l'es-
prit que le domaine ou s’exerce

la relativité générale est le ma-
crocosme. Cette théorie n’incorpore
pas les lois de la mécanique quan-
tique, et il est probable qu’elle doive
étre considérée comme une théo-
rie “effective” valable uniquement &
grande échelle. Assez étrangement,
la force gravitationnelle n’a pu étre
testée en laboratoire que jusqu’a
une échelle de 'ordre du millimétre.



Figure 1 -

A une échelle microscopique, infé-
rieure ou trés inférieure au milli-
meétre, on ne connait expérimenta-
lement rien de la loi gravitationnelle
et il est vraisemblable que la relati-
vité générale stricto sensu ne s’ap-
plique plus.

LA DETECTION
INTERFEROMETRIQUE DU
RAYONNEMENT
GRAVITATIONNEL

Une onde gravitationnelle est en-
gendrée par le mouvement accé-
léré des corps massifs. Dans notre
théorie, le champ de gravitation
est représenté par la métrique de
I’espace-temps, et ’on peut montrer
que les composantes de la métrique
obéissent en premiére approxima-
tion, dans un systéme de coordon-
nées particulier, & une équation de
d’Alembert ou équation des ondes.
On a donc affaire & une onde gravi-

tationnelle, qui doit étre vue comme
une perturbation de la surface de
I’espace-temps se propageant & la
vitesse de la lumiére. L’action de
l’onde gravitationnelle sur la ma-
tiére se traduit par des déformations
analogues & celles produites par un
champ de marée. La variation rela-
tive de la taille L d’un détecteur au
passage de 'onde est donnée par
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ou h représente l'amplitude de
l’onde gravitationnelle, c’est-a-dire
la modification de la métrique de
I’espace-temps par rapport & la mé-
trique “plate” de Minkowski en 1’ab-
sence du champ gravitationnel.

De nouvelles expériences vont
tenter pour la premiére fois de dé-
tecter le rayonnement gravitation-
nel produit par des sources cos-
miques. Ces expériences sont fon-
dées sur linterféromeétrie a laser,

L’amplitude attendue pour une
onde gravitationnelle en provenance
de systémes binaires & une distance
de 100 Mpc est h ~ 10723, ce qui,
d’aprés 'estimation précédente sur
la variation de longueur du détec-
teur, donne 6L ~ 1072°m dans
le cas de VIRGO soit 107° fermi!
Comment est-il possible de mesurer
un tel déplacement ? La réponse est
qu’en réalité on mesure le déplace-
ment collectif de N atomes des mi-
roirs en entrée et en bout de bras de
Iinterféromeétre. La mesure contient
donc un effet de moyenne sur les
atomes ce qui permet de gagner un

Vue du détecteur d’ondes gravitationnelles VIRGO 4 Cascina, prés de Pise.

facteur vN. Avec N ~ 10'® ce qui
correspond & une couche atomique
en surface du miroir on constate
que la mesure effective & réaliser est
beaucoup plus raisonnable, 0 Leg =

VNOSL ~ 1071 m.

Il existe de nombreuses sources
astrophysiques potentielles dont le
rayonnement gravitationnel pour-
rait étre détecté par VIRGO et
LIGO. Les supernovee, qui sont des
explosions d’étoiles massives en fin
de vie lorsqu’elles ont épuisé tout
leur “combustible” nucléaire, ont
longtemps été considérées comme
des sources d’ondes gravitation-
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et sont constituées de gigantesques
interféromeétres de Michelson avec
cavités Fabry-Perot. Elles ambi-
tionnent de former un réseau inter-
national, comprenant des interféro-
meétres de grande taille, LIGO aux
Etats-Unis dont les bras ont une
longueur de 4km, et VIRGO qui est
construit prés de Pise avec des bras
de 3km dans le cadre d’une colla-
boration franco-italienne (voir la fi-
gure 1). Le réseau comprend aussi
des détecteurs de taille plus mo-
deste, GEO & Hanovre et TAMA au
Japon.

Le grand intérét de linterféro-
métrie & laser pour la détection des
ondes gravitationnelles, est la bande
de fréquence trés large du détecteur,
typiquement de ~ 10Hz & 1000 Hz
pour VIRGO. Les barres de We-
ber en revanche ne peuvent détec-
ter qu’au voisinage de la fréquence
de résonance de la barre.

nelles intéressantes, mais on sait
maintenant qu’elles engendrent en
fait peu de rayonnement. En effet
Ieffondrement des couches internes
de la supernova, qui devrait étre res-
ponsable de la production du rayon-
nement gravitationnel, est essen-
tiellement sphérique, et d’aprés un
théoréme fameux de relativité géné-
rale, le champ extérieur a une dis-
tribution sphérique de matiére est
donné par la solution de Schwarz-
schild qui est statique —il n’y a donc
pas de rayonnement émis. Beaucoup
plus intéressants pour VIRGO et
LIGO sont les systémes binaires,



car leur dynamique est fortement
asymeétrique et ils engendrent beau-
coup de rayonnement gravitation-
nel.

SPIRALE ET MORT DES
SYSTEMES BINAIRES
D’ETOILES COMPACTES

Une binaire compacte spiralante
est ce que deviendra le pulsar bi-
naire PSR 1913+16 (encadré 1)
dans quelques centaines de millions
d’années, lorsqu’il finira par fusion-
ner avec son compagnon. Pendant
toute sa vie il aura émis son éner-
gie de liaison gravitationnelle sous
forme de rayonnement gravitation-
nel, jusqu’a ce que les deux étoiles &
neutrons tombent I'une sur 'autre.
(Rappelons qu’une étoile & neutrons
est un astre compact, formé es-
sentiellement de neutrons avec une
densité comparable & celle de la
matiére nucléaire, et dont la taille
est & peu prés celle de I'aggloméra-
tion parisienne pour une masse de
~1.4Mg.)

Dans les derniers instants avant
la fusion finale, les deux objets com-
pacts (étoiles & neutrons ou trous
noirs) décrivent une orbite rappro-
chée qui a la forme d’une spirale
circulaire rentrante a cause de la
perte d’énergie liée & I’émission du
rayonnement gravitationnel. C’est
ce rayonnement que ’on observera
sur Terre ou il déformera 1’espace-
temps avec une amplitude relative
de T'ordre de 10723 (voir la figure
2). Au cours de la phase spiralante,
la distance entre les deux étoiles
diminue au cours du temps, et la
fréquence orbitale du mouvement,
w = 27/P ou P est la période, aug-
mente. On peut montrer que I’évo-
lution de l'orbite est adiabatique,
dans le sens ot le changement relatif
de fréquence pendant une période
correspondante reste faible, w/w? <
0.1. Nous allons voir comment cette
propriété d’adiabaticité permet de
définir un schéma d’approximation
trés puissant en relativité générale,
capable de décrire la spirale avec
grande précision.
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Figure 1 - Onde gravitationnelle
h(t) émise par une binaire compacte
spiralante. La fréquence et [amplitude
de 'onde augmentent adiabatiquement au
cours du temps.

A la fin de la phase spiralante,
le systéme binaire atteint ce qu’on
appelle la derniére orbite circu-
laire (dite aussi “innermost circu-
lar orbit” ou ICO), a partir de la-
quelle I’évolution de l'orbite cesse
d’étre adiabatique. Les deux corps
plongent alors I'un sur Iautre et fu-
sionnent trés rapidement pour for-
mer un trou noir unique. A cause de
la dynamique violente qui conduit &
la formation de ce trou noir, celui-
ci est initialement trés déformé et
soumis & d’importantes vibrations,
mais il finira par atteindre, avec
I’émission de ses modes de vibration
intrinséques en ondes gravitation-
nelles, un régime stationnaire décrit
par la solution de Kerr pour le trou
noir en rotation.

Les binaires compactes spira-
lantes sont des systémes parmi les
plus relativistes que ’on puisse ima-
giner, & la fois du point de vue
de la relativité restreinte, car la vi-
tesse orbitale atteint ~ 0.5 ¢ au mo-
ment du passage a la derniére orbite
circulaire, et de la relativité géné-
rale, car les masses en jeu sont im-
portantes, 1.4 Mg pour les étoiles
& neutrons et peut-étre jusqu’a
20 M pour des trous noirs, donc
les champs gravitationnels sont in-
tenses. Des milliers de cycles orbi-
taux sont parcourus en quelques se-
condes avant la fusion finale, dans
ce qu’on peut décrire de facon ima-
gée comme une “spirale infernale”,
constituant les derniers spasmes de
I’agonie du systéme binaire. La spi-
rale et la mort des binaires com-
pactes représente donc un événe-
ment tout & fait impressionnant
du point de vue de l'astrophy-
sique. C’est principalement pendant
la phase spiralée précédant immé-
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diatement la fusion que ’onde gra-
vitationnelle qui sera détectée par
VIRGO et LIGO est produite.

De tels événements cataclys-
miques de fusion d’objets compacts
se produisent dans 'univers. A par-
tir des systémes binaires d’étoiles a
neutrons connus dans notre Galaxie
(le pulsar binaire PSR 1913+16 en
est l'exemple le plus célébre), on
peut en déduire que quelques fu-
sions d’étoiles & neutrons devraient
survenir par an dans un volume
de environ 100 Mpc de rayon cen-
tré sur notre Galaxie. Un tel vo-
lume contient des milliers de ga-
laxies, dont toutes celles de ’amas
de la Vierge (qui a donné son nom
a VIRGO) situé au centre du super-
amas de galaxies dans lequel nous
vivons. A cette distance le signal
gravitationnel sera assez puissant
pour étre observé par le réseau ac-
tuel des détecteurs ou par une gé-
nération de détecteurs de sensibi-
lité améliorée. Il rentrera dans leur
bande de fréquence quelques mi-
nutes avant la fusion, lorsque la fré-
quence du signal gravitationnel at-
teindra f ~ 10Hz (d’aprés les pro-
priétés des ondes gravitationnelles
la fréquence de ’harmonique prin-
cipale du signal est double de la fré-
quence orbitale du mouvement, f =
w/m =2/P). VIRGO, qui a de trés
bonnes performances a basse fré-
quence grace 3 ses tours d’isolation
du bruit sismique terrestre, pourra
notamment capter trés tot le signal
des binaires spiralantes d’étoiles a
neutrons, et augmenter ainsi le rap-
port signal-sur-bruit par une longue
intégration du signal & partir de la
basse fréquence.

L’existence des binaires spira-
lantes de trous noirs est plus in-
certaine, car malheureusement on
ne connait pas de systémes de
deux trous noirs dans notre Ga-
laxie. Néanmoins, grace a la simu-
lation numérique des phases succes-
sives d’évolution des systémes bi-
naires, on peut estimer que le taux
de fusion de deux trous noirs pour-
rait étre comparable ou supérieur &
celui des étoiles & neutrons. Les as-
trophysiciens pensent souvent que



la premiére détection du rayonne-
ment gravitationnel par VIRGO et
LIGO sera celle d’une binaire spira-
lante de trous noirs.

LE PROBLEME DES DEUX CORPS
EN RELATIVITE GENERALE

Pour le théoricien “relativiste”
I’intérét principal des binaires com-
pactes spiralantes réside dans le fait
que l'onde gravitationnelle qu’elles
émettent est calculable avec grande
précision, indépendamment des dé-
tails de la structure interne des
étoiles compactes, et de la présence
possible d’un environnement astro-
physique “sale”. Par exemple les ef-
fets non gravitationnels, qui com-
pliquent habituellement 1’astrophy-
sique des systémes binaires (champs
magnétiques, présence d’un mi-
lieu interstellaire, eic.), sont négli-
geables. La dynamique des binaires
spiralantes est dominée par les effets
gravitationnels orbitaux (les effets
de marées jouent trés peu de role
dans le cas de corps compacts). On
peut donc modéliser le systéme par
deux particules ponctuelles, sans
structure interne, caractérisées uni-
quement par leurs masses mi et mo,
et aussi éventuellement par leurs
spins.

Ainsi le probléme théorique des
binaires spiralantes est un pur pro-
bléme de mécanique céleste : le pro-
bléme des deux corps (considérés
comme ponctuels) en relativité gé-
nérale. On sait qu’en théorie de
Newton le probléme des 2 corps est
“intégrable”, mais qu’a partir de 3
corps les équations du mouvement
ne peuvent pas étre résolues dans
le cas général. En relativité générale
méme pour 2 corps on ne peut pas
écrire de fagon exacte les équations
du mouvement et encore moins les
résoudre ! Le probléme & un corps en
revanche admet une solution exacte
qui est donnée par la métrique du
trou noir de Schwarzschild.

N’admettant pas de solution
exacte le probléme relativiste des
deux corps doit étre traité par
des méthodes d’approximations. Ce
n’est pas un drame car pratique-

ment tous les grands succés de la
relativité générale dans sa confron-
tation avec 'expérience et 1'obser-
vation ont étés obtenus grace & de
telles méthodes.

Notre schéma d’approximation
fait intervenir ce que nous avons
dit & propos du spiralement adia-
batique des binaires compactes. Il
se trouve en effet que le petit pa-
ramétre adiabatique est en fait pe-
tit dans le sens post newtonien, car
on a w/w? = O[(v/c)®], ot v est
la vitesse orbitale des corps et c la
vitesse de la lumiére. L’approxima-
tion post newtonienne consiste a dé-
velopper la relativité générale au-
tour de la théorie de Newton, sous la
forme d’un développement en puis-
sances de v/c lorsque v/c — 0,
ce qui peut étre vu plus formel-
lement comme un développement
quand ¢ — +oo. L’ordre d’approxi-
mation (v/c)® correspond au pre-
mier effet de ce qu’on appelle la ré-
action de rayonnement, c’est-a-dire
I'influence de I’émission du rayon-
nement gravitationnel sur le mou-
vement du systéme binaire, qui se
traduit par un petit effet de “frei-
nage” des corps sur leur orbite, et
donc par une décroissance de la pé-
riode orbitale P.

L’approximation post newto-
nienne est la seule technique connue
qui permet de décrire la phase spira-
lante des binaires compactes (pen-
dant laquelle on a v/c < 0.5), et elle
est valable jusqu’a la derniére or-
bite circulaire. Passée cette orbite le
développement post newtonien de-
vrait en principe étre remplacé par
un calcul d’intégration numérique
des équations d’Einstein. Un tel cal-
cul est indispensable pour décrire
en détail le mécanisme de fusion
des deux horizons des trous noirs,
et obtenir la forme d’onde gravi-
tationnelle produite lors de cette
phase. Malheureusement la relati-
vité numérique n’a pas encore réussi
a4 résoudre ce probléme extréme-
ment difficile, bien qu’il ait été 1'ob-
jet de ce qu’on a appelé le “bi-
nary black hole Grand challenge”,
qui a mobilis¢é de nombreux insti-
tuts américains mais n’a pas ap-
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porté les résultats escomptés. Il se
trouve que vouloir calculer numé-
riquement la fusion de deux trous
noirs en utilisant la “force brute”
d’un ordinateur n’est pas réalisable
actuellement, malgré certaines per-
cées remarquables ces derniéres an-
nées. Heureusement, dans le cas
d’étoiles & neutrons ou de trous
noirs peu massifs, la plus grande
partie du rapport signal-sur-bruit
dans VIRGO et LIGO proviendra
de la phase spiralante précédant la
fusion, qui est trés bien décrite par
la théorie post newtonienne.

PATRONS D'ONDES
GRAVITATIONNELLES POUR
VIRGO ET LIGO

Le développement post newto-
nien va s’avérer ’outil idéal pour le
calcul de la radiation gravitation-
nelle d’une binaire compacte spi-
ralante. Et comme 1’approximation
post newtonienne va devoir étre dé-
veloppée jusqu’a un ordre trés élevé
ce probléme va devenir un vrai pa-
radis pour le théoricien! Des études
d’analyse du signal dans les détec-
teurs VIRGO et LIGO ont en effet
montré qu’une prédiction trés pré-
cise de la relativité générale est né-
cessaire pour tirer parti de toute
Iinformation potentielle contenue
dans le signal des binaires spira-
lantes. Pour détecter le signal gra-
vitationnel (et I’analyser ultérieure-
ment) on utilise la prédiction théo-
rique, que 1’on appelle pour 'occa-
sion le “patron” d’onde gravitation-
nelle, et on effectue sa corrélation
avec le signal de sortie du détecteur.
Si le patron est une copie fidéle du
signal réel (c’est-a-dire si la prédic-
tion de la relativité générale est cor-
recte), alors la corrélation est im-
portante, et I'on aura détecté une
onde gravitationnelle.

Il a été montré que les pa-
trons d’ondes doivent prendre en
compte toutes les corrections relati-
vistes dans le champ d’ondes gravi-
tationnelles jusqu’a la troisiéme ap-
proximation post newtonienne, qui
correspond & une précision rela-
tive incluant tous les termes jus-



qu’a lordre (v/c)® par rapport &
la formule du quadrupole d’Einstein
pour le rayonnement gravitation-

nel. Dans le jargon cette approxi-
mation s’appelle 3PN, et plus géné-

ralement les termes post newtoniens
~ (v/c)?" sont dits d’ordre nPN.

Encadré 2

LA FASCINANTE APPROXIMATION 3PN

Lors du calcul des patrons d’ondes de binaires
compactes spiralantes, approrimation 3PN, i.e. a
Vordre ~ (v/c)® au-deld de la formule du quadrupole,
s’est avérée “fascinante” par la complexité des calculs
en jeu et la richesse de la théorie a cet ordre. En effet
a lordre 3PN interviennent a la fois les corrections
relativistes dans les équations du mouvement et les
moments multipolaires de la source, et des effets
non-linéaires associés aux sillages d’ondes
gravitationnelles — une partie de l’onde se propage @
une vitesse inférieure 4 ¢ (en moyenne) 4 cause des
diffusions sur la courbure de l’espace-temps induite par
la source. La difficulté technique principale est de
mettre correctement en ceuvre le concept de masse
ponctuelle modélisant les corps compacts. On a recours
G des méthodes de régularisation du champ propre de
particules ponctuelles.

Le patron d’onde gravitationnelle fournit
essentiellement [’évolution temporelle de la phase
orbitale ¢ de la binaire, par effet de réaction de
rayonnement. La phase est écrite sous la forme d’une
série post newtonienne, ¢ = ¢N [1 + > 0 A(nPN) JJ"],
ot le paramétre post newtonien © = (Gmw/c®)?/? est
fonction de la masse togfale m =mq + ma et de la
fréquence orbitale w = ¢. L’approzimation
newtonienne N correspond au P du pulsar binaire
(encadré 1), a ceci prés que pour les binaires
spiralantes l'excentricité de [’orbite est négligeable

(e ~0). Tous les coefficients post newtoniens jusqu’d
Uordre 3.5PN inclus sont maintenant connus. A titre
d’exemple, le coefficient a 3PN, qui a été le plus
difficile & calculer, est donné en fonction du rapport de
masse v = myms/(my + mo)? par Uexpression
impressionnante

12348611926451
4(3PN) 18776862720
856 160 1712
— 2 0g (161) — g2 — 222
op 108 (162) = —=m = =

( 15737765635 2255 2)
- + ™ | v
12192768 48

76055 , 127825 .

6912 ~ 5184 ”
Toutes les fractions rationnelles qui apparaissent dans
cette formule, de méme que les nombres irrationnels ™
et la constante d’Euler C = limg_, o0 f:_ll + — log K]
(numériqguement C ~ 0.577), sont déduites de la

relativité générale et de sa structure non-linéaire. Les
expressions comme celles de aspn) sont utilisées pour
calculer la corrélation entre le patron d’onde des
binaires spiralantes et le signal de sortie des détecteurs
LIGO et VIRGO.

Bien str il faudrait (idéalement) s’assurer que
Uapproxzimation 3PN est proche de la valeur “exacte”.
Cela ne peut pas se prouver, mais néanmoins on peut
avoir une idée de la “convergence” de la série post
newtonienne en étudiant le cas de l’énergie du systéme
binaire au passage a la derniére orbite circulaire dite
ICO. La figure qui suit montre que les ordres post
newtoniens successifs semblent en effet converger vers
une valeur “exacte”. En effet 3PN est trés proche de
2PN ; par contre 1PN est clairement insuffisant car
IICO est une orbite trés relativiste (v/c ~ 0.5). De
plus, la figure montre un trés bon accord entre 3PN et
la valeur calculée par la relativité numérique dans le
cadre d’un modéle approché dit de “symétrie
hélicoidale” (Gourgoulhon, Grandclément et
Bonazzola, 2001).

2
E /mc
-0.01

-0.015 ; . Py ;
Point numérique 1
*

[ 3PN ]
D

-0.02 r ® 5PN ]

—0.025 L N

-0.03 L N

-0.035 L 1

—0.04 ; 1F.‘N

ooas Lo e b c e e e
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

3
Gmw,/c

Figure 2 — Energie d’un systéme binaire de masses égales a
la derniére orbite circulaire (ICO) en fonction de la fréquence
orbitale. On montre les approximations post newtoniennes et le
point calculé par la relativité numérique.

En outre, on peut faire une estimation de la précision
du patron d’onde en comptant le nombre de cycles
orbitaux, dans la bande de fréquence de VIRGO, di a
chacun des ordres post newtoniens. On trouve qu’a
Uapprozimation 3.5PN [erreur relative sur le nombre
de cycles dans le cas de deux étoiles 4 neutrons est
(probablement) inférieure & un 1/10000°™¢,




Pour mieux comprendre ce que
signifie la précision 3PN, rappelons-
nous que la formule du quadru-
pole d’Einstein décrit ’émission des
ondes gravitationnelles & 'ordre do-
minant (quadrupolaire en relativité
générale), qui est newtonien dans
le sens ot & cet ordre d’approxi-
mation le quadrupole peut étre cal-
culé avec la loi newtonienne de la
gravitation. C’est la formule “new-
tonienne” du quadrupole qui per-
met d’expliquer le phénoméne de
réaction de rayonnement dans le
pulsar binaire PSR 1913416 (voir
Pencadré 1), dont on a déja vu
qu’il correspond lui-méme & une
correction dans I’équation du mou-
vement & l'ordre (v/c)® soit 2.5PN.
La précision demandée pour les bi-
naires spiralantes correspond donc
en fait & une contribution d’ordre
3PN+2.5PN c’est-a-dire ~ (v/c)*!
dans les équations du mouvement
de la binaire!

C’est la premiére fois dans ’his-
toire de la relativité générale que la
réalisation d’expériences nouvelles
suscite des développements théo-
riques nouveaux. Méme pendant la
période de son renouveau, notre
vieille dame, confrontée & des ob-
servations et des tests jamais effec-
tués auparavant, s’était dédaigneu-
sement contentée de voir ses prédic-
tions déja “sur étageére” confirmées.
Avant le démarrage de la construc-
tion de LIGO et VIRGO on pen-
sait que les corrections relativistes
a la formule du quadrupole d’Ein-
stein n’avaient qu’un intérét pu-
rement académique (par exemple
ces corrections sont complétement,
négligeables dans le cas du pul-
sar binaire). La prédiction théorique
adéquate pour les binaires spira-

lantes n’existait pas, et il a fallu
la développer spécialement dans le
but de fournir les patrons d’ondes
nécessaires a l’analyse du signal
dans LIGO/VIRGO. Nous avons
employé des méthodes perturba-
tives analytiques, permettant d’ité-
rer les équations d’Einstein sous la
forme d’une série post newtonienne,
d’abord pour des systémes isolés gé-
néraux, puis dans ’application & des
systémes binaires compacts. La pré-
diction théorique de la relativité gé-
nérale, & la précision 3PN et méme
a 3.5PN, est maintenant sur étagere
(voir l’encadré 2). La vieille dame
est heureuse.

Un aspect intéressant de l’ana-
lyse du signal dans VIRGO et
LIGO, qui résulte directement de
I'application du développement
post newtonien, est la possibilité
d’effectuer des tests nouveaux de la
relativité générale. Dans les patrons
d’ondes des binaires compactes
spiralantes, développés a 3.5PN,
existent en effet plusieurs signatures
caractéristiques de ce qu’on appelle
les “sillages” (ou “tails”) d’ondes
gravitationnelles, produits par la
diffusion du rayonnement gravi-
tationnel se propageant dans un
espace-temps distordu par la pré-
sence de la source elle-méme. Cet
effet purement non-linéaire dans la
propagation du rayonnement gra-
vitationnel de sa source vers le
détecteur pourra étre observé pour
la premiére fois par comparaison
des patrons d’ondes avec le signal
réel dans VIRGO/LIGO. On ne
connait pas d’autres systémes que
la spirale des binaires compactes,
pour lesquels la détection d’un ef-
fet aussi fin que le sillage d’onde
gravitationnelle soit possible.
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