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onseillée : 1h30Propagation de la houleL'objet de 
e problème est d'étudier la propagation d'une houle, 
'est à dire d'une vaguedont l'amplitude a est petite devant sa longueur d'onde λ : a ≪ λ.À l'équilibre, la surfa
e libre d'un bassin, plane et horizontale (plan z = 0), séparel'atmosphère (dans la région z > 0) de pression uniforme p0, et l'eau, �uide supposé parfait,de masse volumique ρ, dans laquelle le 
hamp de pression hydrostatique est noté pE(z) (dansla région z < 0). On note h la profondeur du bassin, et g = −g ~ez le 
hamp de pesanteur.En présen
e de houle, on se limitera à la des
ription d'un é
oulement bi-dimensionneldans le plan xOz. Le 
hamp de vitesse de l'eau s'é
rit alors sous la forme :
~v(~x, t) = vx(x, z, t) ~ex + vz(x, z, t) ~ez. (1)Si p(~x, t) est le 
hamp de pression dans le liquide, on notera π(x, z, t) l'é
art de pression parrapport à la valeur d'équilibre :

p = pE(z) + π(x, z, t). (2)On supposera de plus que l'é
oulement d'eau est in
ompressible, et on négligera les e�ets detension super�
ielle à l'interfa
e entre air et eau.0. Préliminaire : Faire deux s
hémas illustrant les situations dé
rites 
i-dessus à l'équi-libre, puis en présen
e de houle. Déterminer la valeur de pE(z).1. Équations de 
onservation :(a) Par quelle équation traduit-on i
i la 
onservation de la masse ?(b) Par un argument relevant de l'analyse dimensionnelle, montrer que la 
ondition
a ≪ λ permet de négliger le terme non-linéaire de la dérivée parti
ulaire :
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. (3)On utilisera 
omme é
helle 
ara
téristique de temps la période T de l'onde.(
) Par quelle équation traduit-on alors la 
onservation de la quantité de mouvement ?(d) En déduire trois relations liant les dérivées partielles des 
hamps vx, vz et π enprésen
e de houle.
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ontinus et transport page 22. Équations de propagation : La houle étudiée, de longueur d'onde λ, se propage selonla dire
tion Ox. On se propose don
 d'étudier une solution des équations pré
édentessous la forme :
vx(x, z, t) = Vx(z) ej(kx−ωt), (4)
vz(x, z, t) = Vz(z) ej(kx−ωt), (5)
π(x, z, t) = Π(z) ej(kx−ωt), (6)où k et ω sont respe
tivement le nombre d'onde et la pulsation de la houle, et où

Vx(z), Vz(z), et Π(z) représentent l'amplitude des 
hamps 
onsidérés.(a) Déduire du résultat de la question 1. les trois équations di�érentielles 
oupléesauxquelles obéissent les amplitudes Vx(z), Vz(z), et Π(z).(b) En éliminant Vx(z) et Vz(z), montrer que l'amplitude Π(z) obéit à l'équationdi�érentielle suivante :
d2Π

dz2
− k2 Π = 0. (7)3. Champ de vitesse :(a) Quelle 
ondition faut-il appliquer au 
hamp de vitesse au voisinage du fond dubassin (z = −h) ? Montrer que 
ette 
ondition devient

dΠ

dz |z=−h
= 0. (8)pour l'amplitude Π.(b) On note π0 = Π(z = 0) ∈ IR. Déterminer les expressions des 
hamps réels

π(x, z, t), vx(x, z, t) et vz(x, z, t).(
) Que deviennent 
es expressions dans la limite où h → ∞ ? On parle alors de
omportement en eau profonde. Montrer que le 
hamp de vitesse dérive d'unpotentiel dont on donnera la forme expli
ite φ(x, z, t) dans 
e 
as.(d) Retrouver le 
omportement en eau profonde par intégration dire
te de l'équation(7). Quelle 
ondition faut-il imposer sur limz→−∞ ~v ?4. Conservation de l'énergie :Quelle est la forme de l'équation de Bernoulli appli
able à 
e problème ? Quelle ap-proximation analogue à l'équation (3) s'applique i
i ? Véri�er que l'énergie est bien
onservée dans le 
adre de 
ette approximation. On se limitera au 
omportement eneau profonde.


